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1. Plano Euclideano.

(a) Designe-se por 7,9 a rotagao em torno do ponto p € R? por um angulo 6 € [0, 27|
(no sentido positivo), e por t, a translacgao por um vector v € R?. Para 6 # 0,
determine ¢ € R? e ¢ € [0, 27| tais que 7,4 =t, 0 7pp.

(b) Mostre que h € Iso*(R?) é uma translaccao se e s6 se é da forma h = fg f~1g™!
com f,g € Iso™(R?).

2. Geometria Esférica; Superficies em R3.
Considere R? com coordenadas (u,v), R® com coordenadas (z,v,2), e o mergulho
¢ : R? — R3 dado pela inversa da projeccao estereografica:
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(a) Mostre que a primeira forma fundamental deste mergulho é dada por
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(b) Mostre que qualquer transformagao f : R* — R? dada em termos da coordenada
complexa w = u + v por
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mantém invariante a primeira forma fundamental I, ).

3. Geometria Hiperbdlica; Superficies em R3.

(a) Dado 0 # a € R, seja I', o subgrupo de isometrias hiperbédlicas de H gerado pela
rotacao limite
ta(z) =2+ a, Vze H,
e Cy o “cilindro” H/T', munido da métrica hiperbdlica induzida pela projecgao

m : H — H/T,. Mostre que, para quaisquer a, 8 € R?\ {0}, C, e Cj sao
isométricos.



(b) Considere o cilindro C' = R* x S, com coordenadas 0 < ¢ € RT ¢ § € S =
R/277Z, e o mergulho ¥ : C' — R?* dado por

U(0,0) = (sin(f) sech(o), cos(f) sech(o), o — tanh(o)) .

Esboce ¥(C) C R? (a chamada pseudo-esfera em R?) e mostre que a sua curvatura
de Gauss ¢é constante e igual a —1.

(c) Mostre que a pseudo-esfera ¥(C') é isométrica ao “cilindro” C3_ = H' /Ty, onde
H! = {(x,y) € R? : y > 1}. Aproveite este facto para calcular o seu volume.

4. Variedades, Formas Diferenciais e Teorema de Stokes

(a) Seja M™ uma variedade diferencidvel, compacta e sem bordo. Mostre que M é
orientavel se e s se existe uma forma diferencial w de grau n, definida e diferente
de zero em todos os pontos de M (i.e. w é uma forma de volume em M).

(b) Mostre que uma forma de volume w numa variedade diferencidvel M, compacta e
sem bordo, nunca é ezacta, i.e. nao existe em M uma forma diferencial o de grau
(n—1) tal que w = do.

5. Geometria Intrinseca de Superficies.
Considere a variedade M = {(z,0) : €| - 1,1, 0 € R/27rZ} = | — 1,1[x S,
munida com uma métrica Riemanniana, (-,-) : TM x TM — R, que em relagao a base
{ % , % } de cada T{, ¢ M é representada pela matriz
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com h uma fungao estritamente positiva no intervalo | — 1, 1[.

(a) Mostre que a curvatura de Gauss de (M, (-,-)) ¢ dada por K = —3h".

(b) Mostre que o volume de (M, (-,-)) é independente da funcdo h e sempre igual a
4.

(c) Para hi(z) =1 — 2% e hyo(x) = (1 — |x])?, identifique isometricamente (M, (-,-);)
e (M, {-,-)2) com superficies em R? conhecidas.



