Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica

GEOMETRIA SIMPLECTICA - 2° Semestre 2010/11
52 Ficha de Exercicios
Data de entrega: 23 de Maio

1. Seja F' : R* — §,, = matrizes simétricas n X n, uma funcdo suave tal que F'(u) é
nao-singular para todo o u € R". Considere a 2-forma w definida em R** = {(u,v) :
u,v € R"} pela matriz anti-simétrica

a)

b)

c)

e = [—f9<u> F((Ju)]

Mostre que dw = 0 se e s6 se existe uma funcdo suave f: R" — R, f = f(u), tal

que
agf ‘|n,n

F = Hess,(f) = [&Lk@ul

kl=1
Considere a accao de R” em R?" dada por
t-(u,v)=(u,v+t), Vt,u,v € R".
Assumindo que dw = 0, mostre que esta accao de R” em (R*", w) é Hamiltoniana

e determine uma aplicacao momento j : R?® — R™.

Nas condigoes da alinea b), determine coordenadas locais simplécticas para (R**, w),
i.e. simplectomorfismos locais entre (R*" = {(u, v) }, W) € (R*" = {(z,y)},wo =
dz A dy).

2. Seja (M,w) uma variedade simpléctica, e ¢ : T™ — Ham(M,w) uma ac¢ao Hamilto-
niana com aplicacdo momento p : M — R™. Seja ¢ : T! — T™ um homomorfismo
dado por ¥(0) = A, com A € Z™ uma matriz (m x [) com entradas em Z. Mostre
que ¢ o : T — Ham(M,w) é uma accio Hamiltoniana com aplicagio momento
v: M — R dada por v = Alp.

3. Seja (M,w) uma variedade simpléctica e ¢ : T™ = T™ x T™ — Ham(M,w) uma
ac¢do Hamiltoniana com aplicagdo momento p = (p1, p2) : M — R™ = R™ x R™=2.

a)

b)

Mostre que u; : M — R™ ¢ = 1,2, é uma aplicagcaio momento para a acgao
Hamiltoniana de T™ em (M, w) naturalmente induzida por ¢.

Seja Z; = puy*(0), suponha que T™ actua liviemente em Z;, e denote por (M, 7o)
a correspondente redugao simpléctica, i.e. My = Z1/T™ e 7y é a forma simpléctica
em M, caracterizada por 7*(m9) = (*(w), onde 7 : 23 — Mo e ¢ : Zy — M
denotam respectivamente a projeccao e inclusao naturais. Mostre que a accgao
Hamiltoniana de T™ em M induz naturalmente uma accgao Hamiltoniana de T2
em My com uma aplicacao momento v : My — R™2 caracterizada por vomr = psoLt.



4. Considere a accio de T' = S* em (R%™+1 ) que, usando a identificacio natural
R2(+1D) — C7+1 & dada por

0-(20,...,20) = (€ 2,...,e7%2,), V2€C"™ HcR.
a) Verifique que esta acgio ¢ Hamiltoniana com uma aplicagio momento p : C** —
R dada por
1
p() = 21~ 1)
Sugestao: use o exercicio 2.
b) Mostre que a redugao simpléctica (My = p~'(0)/S', 79) é CP" com a forma
simpléctica de Fubini-Study wgs.
5. Mostre que a acgao de T™ em (CP",wgs) dada por

(01,...,00)  [20,. -, 2] = [20, €721, e7 2], V2 e C™TL 0 € R™,

é Hamiltoniana e determine uma aplicacdo momento p : CP" — R". Caracterize
explicitamente (i.e. sem recorrer ao Teorema de Convexidade de Atiyah-Guillemin-
Sternberg) o politopo momento u(CP™).

Sugestao: use os exercicios 3 e 4.



