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Instituto Superior Técnico
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Calculo Diferencial e Integral Il
TESTE 2 - VERSAO A

2 de Junho de 2012 - das 9h00 as 10h30

Apresente e justifique todos os calculos

. Considere o conjunto

S={(x,y,z2)eR}:z=1+xy}

Mostre que S é uma variedade e calcule a sua dimens3o.

Resolucao:

O conjunto S é o grafico da funcdo f : R? — R, de classe C!, definida por f(x,y)=
1+ xy, logo S é uma variedade de dimensdo 2.

Determine o espaco normal a S no ponto (1,1, 2).

Resolucao:

S também pode ser descrito como o conjunto de nivel zero da funcdo C* dada por
F(x,y,z) =14 xy —z. Como VF(1,1,2) = (1,1, —1), o espaco normal é

(Ta1nS)t ={a(1,1,-1) : @ € R} .

Determine o ponto de S mais préximo da origem.
Resolucao:

Queremos determinar o ponto de minimo da fungdo g(x, y, z) = x*> + y? + z° sujeita
a restricdo F(x,y,z) = 0 (onde F é a fungdo definida na alinea (b)). Pelo método
dos multiplicadores de Lagrange, temos de resolver o sistema

2x = Ay
V — =
g(x,y,z) = AVF(x,y,2) — 2y = A\x ,
F(x,y,z)=0 2z = —\
z=14+xy

que tem uma Unica solu¢do (x,y,z, A\) = (0,0, 1, —2). Portanto, o ponto de S mais
préximo da origem é (0,0, 1).

Mostre que a equacao

sen(x +y)+xy =0

define y como fungdo de x, ou seja y = f(x), numa vizinhanga do ponto (7, 0) e calcule

(

).

Resolucao:

Seja F(x,y) = sen(x + y) + xy. A fungdo F é de classe C! em R?, o conjunto solugdo
da equagdo é o conjunto de nivel zero de F e F(m,0) =0, i.e., (7, 0) é uma solugdo.
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As derivadas parciais de F sao

oF oF
5()('}/) =cos(x+y)+y e 5(x,y) =cos(x +y)+x .

Como 8—(7r 0) = -1+ 7 #0, o Teorema da Fungdo Implicita garante que existe uma

vizinhang¢a de (7, 0) tal que as solugdes da equagdo sdo da forma y = f(x), com f uma
funcdo de classe C!.

Para calcular a derivada f'(7) aplicamos a regra da derivada da fungdo composta a

equacdo F(x, f(x)) =0 e obtemos M + @f’(x) = 0. Pondo x = 7 fica

1+ (-1+nm)f'(7) =0 <— f/(’ir):ﬂ__l.

. Considere o campo vectorial

F(x,y,z) = ( +2yex+y2,\/x2+y2—1>

Xz e yz
Vx2+y?—1 Vx2+y?—1
(a) Mostre que F é gradiente no seu dominio de defini¢cdo. Justifique a resposta.

Resolucao:
O dominiode F é D = {(x,y,z) € R® : x>+ y? > 1}. Claramente a fun¢do

o(x,y,z)=z/x2+y2 -1+ ety
é de classe C! no conjunto D e Vi = F, ou seja, ¢ é um potencial para F sendo,

portanto, F um campo gradiente.

(b) Calcule o trabalho realizado pelo campo F ao longo do caminho g(t) = (1 + t2,1+
t, t2012) 't € [0, 1]. Justifique detalhadamente a resposta.
Resolucao:

Como F é um campo gradiente com potencial ¢, pelo Teorema Fundamental do
Calculo para integrais de linha, temos que

/C Fdg = o(g(1)) — 9(g(0)) = 9(2.2,1) — p(1,1,0) = V7 + € — &

. Considere a superficie

5:{(x,y,z)€]R3:x2:y2+22; 1<x<2}

orientada com a normal unitdria n = (ny, n,, n,) tal que n, > 0. Seja G(x,y,z) =
(2x, —y, —2z).

Calcule o fluxo fs G- n:
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(b)

pela definicdo;
Resolucao:

A superficie S é uma seccdo de um cone tendo por eixo de simetria o eixo dos
xx. Recorrendo as coordenadas cilindricas (p, 6, x) em torno do eixo dos xx, onde

p = +\/y?+ z?, obtemos a parametrizagcdo

g(p,0) = (p,pcos(0), psenf) com 6 €]0,2x],p €]1,2] .

Como 5 9
8g (1,cos @, senf) e a‘g (0, —psenf, pcosb)
0
o vector normal 9 9
g o8
8p 20 = (p, —pcosf, —psenb)

tem o mesmo sentido de n. Logo, pela definicao de fluxo

J[en=+ [ (| statv.on: (5 < %)an) as
:/12 (/02ﬂ3p2d0>dp:147r.

usando o Teorema da Divergéncia.

Resolucao:

Seja T; = {(x,y,2) € R® : x = 1,y> + 2> < 1} com normal unitdria ny, =
(—=1,0,0), To = {(x,y,z) € R® : x = 2,y2 + z2 < 4} com normal unitéria
nt, = (1,0,0) e seja D o sélido limitado por S e pelos discos T; e T,. Portanto
0D =S U T, U Ty, as normais nr, e nt, sao exteriores e a normal n ¢ interior. Pelo
Teorema da Divergéncia,

lfwe= ffne fleme o

Dado que div(G) = 0, fica

//G n—/ G- I'IT1 / G- nr,
T
// —2x) + // (2x) // 2+// 4 = 21 + 16w = l4r.
Ty T Ty T

5. Seja D C R3 um dominio regular. Sejam ¢ e 1) campos escalares definidos num aberto

A (com D C A), tais que ¢, ¢ € C?(A). Mostre que:

onde n é a normal unitdria exterior a 9D e onde Ay =

/(¢Aw+w-vw— 6V
D oD

92 2 2
4 + s + 0 7/)
Ox?  0Oy? 0z




Resolucao:
Seja F = ¢V1). Como v é de classe C?> em A, V1 e, portanto, F sio de classe C! em

A. Como
OF _ 0 00y 0000 0%
Ox  Ox‘ Ox’  Ox Ox Ox '
por simetria obtém-se

: oFy 0F, OF
div(F) = 8x1 + 8)/2 + 823

_(0poy 0% o6y 0% oo oy 0%
(o to%e) * (g +9% )+ (oe e +o%2 )

_ 9000, 9600 090% P Py O

~ Ox Ox @8y 0z 0z gzﬁ(ax 8y+8z)

=Vo- Vi + oAy .

Aplicando o Teorema da Divergéncia ao dominio regular D e ao campo vectorial F,
obtém-se a igualdade pedida, uma vez que n é a normal unitdria exterior.



