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Resolucao abreviada

1. Considere a funcio

f(x,y):{ % (z,y) # (0,0)

(2 val.) (a) Diga, justificadamente, se f é continua na origem.
Resolucao: A funcdo f é continua na origem sse

lim  f(z,y) = f(0,0).

(z,y)—(0,0)

Podemos comecar por analisar os limites direccionais:

.1‘3 - m3x3 . T — T)’LBZE’

lim — = lim =—~
=0 2 + m2z2 250 1+ m?

Se existir limite de f na origem terd de ser 0. Como
i | P i ol 1 P e
x2+y2 — x2+y2 —x2+y2
concluimos que o limite de f na origem é 0 e portanto a funcdo é continua na origem.
2]
(1 val.) (b) Calcule 2£(0,0).

(lzl +1y)) = |zl + |y| = 0,

Resolucao:
8—f(o,o) ~ g SO SO0y R0

ox h—0 h h—0

2. Seja g(x,y) = (seny + 22,e*1Y) e h : R2 — R3 uma fungdo de classe C'! tal que

11
Dh(0,1)=| 1 0
0 2

Sabendo que o = (01, 02,03) : R> — R3 é dada por 0 = ho g,

(2 val.) (a) calcule Do (0,0);
Resolucao: Uma vez que g e h sdo funcdes diferencidveis, pelo teorema da derivacao
da fungcdo composta podemos concluir que h o g é diferenciavel e

Do (0,0) = D(h o g)(0,0) = Dh(g(0,0))Dg(0,0) = Dh(0,1)Dg(0,0).



(1 val.)

(3 val.)

Temos

Do(0,0) = Dh(0,1)Dg(0,0) =
. 1 (1) [ 2x cosy}
= aty  orty
02|t 7 oo
[ 1 1] 1 2
— |10 [(1) H: 01
| 0 2 2 2

(b) calcule a derivada de o2 no ponto (0,0) segundo o vector v = (1,1).

Resolucdo: Como o ¢ diferencidvel no ponto (0,0), a derivada segundo o vector v é
dada por

Dyo3(0,0) = Do3(0,0)-v=1[0 1| [ : ] =1.

3. Determine e classifique os pontos de estacionaridade de f(z,y) = 2% + y? — zy.

Resolucao: A equacido vectorial,

Vf(CC,y) = (3%2 -, 2y - .’L’) = (070)7

tem como solugdes os pontos (z,y) = (0,0) e (z,y) = (g, 75), pelo que estes s3o os dnicos

pontos criticos.
A matriz hessiana de f é:

Hy(x,y) = [ Eﬁ _21 } 7

logo
0 -1
Hf(0,0):[_l 9 }

O determinante desta matriz é igual a -1, logo a matriz tem um valor préprio positivo e
outro negativo e, portanto, (0,0) é um ponto em sela. Para o ponto (z,y) = (%, ﬁ) a

matriz Hessiana é dada por
1 1 1 -1
Hel=,— ) = .
! <6’ 12> [ -1 2 }

Temos det Hy (%, 1—12) =1, logo os valores préprios da matriz t€m o mesmo sinal. Como o

traco da matriz é igual 3, podemos concluir que os valores préprios sdo positivos e portanto

o ponto (%, 1—12) é um ponto de minimo relativo.



(3val.)

(2 val.)

(3val.)
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4. Considere o conjunto definido por
V={(z,y,2) ER3:y+2<2;2>9?; 0<xz<1;y>0}

a) Escreva uma expressdo para o volume de V' em termos de integrais iterados da forma:

([ ([ dz)dz)dy, e da forma [([([ dy)dz)dz.

Resolucao:

vol(V) = /01(/01</y22_ydz>d:c>dy
- (L w)e)os [ ( [ ( /fdy) dz> @

b) Calcule o integral da fun¢do f(z,y,z) =z em V.

Resolucao:
1 1 2—y 7
/ </ (/ xdz) dx> dy = —.
0 0 y2 ].2

5. Usando uma mudanca de coordenadas apropriada, calcule o volume do conjunto
A={(z,y,2) ER® 22 +9° +22<2; 2> 2+ y> |z|}.

Resolugao: Em coordenadas cilindricas (p, 6, z) tem-se:

3m

voI(A):/r4 (/01 (/p:/ﬁpdz> d,o) =SV 1)~ %

4

6. Seja I um intervalo compacto em R™ e f : I — R uma func3o continua. Mostre que existe
x € I tal que

/f(ac) dx = f(z)vol(I).

I

Resolucao:

Dado que I é compacto e f é continua, sejam A e B dois pontos do intervalo I tais que

m=minf=f(4); M=max[=[(B).

Pelas propriedades do integral tem-se mvol(I) < [; f < M vol(I), ou seja,

Jif

~ vol(I)

< M.

Considere-se a fungdo continua g : [0,1] — R definida por g(t) = f(A + t(B — A)).
Notando que ¢g(0) = f(A) = m e g(1) = f(B) = M, conclui-se que existe § € [0, 1] tal

que g(0) = vof(J;)'

Fazendo 7 = A+ 6(B — A), tem-se

10 = 1L o [ sty = ol



