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Chapter 2

Geracao de numeros aleatorios.
Método de Monte Carlo

O papel da simulacao na maior parte das ciéncias tem aumentado
de importancia de ha umas décadas a esta parte. A crescente ca-
pacidade/velocidade de cédlculo dos computadores a par da evolugao
notéria de diversos métodos de simulacao sao responsaveis por se con-
siderar que a simulacao é uma abordagem metodolégica possivel
para a resolugao aproximada de problemas como o ¢ a abordagem
experimental.

Nao surpreende pois que os métodos de simulacao sejam usados
em areas como a fisica, a quimica, a criptografia, a biotecnologia, a
industria e, naturalmente, a Estatistica.

Nesta ultima area é frequente ser preciso identificar a distribuicao
(exacta) ou os quantis de uma estatistica, calcular probabilidades de
eventos que dizem respeito a vectores aleatérios com densidades nao
necessariamente triviais (estamos a falar de integrais miltiplos sofisti-
cados), ou a funcdo poténcia de um teste de hipdteses.

Para o efeito serd necessario obter concretizagoes de amostras

aleatorias — ou seja, simular/gerar amostras — em condigoes
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absolutamente

e controladas e

e reprodutiveis,
e de modo eficiente e passivel de documentacgao cuidada e completa.
Este capitulo debrucar-se-4 sobre diversos métodos de obtencao de
ntimeros (pseudo-)aleatérios de diversas distribui¢oes univariadas e

multivariadas, sobre o método de Monte-Carlo e sobre métodos de

reducao de variancia.

Texto de apoio: Gentle (1998, pp. vii-ix).
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2.1 Geracao de quantidades aleatdrias discretas
e continuas por transformacao de nimeros
aleatorios. Aplicacao a distribuicoes especi-

ficas.

Os estatisticos necessitam muitas vezes de gerar amostras provenientes
de populacoes ou distribuicoes especificas e como tal é fundamental
disporem de uma fonte de naimeros aleatérios.

E com vista a suprir esta necessidade que era usual muitos livros
de texto incluirem em apéndice tabela de numeros aleatodrios.
Veja-se, por exemplo, as paginas 7 a 10 da seguinte obra em por-
tugués: Murteira, B.J.F. (1980). Probabilidades e Estatistica (Vol. II).
McGraw-Hill de Portugal, Lda.

Era com base em tabelas destas que se seleccionava amostras de uma
populacao ou se decidia uma atribuicao de tratamentos num planea-
mento experimental. Por exemplo, para obter uma amostra casual
de uma populacao bastava atribuir um nimero a cada elemento da
populacao, entrando depois numa pagina e coluna de qualquer tabela
de nuimeros aleatérios, anotando os nimeros obtidos e retirando da
populagao os elementos correspondentes. As tabelas de numeros
aleatorios sao construidas de forma a garantir a natureza aleatéria
dos nimeros que delas constam. Por sinal, os niimeros das tabelas de
Murteira (1980, pp.7-10) foram obtidos com uma espécie de roleta
electronica e submetidos a numerosos ensaios para testar a
casualidade dos niimeros gerados.

Hoje em dia raramente se usa tabelas de nimeros aleatorios. E de
longe mais usual recorrer a computadores para gerar numeros aleatorios.

A palavra aleatorios foi intencionalmente colocada em italico pois, na
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verdade, um computador é incapaz de gerar nimeros aleatorios como

se vera ja a seguir.

Texto de apoio: Gentle (1998, pp. 1-6).

2.1.1 Geracao de numeros pseudo-aleatdérios da distribuicao

uniforme

Os numeros gerados por um computador sao obtidos com recurso
a geradores deterministicos com caracter recursivo — dai a
perda de aleatoriedade e a designacaio de mnumeros
pseudo-aleatdrios (n.p.a.). Estes niimeros constituem uma sequéncia
com a particularidade de os ultimos k£ nimeros gerados serem res-
ponsaveis pela geracao do seguinte. Esta sequéncia é finita e o seu
tamanho é usualmente denominado de periodo ou tamanho do ci-
clo.

Os geradores deterministicos mais comuns sao sem sombra de divida
os geradores congruenciais lineares.

Estes geradores foram propostos por D.H. Lehmer em 1948. De acordo
com este gerador cada numero gerado x;_; determina recursivamente

o seguinte x; por intermédio da férmula:

;= (ar;i1+c)modm, i=1,2,..., 0 <x; <m, (2.1)
onde a, ¢ e m sao inteiros e xy € outro inteiro frequentemente de-
nominado de semente ja que em conjunto com a, ¢ e m definem
univocamente uma sequencia de nimeros pseudo-aleatorios.

x; corresponde ao resto da divisao inteira de (ax;_1 + ¢) por m.

Dividindo x; por m tem-se, para cada ¢ e para valores de a e m fixos

convenientemente escolhidos, um nimero
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aproximadamente Uniforme no intervalo (0,1).
Caso se considere ¢ = 0 o gerador é denominado de gerador

congruencial multiplicativo e tem-se
r; = (ax;i—y) mod m, i=1,2,..., 0 < x; <m. (2.3)

Para ¢ # 0 o gerador é também denominado de gerador congruen-
cial misto.

A escolha de a, c e m requer algum cuidado ja que se pode correr
o risco de a sequéncia de nimeros pseudo-aleatorios rapidamente se
repetir. Senao veja-se o caso em que a = 3, ¢c =0, m = 30 e xg = 1,
associado a sequéncia {3,9,27,21,3,9,27,21,...}.

De facto, convém notar que o gerador produz quando muito m niimeros

pseudo-aleatérios distintos antes de voltar a repetir a sequéncia.

A NAG utiliza um gerador congruencial multiplicativo (¢ = 0), com

259 que possui um perfodo igual a 2°7 ~ 1.44 x 10'7.

a=13Bem =
A semente xy é determinada pelo relégio interno do computador mas
pode também ser pré-especificada por forma a permitir que se repita
a mesma sequéncia de nimeros pseudo-aleatérios, repeticao absoluta-

mente crucial em estudos comparativos.

O Capitulo 6 de Morgan (1984) descreve testes estatisticos que per-
mitem averiguar se a sequéncia gerada é consistente com a distribuicao
Uniforme(0, 1) e nao correlacionada.

Na seccao 3.5 de Morgan (1984) sdo feitas consideragdes sobre resul-

tados tedricos que norteam a escolha de a, c e m.

Para uma descricao mais detalhada sobre as propriedades dos
geradores congruenciais lineares bem como a implementagao dos mes-

mos, consulte-se Gentle (1998, pp. 6-22).
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Por outro lado, Gentle (1998, pp.22-38) descreve outros geradores
congruenciais, como sao o caso dos
e geradores congruenciais multiplicativos multiplos
r; = (a1xi—1 + ... + apzr;—k) mod m,
e geradores congruenciais nao lineares
z; = (dx? | + az;_1 + ¢) mod m,
e lagged Fibonacci
z; = (Ti—j + ...+ i) mod m,
ou ainda os geradores congruenciais combinados e os geradores

baseados em sistemas cadticos.

Textos de apoio: Gentle (1998, pp. 1-38) e Morgan (1984).

2.1.2 O método da transformada inversa

A geracao de nuimeros pseudo-aleatérios provenientes de distribuicoes
continuas (e também discretas) distintas da Uniforme(0, 1) é usual-

mente efectuada tirando partindo do seguinte resultado tedrico.

Teorema 2.1 Seja X uma v.a.continua com f.d.p. f(z)ef.d. F(z)=

P(X <z) = [" f(t)dt,z € R. Entdao a v.a.Y = F(X) — que

resulta da mera substituicao de x por X na expressao geral da f.d. de
X — verifica

Y = F(X) ~ Uniforme(0, 1), (2.4)

H

Este resultado, cuja demonstracao ¢ trivial caso se considere a

restricao da f.d.de X para a qual F'(x) é invertivel, sugere o seguinte

algoritmo de obtencao de um numero pseudo-aleatério da dis-

tribuigdo de v.a.continua X & custa de um (ou mais) nimero(s)

pseudo-aleatério(s) da distribuigdo Uniforme(0, 1)
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Método da transformada inversa (v.a.continua) — O algoritmo

compreende os seguintes passos:

1. Gerar um numero pseudo-aleatéorio wu da distribuicao

Uniforme(0, 1).
2. Efectuar a atribuicao
v =F"(u), (2.5)

quantil de ordem wu da distribuicao da v.a.continua X. |

Este método s6 é vantajoso quando existe expressao fechada para a
inversa da f.d.de X, i.e., para o quantil de ordem u, F~!(u).

De notar que, mesmos nos casos em que existe formula fechada para
a inversa da f.d., a avaliacio do nimero pseudo-aleatério x = F~1(u)
pode ser particularmente lenta e ser preferivel recorrer a outro método
alternativo e mais rapido de obtencao do ntimero pseudo-aleatério x.
Por outro lado, caso nao exista expressao fechada para a inversa
F~1(u), a obtencao deste quantil de ordem u passa pela resolucao
numérica da equacao F(x) —u = 0.

Nao surpreende pois que, para algumas distribuicoes, hajam outras
escolhas possiveis de algoritmos para a geracao de nimeros pseudo-
aleatdrios. Como refere Gentle (1998, p.41), estes algoritmos diferem
em velocidade, precisao, necessidades de armazenamento na memoria

e complexidade do codigo.

Exercicio 2.2 — Considere que X ~ Exponencial(\), i.e.,

Flr)=1—¢*" >0, (2.6)
Defina o Passo 2 do algoritmo de geracao de observacoes desta dis-
tribuicao.

Repita o exercicio para as seguintes distribuicoes:
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(a) X ~ Weibull(a, )

oy () (e e

(b) X ~ Pareto(a, ), i.e.,

Flz)=1— (%)ﬂ v > a (2.8)

e ainda para
(¢) av.a. X com f.d.p.igual a f(z) =2(x—1),0 <z <1 |

Exercicio 2.3 — Escreva um programa na linguagem de programacao
que entender mais razoavel para gerar 20 observagoes de cada uma das
distribuicoes continuas do exercicio anterior, recorrendo para o efeito
ao gerador congruencial multiplicativo utilizado pela NAG, i.e., com

a=138¢c=0 m=2"¢uy= 1. |

Coloca-se, muito naturalmente, a questao se nao serd possivel um
algoritmo similar ao apresentado para a geragao de niimeros pseudo-
aleatdrios respeitantes a distribuigoes discretas. A resposta a
questao é afirmativa. Basta pensar na seguinte definicao de quantil de

ordem u de uma v.a. discreta com f.d. F'(x):

Fllu)y=infim e R:u< F(m)}, 0 <u<1. (2.9)

Método da transformada inversa (v.a.discreta) — E natural que
se considere os seguintes passos para gerar observagoes de uma v.a. dis-

creta com f.d. F(x):

1. Gerar um numero pseudo-aleatorio u da distribuicao

Uniforme(0, 1).
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2. Efectuar a atribuicao
r=F1tu) =inf{meR:u<F(m)}, (2.10)

quantil de ordem u da distribuicdo da v.a.discreta X, onde F~!

representa a inversa generalizada de F'. |

Veja-se a representacao esquematica deste algoritmo na Figura 2.2 de
Gentle (1998, p.44).!

Este algoritmo pressupoe que se construa uma tabela com todos os
valores possiveis da v.a.discreta X e os respectivos valores da f.d.de
X, e se efectue uma pesquisa nessa tabela (table lookup) para identi-
ficar o quantil de ordem u de X. Esta pesquisa nao é necessariamente
expedita para algumas distribuicoes discretas, sugerindo pois a uti-
lizacao de algoritmos alternativos, tais como os descritos em Gentle

(1998, pp. 45-47) que se devem a:

e Marsaglia, Norman e Cannon;

e Chen e Asau.

Exercicio 2.4 — Escreva um programa numa linguagem de programa-
cao que lhe seja familiar para gerar 20 observagoes de cada uma das
seguintes distribuicoes discretas:

(a) Bernoulli(p);

(b) Binomial(10,0.2);

(c) Geométrica(p);

(d) Poisson(1).

Recorra novamente ao gerador congruencial multiplicativo com a =

138, c =0, m =2 e uy =1 e tente apurar o tempo de execucao de

cada algoritmo para diferentes valores de u;. |

LGentle (1998, p.43) define equivalentemente este quantil de ordem u: z = F~1(u) : F(27) <
u < F(x).
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Coloca-se ainda um problema em relacao a utilizacao do método da
transformada inversa: a geracao de vectores pseudo-aleatorios
continuos — que digam respeito ao vector aleatério X = (X1, ..., Xy),
i.e., a distribuicao multivariada continua — esta a partida com-
prometida. Ha, no entanto, uma excepcao quando a f.d. conjunta X é

passivel da seguinte decomposicao a custa de f.d.’s condicionais:

Fx(z) = P(Xy<wp,...,Xq < 2q)

- FX1(x1) X FX2|X1:$1(x2)

X... X FXd|X1=3317~-~7Xd71=3?d71(xd)' (2'11)
Nesta situacao € possivel obter os seguintes quantis de ordem ug, . . ., ug:
o= Fyl(w)
-1
:U2 = FX2|X1:Z‘1 (UQ)
_ -l
Ld = FXd|X1:x1,...,Xd,1:md,1(Ud)- (2-12)

Este método pode ser devidamente adaptado para a geragao de vec-
tores pseudo-aleatérios discretos como se poderd ver na subseccao

seguinte.

Texto de apoio: Gentle (1998, pp. 41-47).

2.1.3 Alguns algoritmos de geracao de niimeros pseudo-alea-

torios de algumas distribuicoes

E tirando de um modo geral partido de resultados da Teoria das
Probabilidades que é possivel adiantar algoritmos que permitem
obter de uma forma mais expedita niimeros pseudo-aleatérios de dis-

tribuicoes discretas e continuas especificas.
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Ao falar-se de eficiéncia de algoritmos refere-se a velocidade com
que o algoritmo gera os numeros pseudo-aleatorios. E ao falar-se
em velocidade é preciso ter em conta que esta depende também do
numero de constantes que € preciso obter e armazenar antes de iniciar
a geracao propriamente dita (setup) e do nimero de operagoes e val-
ores da Uniforme(0,1) que é necessario gerar para obter o valor da
distribuicao especifica.

Tenha-se também presente que a geracao de nimeros pseudo-aleatorios
de uma distribuicao pode fazer-se a custa de um algoritmo para um
conjunto de valores dos parametros (e.g.a € IN onde a é o parametro
de forma da distribuicio Gama) e determinado valor da ordem do
quantil (e.g.u > 0.95) e a custa de outro algoritmo distinto para outros
valores dos parametros (e.g.a € INV) e da ordem desse mesmo quantil
(e.g.u <0.95).

A Tabela 2.1 possui a f.p.(f.d.p.) bem como outras caracteristicas
diversas distribuigoes discretas (continuas) importantes.

A ela seguem-se exemplos de algoritmos de geracao de niimeros pseudo-

aleatérios de algumas dessas distribuicoes.

e Exponencial (Gentle (1998, p.92)) — Ao considerar-se que A
representa o inverso do parametro de escala da v.a.exponencial,

deve proceder-se do seguinte modo:

1. Gerar um numero pseudo-aleatério u da distribuicao
Uniforme(0,1).

2. Efectuar a atribuicao

In(u)
= — : 2.13
; (21
De notar que a aplicacao do método da transformada inversa
conduziria a atribuicao x = —M. No entanto, U =4 1 —U ~
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Table 2.1: Algumas distribuigoes discretas e continuas importantes.

X P(X = z) E[X] VIX]
Uniforme ({1,2,...,n}) 1/n,x2=1,2,...,n (n+1)/2 (n?-1)/12
Binomial (n, p) Crp*(1—p)" 7", x=0,1,2,...n np np(l —p)
Geométrica (p) 1-p)*ipr=12,... 1/p (1—p)/p?
Binomial Negativa (r,p) C*!p"(1—p)* ",z =rr+1,... 7/p r(1 —p)/p?
Poisson () e ANzl 2 =0,1,... A A

X f(x) E[X] VIX]
Uniforme (a, b) Aa<z<b (a+b)/2 (b—a)?/12
Exponencial (\) Ae ™ x>0 /A 1/\2
Gama («, \) % e 1 >0 /A a/N\?
Erlang (n, \) F)EZ) 2" lem M 2 >0 n/A n/A\?

X%u) (1{/(3);2/)2 v/ emt/2 2 >0 v 2v

Beta (o, B) % rl(1-2)flo<e<1 v 2v

Normal (p, 0'2) \/21—71_0_67(382_0%)2, —00 < T < 400 1 o?

Uniforme(0, 1). Assim, poupa-se uma operagao aritmética (uma

subtraccdo) ao efectuar-se a atribuigao (2.13).

e Gama (parametro de forma « inteiro; Gentle (1998, p.95)) —
Quando a = n € IN, a v.aa. X ~ Gama(n, ) diz-se com dis-
tribuigdo de Erlang(n,\) e pode escrever-se a custa da seguinte
soma de n v.a.s X =g > o X; onde X; ~;;q exponencial(N).
Nao surpreende pois que se proceda da seguinte forma para gerar

nimeros pseudo-aleatdrios da distribuicao Gama(n, A):

1. Gerar n numeros pseudo-aleatérios independentes uq, . . ., u,

da distribuigao Uniforme(0,1).
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2. Efectuar a atribuicao

v =— ; ln&“i). (2.14)

e Normal (Gentle (1998, pp.88-92)) — Ao pretender-se nimeros
pseudo-aleatérios normalmente distribuidos pode recorrer-se a di-
versos métodos de geracao com precisao e velocidade distintas.
Estes reportam-se a geragao de numeros pseudo-aleatérios da
v.a. Z ~ Normal(0,1). Note-se, no entanto, que ao efectuar-se a
transformacao r = oz + p obtém-se um nimero pseudo-aleatorio

referente & v.a. X ~ Normal(u,c?).

(a) Teorema do Limite Central (TLC) — Ao invocar-se o
TLC para U; ~;;q Uniforme(0,1),i = 1,...,n, conclui-se

que

"2
g2 Um 2 al(0.1). (2.15)

Vvn/12
Coloca-se muito naturalmente a questao: Quao grande de-

vera ser n para que a qualidade dos numeros gerados seja

razoavel? Uma escolha conveniente é n = 12.
Assim sendo a geracao de numeros pseudo-aleatérios da v.a.
Z ~ Normal(0,1) compreeende os dois seguintes passos:
1. Gerar 12 niimeros pseudo-aleatorios independentes uq, . . .,
u1o da distribuigao Uni forme(0,1).
2. Efectuar a atribuicao
2= u;—6. (2.16)

i=1
De notar que os valores de z pertencem em qualquer dos

casos ao intervalo (—6,+6): estdo pois excluidos os restantes
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valores reais que por sinal ocorrem com probabilidade igual
a P(|Z| >6) ~1071°,

De salientar também que este método nao é propriamente
rapido (pois afinal sdo necessarios 12 nimeros pseudo-aleato-
rios uniformes para gerar um normal) e que existem alter-
nativas bem mais expeditas para gerar um numero pseudo-

aletorio da distribuigdo Normal(0,1).

Método de Box-Miiller — A aplicacao deste método en-
contra justificacao num resultado probabilistico deixado para
o Exercicio 2.5 e compreende também dois passos muito sim-
ples:
1. Gerar 2 numeros pseudo-aleatorios independentes uq, us
da distribuicao Uni forme(0,1).

2. Efectuar as atribuicoes

21 = v/ —2In(uy) cos(2mus) (2.17)
29 = /—2In(uy) sin(27us). (2.18)

Gentle (1998, pp. 88-89) chama a atengao para o facto de este
método conduzir a resultados nao necessariamente razoaveis

quando se lida com geradores congruenciais pobres.

De referir também que apesar da independéncia entre as v.a.s
associadas as concretizagoes definidas em (2.17) e (2.18) ha
autores que demonstraram que z; e z» nao so6 assentam numa
espiral como é de questionar a sua independéncia quanto
mais nao seja porque estao associados a dois nimeros pseudo-
aleatorios relacionados recursivamente. Por este motivo tais
autores sugerem que se utilize somente um dos valores gera-

dos para a normal padrao.
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H4 outras possibilidades de geragao de niimeros pseudo-alea-
térios normais. Uma delas é um método do tipo aceitagao/
rejeicao, o método de Polar—Marsaglia que sera descrito na

subseccao seguinte.

Exercicio 2.5 — Prove que, caso U; ~; ;4 Uniforme(0,1),i = 1,2,

se tem
Z1 = +/—2In(Uy) cos(2nUs) ~ Normal(0, 1) (2.19)
Zy = +/—2In(Uy) sin(27Uy) ~ Normal(0,1), (2.20)
com a particularidade de Z; e Z5 serem v.a.s independentes. H

Exercicio 2.6 — Admita que Z ~ Exponencial(l) e que a v.a. dis-
creta S toma valores +1 e —1 com probabilidade 1/2 m qualquer dos

casos.

(a) Prove que a v.a. X = SZ/) possui f.d.p.igual a

f(z) = %e_)‘|x, z € R, (2.21)

i.e., possui distribuicao de Laplace com parametro A (A > 0) (ou
distribuicao Dupla Fzxponencial).

(b) Apos ter definido os passos do algoritmo de geracao de nimeros
pseudo-aleatérios da distribuicao de Laplace, gere 500
observacoes desta distribuicao para A\ = 0.5,1,2 e desenhe os

respectivos histogramas. |
Em Gentle (1998, pp.93-99) pode encontrar-se a descri¢ao de algo-

ritmos para a geracao de numeros pseudo-aleatérios de diversas dis-

tribuicoes continuas:
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e Gama (Gentle (1998, pp. 93-96)) — Recomenda-se o recurso aos
algoritmos de Cheng-Feast (1979), de Best-Ahrens-Dieter (1983)
e de Philippe (1997), respectivamente, na geragdo de nimeros
pseudo-aleatérios das distribuigoes Gama com parametro de forma

maior e menor que 1 ou truncadas a direita.

e Beta (Gentle (1998, p.97)) — Caso ambos os parametros da dis-
tribuicao Beta sejam menores que 1 deve recorrer-se ao algoritmo
de Johnk

e Qui-quadrado (Gentle (1998, pp. 98-99)) — O recurso ao facto
da v.a.do qui-quadrado com n graus de liberdade resultar da
soma de n quadrados de v.a.s i.i.d.normais padrao implica a
geracao de n nimeros pseudo-aleatérios desta distribuicao, pelo

que € mais vantajoso tirar partido do seguinte resultado

X ~x{y e X ~ Gama(n/2,1/2) (2.22)

n)
e recorrer aos algoritmos de geracao de niimeros pseudo-aleatérios

da distribuicao Gama.

e F-snedcor (Gentle (1998, p.99)) — Tira-se partido do facto de

Y T (2.23)

caso X ~ Beta(v1/2,15/2) para gerar numeros pseudo-aleatdrios
da distribui¢ao F,, ,,). Ha ainda a possibilidade de a geragao se
fazer a custa dois nimeros pseudo-aleatorios de distribuicoes do
qui-quadrado ja que

Y

X =4~ Fom) (2.24)

v

v; ?

caso Y; e Ys sejam v.a.s independentes tais que Y; ~ X% T 1 =1, 2.
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e T-student (Gentle (1998, pp.97-98)) — O algoritmo de Bai-
ley para a geracao de numeros pseudo-aleatérios da distribuicao
T — student usa o facto de a v.a. X ~ t,) corresponder a raiz

quadrada da v.a.Y ~ F{y )

e Weibull (Gentle (1998, p.99)) — Neste caso basta recorrer ao

método da transformada inversa.

Exercicio 2.7 — Considere que Y e Z sao v.a.s independentes com

distribui¢oes Gama(a, A) e Gama((, \), respectivamente (c, 5, A > 0).

(a) Mostre que a v.a. X =Y/(Y 4+ Z) possui distribuicao Beta(a, 3),

i.e., a sua f.d.p. ¢ igual a

INCIENG)
I(a)I'(B)

(b) Use este resultado para descrever um método de geracao de ni-

e H1—z) o< <1, (2.25)

meros pseudo-aleatérios da distribuicao Beta(a, ) no caso em

que ambos os parametros sao inteiros maiores que 1.

(c¢) Gere 1000 observacoes da distribuicao Beta(4,5) e desenhe o

respectivo histograma. |

Exercicio 2.8 — A v.a. X diz-se com distribuigdo Logistica(u, o) se

possuir f.d.p. dada por:

flay=—"" o< u<+o0. (2.26)

o (1 + ewgu)

(a) Defina um método para gerar nimeros pseudo-aleatérios da dis-

tribuigdo Logistica(u, o).

(b) Gere 1000 observagoes da distribuigdo Logistica padrao (u =

0,0 = 1) e desenhe o respectivo histograma. |
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Abaixo podem encontrar-se os algoritmos de geracao de numeros

pseudo-aleatérios de algumas distribuicoes discretas:

e Bernoulli (Gentle (1998, p.47)).2 — Para gerar niimeros pseudo-
aleatorios com distribuigdo de Bernoulli(p) basta recorrer ao

método da transformada inversa:

1. Gerar um numero pseudo-aleatério da  distribuicao
Uniforme(0,1).

2. Efectuar a atribuicao

0, se u >
= =P (2.27)
1, se u < p.

A semelhanca do que se verificou na aplicacao do método da
transformada inversa para a distribuicao exponencial opta-se por
poupar uma operacao aritmética ao efectuar-se a atribuicao em

(2.27) ao invés de

O,sel—u<
= =P (2.28)
1,se 1l —u>np.

e Binomial (Gentle (1998, pp.99-100)) — Escusado dizer que,
para gerar um numero pseudo-aleatério da distribuicao
Binomial(n,p), é necessario gerar n numeros pseudo-aleatorios
da distribuicao de Bernoulli(p) e de seguida contabilizar o nu-
meros de sucessos. Assim a geracao compreende os seguintes

passos:

1. Gerar n numeros pseudo-aleatérios independentes wuq, ...,

u,, da distribuigdo Uni forme(0,1).

2Ao que tudo indica o algoritmo em Gentle (1998, p.47) ndo esta correcto.
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2. Efectuar as atribuicoes

0, se u; >
yi = Y (2.29)
1, se u; < p,
parat=1,...,n, e

r = z”:% (2.30)
i=1

Para mais detalhes acerca de outros procedimentos de geracao

consulte-se Gentle (1998, p. 100).

e Poisson (Gentle (1998, p.100)) — Caso o valor esperado da
v.a.de Poisson()\) seja pequeno pode recorrer-se ao método da

transformada inversa para gerar niimeros pseudo-aleatorios.

Pode também recorrer-se ao seguinte algoritmo:

1. Gerar numeros pseudo-aleatérios wuq,us, ... da distribuicao
Uniforme(0, 1).

2. Atribuir o valor

r = inf{m e Ny : i[— In(u;)] < A} (2.31)

1=1

e Geométrica (Gentle (1998, p.101)) — Uma vez que existe ex-
pressao para o quantil de ordem u da distribuigdo Geométrica(p)
o procedimento de geracao de numeros pseudo-aleatérios com-

preende os seguintes passos:

1. Gerar um numero pseudo-aleatério u da distribuicao

Uniforme(0, 1).

2. Efectuar a atribuicao
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r = inf{me R:u< F(m)}

_ mg—:gJ | (2.32)

onde |y| representa a parte inteira do real y.

Escusado sera dizer que pode poupar-se uma operagao se se con-

siderar u ao invés de (1 — u) na Equagao (2.32).

Exercicio 2.9 — Justifique o procedimento descrito para a geracao
de nimeros pseudo-aleatorios da distribuicao de Poisson, recorrendo,
se entender necessario, a um Processo de Poisson com taxa unitaria.
Gere 1500 observagoes da distribuicao de Poisson(10) e desenhe o

respectivo histograma. |

Segue-se a apresentacao dos algorimos de geragao de niimeros pseudo-

aleatérios de duas v.a.s multivariadas:

e Normal multivariada (Gentle (1998, pp.105-106)) — O vec-
tor aleatério X = (Xi,...,Xy) diz-se com distribui¢do normal

d—variada com valor esperado

= (p1, s Ha) (2.33)

e matriz de covariancia nao singular

3 = oijlij=t...a = [cov(X;, Xjlij=1.. 4 (2.34)
— escrevendo-se neste caso

X ~ No(1, %) (2.35)

— caso X possua f.d. conjunta

1 1
r) = ———exp |—=(z —pn) Bz — : 2.36
f(z) et o =) Tz p) (2.36)
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para z € IRY.

Tendo em conta que, caso Z; ~;;q Normal(0,1),i=1,...,d, e
XZTTZ—FH—OHdeZ: (Z1,...,Zy) e T é uma matriz d X d
que verifica T'T =X — se tem

nao surpreende que um algoritmo para gerar um vector pseudo-
aleatério da distribuigao Ng(u, X)) compreenda os seguintes pas-

SOS:

1. Gerar d numeros pseudo-aleatoérios independentes zq, ..., 24
da distribuigado Normal(0,1).
2. Efectuar a atribuicao z = T'z + p.

Gentle (1998, p. 106) refere outros procedimentos de gerar niimeros

pseudo-aleatérios desta distribuicao multivariada.

Multinomial (Gentle (1998, p.106)) — O vector aleatério X =
(X1, ...,Xy) diz-se com distribui¢do multinomial (d —1)—variada
com parametros n e p = (pi,...,pa), onde Zle Xi=nep¢€

{(p1,...,pa) €[0,1]9: 3¢ pi =1} — escrevendo-se neste caso
X ~ Multinomialy_1(n, p) (2.38)
— caso X possua f.p. conjunta igual a

d
n!

P X=2)=—— i 2.39

(X =2z) T i|:|1pz (2.39)

para z € {(n1,...,nq) € {0,1,...,n}%: 2?217% =nl.
Admita-se que X possui distribuicao multinomial com parametros

n e vector de probabilidades p = (p1,...,p4)-
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A leitura de Gentle (1998, p.106) sugere que a geragao de vec-
tores pseudo-aleatérios desta distribuicao passa por tirar-se par-
tido do facto de as distribuigoes marginais serem binomiais de-
pendentes (cov(X;, X;) = —p; p;) e das distribuicoes condicionais

serem iguais a:

X1 ~ Binomial(n,p1) (2.40)

(Xo| Xy = x1) ~ Binomial <n — a1, P2 ) (2.41)

(X3 X1 =21, Xo = 29)

~ Binomial (n — X1 — X9, L) (2.42)
1 —pi—po

(Xa1|Xa =21, .., Xg—o = 24-2)

d—2
. . Pd—1
~ Binomial [ n — E Ty, ————— (2.43)
< 1 - Z?:f pz‘)

1=1
d—1
(Xd|X1 :xla---;Xd—l :xd—l) :n—le (244)
1=1

A geracao faz-se sequencialmente a custa destas distribuicoes
condicionais, tal como descrito no final da Subseccao 2.1.2. E,
por forma a acelerar a geragao destes nimeros pseudo-aleatérios,
recomenda-se que a geracao seja feita sequencialmente por ordem
decrescente das probabilidades de sucesso py, ..., pg, i.€., comecar
pela componente com maior probabilidade de sucesso e terminar

com a componente com a menor delas.

Em Gentle (1998, p.106) sao referidas outras formas de obter

vectores pseudo-aleatdrios desta mesma distribuicao.
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Exercicio 2.10 — Faga um levantamento das rotinas/métodos de
geracao de numeros pseudo-aleatorios de distribuicoes discretas e conti-
nuas dos packages BMDP, Maple, Matlab, Mathematica, NAG, R, SAS,

SPSS, Statistica e outros packages com que esteja familiarizado.

O capitulo 7 de Gentle (1998) faz um apanhado geral sobre os cuida-
dos a ter na geracao de nimeros pseudo-aleatorios (como é o caso do
controlo da semente e do método de geragao).

Este mesmo capitulo acrescenta ainda algumas notas sobre a geracao
de nimeros pseudo-aleatorios com o software S-Plus.

Por seu lado, Morgan (1984, pp. 236—249) faz o mesmo com o software
NAG.

Textos de apoio: Gentle (1998, p.47 e pp.85-106).

2.1.4 Métodos de aceitagao/rejeicao

Os métodos de aceitacdo/rejeicao sao caracterizados por gerarem ni-
meros pseudo-aleatérios de uma v.a. X com f.d.p. f(x) (directa ou
indirectamente) a custa de nimeros pseudo-aleatérios de uma outra
v.a.Y com f.d.p.g(z) similar a de X, ntimeros estes de muito mais
facil geracao que os respeitantes a distribuicao de X.

Descrever-se-ao nesta subseccao dois métodos de aceitagao/ rejeigao.
Método de aceitagao/rejeicao simples — Sejam:

e X uma v.a.que possui f.d.p. f(x) e contradominio limitado e igual
a [a, bl;

e ¢ uma constante que verifique f(x) < ¢,z € [a, b].

A geragao de numeros pseudo-aleatérios da distribuicao de X passa

por:
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1. Gerar um ponto (u, v) no rectangulo de vértices (a, 0), (a, ¢), (b,0)
e (b, c), gerando para o efeito dois nimeros pseudo-aleatérios uy
e uy da distribuicao Uniforme(0,1) e efectuando as atribuigoes
u=a-+ (b—a)u; e v=cus.

2. Caso v < f(u), efectuar a atribuigao x = w; caso contrario, voltar

ao Passo 1. (Esquema...) |

A probabilidade de aceitagao (do nimero pseudo-aleatério v) no
Passo 2 do método de aceitagao/rejeicao simples é igual ao quo-

ciente entre a area sob f(x) e sob o rectangulo acima referido, i.e.,

_
c(b—a)

P(aceitagdo método aceit./rej. simples) = (2.45)

E pois fundamental que se escolha o valor de ¢ o mais pequeno
possivel por forma a maximizar a probabilidade de aceitacao neste

método — a escolha mais razoavel para ¢ é sem sombra de duvida

c= ggg;(bf(x) (2.46)
Exercicio 2.11 — Gere 1000 niimeros pseudo-aleatérios da distribui-

cao Beta(4,5) recorrendo ao método de aceitagao/rejeigdo simples.

(a) Obtenha a probabilidade de aceitacao deste algoritmo.

(b) Compare a velocidade de execugao deste algoritmo com a daquele

que utilizou para resolver a alinea (c) do Exercicio 2.7. |

Importa salientar que o método de aceitagao/rejeigao simples nao pode
ser utilizado quando X possui contradominio nao limitado e que a
probabilidade de rejeicao é consideravel caso a f.d.p.de X seja ponti-
aguda. (Esquema...)

As desvantagens acima referidas nao se colocam em relacao ao método

que se descreve ja de seguida.
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Método de aceitagao/rejeicao geral — Sejam:
e X uma v.a.que possui f.d.p. f(z);

e Y uma v.a.com f.d.p. g(z) e cujos nimeros pseudo-aleatérios sao

mais faceis de gerar;

e Lk uma constante maior que 1 e que verifique f(z) < kg(x), —oo <

T < +00, i.e., kg(x) majora f(x).?

A geracao de numeros pseudo-aleatérios da distribuicao de X passa

por:
1. Gerar um numero pseudo-aleatério y da distribuicao de Y.

2. Gerar um numero pseudo-aleatério w da distribuicao de
Uniforme(0,1).
3. Casou < %, efectuar a atribuicao x = u; caso contrario, voltar

ao Passo 1. |

A probabilidade de aceitagao (do nimero pseudo-aleatério u) no

Passo 3 do método de aceitagao/rejeicao geral é igual a
1

P(aceitacao método aceit. /rej. geral) = = (2.47)

e deve ser maximizada a todo o custo. Assim, uma vez fixa a funcao

g(x), deve escolher-se

L (2.48)

Exercicio 2.12 — Prove que os nimeros pseudo-aleatérios gerados

pelos métodos de aceitagao/rejeicao simples e geral possuem de facto
f.d.p. f(x). H

3k g(z) é o que na literatura angléfona se designa por envelope function.

73



Exercicio 2.13 — O método de aceitagao/rejeigao simples é um caso
particular do método de aceitacao/rejeicao geral. Identifique-o e re-

escreva os passos daquele método. |

Exercicio 2.14 — Considere a geragao de niimeros pseudo-aleatorios
da distribuigao de Normal(0, 1) usando um método de aceitacao/rejei-
cao baseado na f.d.p. logistica

pe "
onde p > 0.

Suponha que 0 < p < v/2 e considere que ¢(x) representa a f.d.p.da
Normal(0,1).

(a) Mostre que ¢(z)/g(z) possui maximo em = = 0.

(b) Descreva um método de geragdo de numeros pseudo-aleatérios
da distribui¢ao de Normal(0, 1) que minimize a probabilidade de

rejeicao. |

Exercicio 2.15 — Admita que se pretende gerar ntmeros pseudo-
aleatdrios da distribuicao de Semi — Normal(1), i.e., da v.a. X com
f.d.p.

&}

2 2
f(x) = \/%e 2 =2¢(x), x > 0. (2.50)

Considere a v.a.Y ~ FEzponencial(l) cuja f.d.p.é igual a g(z) =

e, x> 0.

(a) Mostre que f(x)/g(z) possui méximo em x = 1, identifique tal
valor maximo e determine a probabilidade de aceitacao no Passo

3 do método de aceitagao/rejeicao geral.
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(b) Haveria vantagem em definir este método a custa de uma dis-
tribuicao Exponencial com outros valores do parametro de es-

cala?

(c¢) Use o método de aceitacao/rejeigao geral baseado na distribuigao

de Y para gerar 1000 nimeros pseudo-aleatorios da distribuicao
de X.

(d) Obtenha 1000 ntmeros pseudo-aleatérios da distribuicao

Normal(0,1) a custa dos obtidos na alinea anterior. |

Para a descrigdo de variantes do método de aceitagao/rejeicao geral
bem como da aplicacao do mesmo a geracao de numeros pseudo-

aleatorios referentes a distribuigoes discretas é favor referir-se a Gentle

(1998, pp. 49-55).

Texto de apoio: Gentle (1998, pp. 47-55).
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2.2 Método de Monte Carlo

O método de solugcao numérica de problemas denominado de
método de Monte Carlo baseia-se essencialmente na simulacao de
variaveis aleatérias. Entre tais problemas contam-se a estimacgao

do integral definido simples

0= /b h(z)dx (2.51)

ou do integral definido multiplo

6, = /X h(z)dz = /X h(xi,...,xp)dxy ... dxy, (2.52)

» »
onde A C RP (p > 1).

A génese do método é marcada pela publicacao, em 1949, de um tra-
balho da autoria de Metropolis e Ulam. A existéncia deste método
muito se deve aos esforcos de von Neumann. O seu nome deve-se a
capital do principado do Moénaco, célebre pelo seu casino onde se pode
encontrar um dos dispositivos mecanicos mais simples de geracao de
numeros pseudo-aleatérios, a roleta.

S6 com o advento dos computadores (electronicos) se difundiu ampla-

mente o método de Monte Carlo.

Descrever-se-ao de seguida dois métodos de Monte Carlo, cujo objec-
tivo é a estimagao do integral simples definido em (2.51), facilmente

generalizdveis para o célculo do integral definido multiplo em (2.52).

Texto de apoio: Sobol (1983, p. 7).
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2.2.1 Monte de Carlo hit-or-miss

Recorrer-se-4 a um exemplo bastante simples para motivar o método
de Monte Carlo hit-or-miss para o calculo de uma estimativa de 6.
Suponha-se que se pretende determinar a area de uma figura plana
S, com um aspecto arbitrario e nao necessariamente conexa. Sem
perda de generalidade, admita-se que S estd contida num quadrado
de area unitaria.

Admita-se também que sao gerados n pontos pseudo-aleatérios nesse
quadrado dos quais somente r (r = 0,1,...,n) pertencem a S. Uma
estimativa (intuitivamente) razoavel para a area de S é o quociente
r/n, concretizagao do estimador R/n. A precisao desta estimativa

aumenta, naturalmente, com o valor de n.

Exercicio 2.16 — Qual a distribuicao, valor esperado e variancia do

estimador R/n? |

O algoritmo acima descrito pode ser imediatamente generalizado para
o célculo do integral definido 6 = f; h(z)dz, onde o intervalo [a,b] é

limitado.

Método de Monte Carlo hit-or-miss — Comece-se por considerar
uma constante ¢ que verifique h(z) < ¢,z € [a,b]. A obtencao de uma

estimativa de 6 pressupoe:

1. Gerar n pontos pseudo-aleatérios (uy,v1), .. ., (uy,, v,) no rectangulo
de vértices (a,0), (a,c), (b,0) e (b,c).*

2. Contabilizar o nimero de pontos r abaixo da curva de h(x).

4Relembre-se que a geracio do ponto (u,v) no referido rectangulo passa pela geracio de dois
nimeros pseudo-aleatérios z1 e zo da distribuicao Uni forme(0, 1) e pela efectuagio das atribuigoes

u=a+ (b—a)z e v =cz.
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3. Obter a estimativa de 6

A re(b —a
) o5

Escusado sera referir que o valor r nos passos 2 e 3 do algoritmo nao
passa do valor observado da v.a. R ~ Binomial(n,p = 0/[c(b — a))]).
Este algoritmo ¢ particularmente simples ja que pressupoe a geracao
de pontos pseudo-aleatoérios, seguida de averiguacao do conjunto a que
eles pertencem e do calculo de um quociente.

Este método faz também lembrar o método de aceitagao/rejeicao sim-

ples.

Exercicio 2.17 — Considere a estimacao de 0 = fab h(z)dz.

(a) Identifique a distribui¢ao, o valor esperado e a variancia do esti-
mador da probabilidade de um ponto pseudo-aleatério estar sob

a curva de h(z). Tratar-se-4 de um estimador centrado de 67

(b) Justifique a estimativa para 6, 0 = re(b — a)/n. |

Embora se saiba o resultado do integral mencionado ja a seguir, o
exercicio seguinte servird para ilustrar o método de Monte Carlo hit-
and-miss assim como para calcular o verdadeiro valor da variancia do

estimador de 6.

Exercicio 2.18 — Considere
1
0= / V1 —x%de. (2.54)
0

(a) Elabore o grafico da fungao v/1 — x? no intervalo [0, 1], identifique
a area a que corresponde 6 e o verdadeiro valor desta constante.

(Morgan (1984, p.163).)
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(b) Identifique o estimador de 6, ©, e determine o verdadeiro valor

esperado e a variancia deste estimador.

(c) Estime 6 recorrendo ao método de Monte de Carlo hit-and-miss

gerando para o efeito 500 pontos pseudo-aleatoérios. |

Importa ainda referir que o método de Monte Carlo hit-and-miss nao
pode ser aplicado quando o conjunto [a, b] nao é limitado, ao contrario

do método de Monte Carlo descrito seguidamente.

Textos de apoio: Morgan (1984, p.163) e Sobol (1983, pp. 7-10).

2.2.2 Monte de Carlo ordinario

Quando é possivel factorizar a funcao h(z) do seguinte modo

h(z) = g(z)f(z), (2.55)

b
o = / g(2) () dz
— Elg(x)). (2.56)

Deste modo o problema da avaliagao do integral definido
simples transforma-se num problema de estimacao bastante fami-
liar: a estimagao do valor esperado da v.a. g(X).

Caso se considere que X ~ Uniforme(a,b), tem-se:

flz) = bia,agazga; (2.57)
g(x) = (b—a)h(x),a <z <aq (2.58)
0 = (b—a)E[h(X)]. (2.59)

Uma estimativa razoavel e centrada para 6 é sem sombra de duvida

0=(b— @M (2.60)
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onde x = (z1,...,x,) é uma amostra de numeros pseudo-aleatérios da
distribuicao Uniforme(a,b).

H4 a assinalar uma vantagem ébvia deste método de Monte Carlo neste
caso particular, quando comparado com o método de Monte Carlo hit-
and-miss: naquele método sao necessarios somente n niimeros pseudo-
aleatorios da distribuigao Uni forme(a, b) contra os 2n nimeros pseudo-
aleatérios imprescindiveis na geracao dos n pontos pseudo-aleatorios

do método de Monte Carlo hit-and-miss.

Exercicio 2.19 — Considere a estimagao de § = fab h(z)dz pelo
método de Monte Carlo ordinario da distribuicao X ~ Uni forme(a,b).
Obtenha o valor esperado e a variancia deste estimador de 6. Sera um

estimador centrado de 67 |

Uma vez feita a motivagao do método de Monte Carlo ordinario (crude

Monte Carlo method) é a vez de apresentar o algoritmo.

Método de Monte Carlo ordinario — Considere-se que

0= /b h(z)dx (2.61)

e que se verifica

h(z) = g(z)f(x),z € [a,b], (2.62)

onde f(z) é a f.d.p.da v.a. X definida no intervalo [a, b].
Entao a determinacao de uma estimativa de 6 compreende os seguintes
Passos:

1. Gerar n numeros pseudo-aleatorios xi,...,z, da distribuicao
de X.

2. Efectuar a atribuicao

éord — M (263)
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De notar que no passo 1 do algoritmo x4, ..., z, sao as concretizacoes

das v.a.s X; ~;;q0 X,0=1,...,n.

Exercicio 2.20 — Retome o Exercicio 2.18.

(a) Estime 6 = fol V1 — 22dx recorrendo ao método de Monte de
Carlo ordinario fazendo uso de 2 x 500 ntimeros pseudo-aleatérios
da distribuigdo X ~ Uniforme(0,1).

(b) Determine o verdadeiro valor esperado e a variancia do estimador
de 6 = fol V1 — 22dx associado ao método de Monte Carlo or-

dindrio descrito em (a) e compare-os com os correspondentes va-

lores obtidos na alinea (b) do Exercicio 2.18. |
Exercicio 2.21 — Considere a estimacao do integral definido
+o00 e T
0= / —dx. (2.64)
1 i

(a) Ap6s ter efectuado a transformagao de variavel conveniente recor-
ra ao método de Monte de Carlo ordinario usando 1000 niimeros

pseudo-aleatérios da distribuigao X ~ Exponencial(1).

(b) Compare o valor obtido em (a) com o valor numérico obtido pelo

Mathematica. |

Texto de apoio: Gentle (1998, pp. 131-133) e Morgan (1984, pp. 163—
165).

2.2.3 Técnicas de reducao de variancia de estimadores de

Monte Carlo

Na seccgao anterior ja foram feitas algumas comparacoes e consideracoes

sobre a variancia dos estimadores de Monte Carlo a laia de exercicio.
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Pode adiantar-se, a titulo de exemplo, que os dois estimadores de

b ~ e
0 = [ h(x)dx sdo centrados e possuem variancias iguais a:

e método de Monte Carlo hit-and-miss

V(Opy) = Vk?%@—aﬂ

_ Olc(b — a) — 0] (2.65)

onde n representa o nimero de pontos pseudo-aleatérios (i.e., é

necessaria a geracao de 2n nimeros pseudo-aleatérios);

e método de Monte Carlo ordinario

V(Oua) = V %igm]
_ Vi)
_ EP(X)] - Ple(X)]
_ ﬁ@%@f&ﬂx—m (2.66)

onde n corresponde ao total de nimeros pseudo-aleatorios gera-
dos.

Como em qualquer problema de estimacao deve procurar-se reduzir a
variancia do estimador (que pode passar pelo aumento do valor de n)
e, simultaneamente, preservar outras propriedades do estimador como
ser centrado.

A técnica de reducao de variancia motivada e descrita de seguida

denomina-se de técnica das variaveis antitéticas.

Por forma a motivar este método comece-se por considerar um par

de v.a.s identicamente distribuidas, Y; e Y5, com a particularidade

82



de serem dependentes e terem valor esperado comum e igual a 6 =

¢é estimador de

f;g(x)f(x)dx Neste caso pode concluir-se que #

6 verificando:

E(ll )2>
2
Y1+ Y;
< 12 2)

= V(YD + corr(Y1,Ys)). (2.68)

2

(2.67)

X [V(Y1) + V(Y2) + 2cov(Y1, Y2)]

DO — x|

Ora, pode reduzir-se a variancia deste estimador, caso Y7 e Y5 sejam
escolhidas de tal modo que se correlacionem negativamente. E, com

efeito, tal ocorre caso se considere:
e X uma v.a.com f.d.p. f(z) e f.d. F(z);
o (= fabg(x)f(x)dx, onde g(z) é uma fungdo mondtona;
o U ~ Uniforme(0,1);
o Vi = glF ()] e Ya = g[F(1—U)].
Importa notar que U e 1 — U dizem-se variaveis antitéticas.

Método de Monte Carlo ordindrio (varidveis antitéticas) — Estes
resultados sugerem uma nova versao do método de Monte Carlo or-

dinario para a estimacao de # compreendendo os seguintes passos:

1. Gerar n/2 nimeros pseudo-aleatorios uy, . .., u, /o da distribuicao
U ~ Uniforme(0,1).

2. Efectuar as atribuicoes
yir = glF " (u;)] (2.69)
yir = glF (1 —w), (2.70)
parai=1,...,n/2.
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3. Efectuar a atribuicao

Z”/Q Yi1+Yi2
é - i=1 2
antt n/2

n/2
1
= 0 E (i1 + Yi2)- (2.71)
i=1

|
Esta versao do método possui a vantagem de reduzir para metade a

quantidade de nuimeros pseudo-aleatérios que é necessario gerar.

Exercicio 2.22 — Retome a estimacao de 6 = fol V1 — 22dz, onde
gx)=vV1—a2e f(x)=1,0< 2z <1 (i.e., X ~ Uniforme(0,1)).

(a) Obtenha uma estimativa pontual de € recorrendo ao método de
Monte de Carlo ordinario fazendo uso de 500 nimeros pseudo-
aleatorios da distribuicao U ~ Uniforme(0,1) (i.e., n = 1000) e
de varidveis antitéticas.

(b) Determine o verdadeiro valor da variancia deste novo estimador
de 6 e compare-o com o verdadeiro valor da variancia do esti-
mador de theta baseado no método de Monte Carlo ordinario

com recurso a 1000 numeros pseudo-aleatorios da distribuicao
X ~ Uniforme(0,1). |

Exercicio 2.23 — Repita o Exercicio 2.21 considerando desta feita
o método de Monte de Carlo ordinario que faz uso de 500 ntmeros
pseudo-aleatérios da distribuicao U ~ Uniforme(0,1) e de varidveis
antitéticas.

Compare estes resultados com os obtidos no Exercicio 2.21. |

Exercicio 2.24 — Considere que

1
(9:/ e da. (2.72)
0

84



(a) Estime 6 pelo método de Monte de Carlo hit-and-miss. Recorra
para o efeito a 1000 pontos pseudo-aleatorios da distribuicao
Uniforme(0,1).

(b) Estime 6 pelo método de Monte Carlo ordinario. Use 2000 ntimeros
pseudo-aleatérios da distribuigao Uniforme(0,1).

(c) Obtenha uma estimativa de € usando agora o método de Monte
Carlo ordindrio com recurso a variaveis antitéticas e aos 1000

primeiros nimeros pseudo-aleatdrios obtidos em (b).

(d) Obtenha intervalos de confianga aproximados a 95% para 6 basea-
dos nos métodos utilizados em (a)—(c). Compare as diferentes

estimativas pontuais e intervalares de 6. |

H& outras possibilidades de reducao de variancia: é caso da reducao
da varidncia por condicionamento, que por sinal nao ¢ descrita
em Gentle (1998).

Considere-se que Y = ¢g(X) e que é possivel identificar uma v.a. Z
que permita a definicdo da v.a. F(Y|Z) e retome-se mais uma vez a

estimacao de § = F[g(X)] = E(Y). Entao note-se que
V(Y)=VIEY|Z)]+ EV(Y|Z)] (2.73)
donde se conclui que
VIEY|Z)] < V(Y) (2.74)
0 que sugere que ao invés de se usar a média do valores gerados
yi = g(z;) (i.e. amédia = 3" g(z;) = 2 37" | y;), se recorra a média
dos valores gerados da v.a. E(Y|Z).
Deste modo a estimativa de 6 é igual a

. 1 <&
Ocond = — EY|Z = z). 2.75
==Y B(Y|Z = z) (2.75)

=1
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Exercicio 2.25 — Estime # = E(X) — onde a v.a. X é tal que
e X|Z =2z~ Beta(z,22 +1)
e 7 ~ Poisson(\)

(Morgan (1984, p. 173)) —, com base em 1000 niimeros pseudo-aleaté-
rios e considerando A = 2.5 ao método de Monte Carlo ordinario

usando a técnica de reducao da variancia por condicionamento. |

Podem encontrar-se outras técnicas de reducao de variancia em Gentle

(1998, pp. 135-139) e Morgan (1984, p. 166-180).

Texto de apoio: Gentle (1998, pp. 135-139) e Morgan (1984, pp. 160
180).

2.2.4 Técnicas de reducao de variancia na simulagao do sis-

tema M /M /1

Um sistema M /M /1 é caracterizado por:

e tempos entre chegadas consecutivas i.i.d.com distribuicao
FExponencial(N);
e tempos de servico, também eles i.i.d.com distribuicao comum

FExponencial(p) e independentes dos tempos entre chegadas;

e um unico servidor que atende os clientes por ordem de chegada

(politica First Come First Served).

De notar que o tempo de permanéncia no sistema (waiting time in
system) corresponde ao tempo que decorre desde a chegada do cliente
ao sistema até que ele o abandone, i.e., corresponde ao tempo que o

cliente dispende na fila de espera, aguardando pelo inicio do respectivo
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servico, ao qual é adicionado o tempo que o servidor dispende a servir
esse mesmo cliente.

Apesar de a distribuicao do tempo de permanéncia no sistema ser
conhecida e Fxponencial(p — X),0 > p > A, recorreremos a si-
mulacao para estimar o valor esperado do tempo de permanéncia no
sistema — doravante representado por W) — essencialmente para
ilustrar duas técnicas de reducao da variancia.

Um estimador mais que 6bvio para E[W )] é W = %2?21 I/VZ.(S), a

média dos tempos de permanéncia no sistema de n clientes.

Simulacao de tempos de permanéncia no sistema M/M /1 —
De modo a efectuar a simulacao desta média é essencial considerar as

seguintes v.a.s, onde 5 =1,...,n:

e [, representa o tempo decorrido entre a chegada do (j —1)—ésimo
e do j—ésimo (5 > 2) clientes e I (interarrival time) o instante

de chegada do primeiro cliente;
e S; representa o tempo de servigo do j—ésimo cliente (service
time);
e IV, representa o tempo de permanéncia no sistema (waiting time
in system).
Para além disso ¢ necessario:

1. Gerar n nimeros pseudo-aleatorios independentes i1, ..., %,, refe-

rentes ao tempo entre chegadas consecutivas (logo com distribuicao

Exponencial())).?

2. Gerar n numeros pseudo-aleatorios independentes sy, . . ., s,, dizen-

do respeito aos tempos de servigco com distribuicao Exponencial

5Esta geracao far-se-4, é claro, & custa de n niimeros pseudo-aleatérios independentes w1, . . ., up
da distribuicao Uni forme(0,1).
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(p).°

3. Efectuar a seguinte atribuicao, para j =1,...,n,

si, se w; < i; (cliente imediatamente atendido)

w; = (276)

wj_1 — i + S8, se wj_1 > i; (caso contrario).

Por forma a estimar V' <W deve repetir-se as simulagoes acima,
r vezes e a estimativa de tal variancia mais nao sera que a variancia
da amostra de médias de conjuntos de n tempos de permanéncia

no sistema. |

Simulacao de tempos de permanéncia no sistema M/M/1
(varidveis antitéticas) — A estimativa de V' (W(S)) pode ser reduzida
recorrendo a técnica das variaveis antitéticas que comprendera o seguin-

tes passos:

1. Gerar wq,...,w, tal como se descreve no algoritmo anterior e

muito em particular recorrendo a Equagao (2.76).

2. Gerar wj,...,w; tal como no Passo 1 mas usando os nimeros
pseudo-aleatérios antitéticos de uq,...,u, € vy,...,v,, i.e., 1 —
Uy, ...,1—u,el—wy,...,1—v,. Assim se obtém a média de 2n

tempos de permaneéncia no sistema.

3. Repetir os Passos 1 e 2 até registar /2 amostras de 2n tempos

de permanéncia no sistema. |

Simulagao de tempos de permanéncia no sistema M /M /1 (ter-
ceiro algoritmo) — Ha ainda outra possibilidade de reducao da esti-

mativa de V (W(S)>. Ela passa por:

6 Analogamente, usam-se n nimeros pseudo-aleatérios independentes vy, . . . , v, da distribuicdo

Uniforme(0,1).
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1. Gerar dois nimeros pseudo-aleatérios independentes u; e uy da
distribuicao
Uniforme(0,1).

2. Gerar dois numeros pseudo-aleatorios independentes i e s das dis-
tribuigdes Fxponencial(\) e Exponencial(p) (respectivamente),

efectuando para isso as atribuigoes:

s = — . (2.77)

3. Gerar outros dois niimeros pseudo-aleatorios ¢* e s* das distribui-

coes Exponencial(\) e Exponencial (i), considerando para tal as

atribuigoes:
\ In(us)
= =
)\ Y
¢ = _tnlu) (2.78)
14

Exercicio 2.26 — Considere um sistema M /M /1 com taxa de chega-
das A = 0.6 (chegadas por minuto) e taxa de servico pu = 1 (servigos

por minuto).

(a) Simule tempos de permanéncia neste sistema por forma a estimar
pontual e intervalarmente o tempo esperado de permanéncia no
sistema FE (W(S)), considerando para o efeito n = 200 e r = 100

e uma estimativa da variancia do estimador W ).

Confronte as estimativas pontual e intervalar como o verdadeiro

valor de F/ (W(S)).
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(b) Compare os resultados da alinea (a) com os que obteria se tivesse

recorrido a variaveis antitéticas.

Por forma a que esta comparagdo seja mais rigorosa/razoavel,
procure controlar a semente de modo a usar os mesmos nimeros
pseudo-aleatérios uniformes na geragao dos tempos de permanén-

cia no sistema que terd usado na alinea (a). |

Texto de apoio: Morgan (1984, pp. 173-180).

2.2.5 Integrais miultiplos

O método de Monte Carlo ¢é de longe muito mais relevante no calculo

de um valor aproximado do integral definido miiltiplo

6= [ b (2.79)

Ap

(onde X, C IRP) que no caso de um integral definido unidimensional

0= /h(az)da:. (2.80)

A razao prende-se com a existéncia de variadissimos métodos de in-
tegracao numeérica para a obtencao de valores aproximados de 6 por
vezes superiores ao método de Monte Carlo.

A adaptacao do método de Monte Carlo ordinario com ou sem o uso

de variaveis antitéticas faz-se sem grande dificuldade. Senao veja-se:

e Método de Monte Carlo ordinario — Comece-se por efectuar

a seguinte factorizacao:

h(xy,...,xp) = g(@1, ..., 2p) f(x1,. .., 2p), (2.81)
onde f(x1,...,x,) é af.d.p.do vector aleatério X = (X,..., X))

que toma valores exclusivamente em &),. Neste contexto

0, = Elg(X1, ..., X,)] (2.82)

90



pelo que deve gerar-se n vectores pseudo-aleatérios z, . . ., z,, com

a densidade conjunta comum f(zi,...,z,) e de seguida calcular
amédia 0, = 230 g(a,). |

e Método de Monte Carlo ordinario (varidveis antitéticas)
— Este método s6 deve ser usado quando o vector aleatoério é

constituido por p v.a.s independentes X; com f.d. Fj(x;).

Nesta situacao deve considerar-se o par de v.a.s dependentes

Vi = gl U, F(U) (2.8
Y, = glFf'A=U),....F, (1 -U,)] (2.84)
onde U; ~jiq Uniforme(0,1),1=1,...,p. |

2.2.6 Meétodo de Monte Carlo em inferéncia estatistica

Em Inferéncia Estatistica, é frequente assumir que se conhece a
distribuicao de uma estatistica de teste ou de um estimador.
Esta situacao é de um modo geral irrealista pois a validade desse
resultado distribuicional pressupoe por sua vez a validade de
hip6teses de trabalho demasiado rigorosas e geralmente inade-
quadas aos dados de que se dispoe.
Basta pensar no que acontece a distribuicao exacta e muito espe-
cialmente na poténcia do teste que faz uso da estatistica de teste
T — X — o
S/vn

quando se pretende confrontar as hipoteses Hy : u = o e Hy : pu # g

(2.85)

— e nao se estd a lidar com uma populacao X normalmente distribuida
mas sim uma normal contaminada por observagoes discordantes (ou

se estd na presenga de uma estrutura de dependéncia, etc.).
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A resposta analitica para a questao anterior e outras quantas similares
nao ¢ trivial.
A resposta numérica para a questao encontra-se na simulacao
dessa estatistica, i.e., em estudos de Monte Carlo.
Estes estudos de simulagao devem ser encarados com auténticas
experiéncias que requerem um planeamento cuidado e, no caso
da estimacdo da poténcia da estatistica de teste (2.85) passam por
decidir:

e as distribuigoes da populagao X (e.g. Normal(0,1), Normal(0,1)

com ¢% de observagoes discordantes, C'auchy(0,1));

e as dimensoes das amostras n (e.g. n = 20,200, 2000);

e os niveis de significancia do teste (e.g. a = 0.01,0.05);

e 0s numeros de replicagoes (e.g. » = 1000, 10000);

e os valores de p (e.g. u = po+4{0,2(0.1)}); ete.
Posto isto deve calcular-se o valor da poténcia do teste (e.g.a percen-
tagem de rejei¢oes da hipétese nula) para cada combinagao dos factores
acima e organizar-se os resultados de preferéncia graficamente por

forma a permitir uma andlise mais cuidada dos mesmos.

Para outro exemplo de um estudo de simulacao Monte Carlo no con-
texto da regressdo linear simples é favor referir-se a Gentle (1998,
pp. 180-190).

O problema da estimacao de quantis e outras medidas de importancia
crucial na caracterizacao do comportamento probabilistico de estatisti-
cas de teste e estimadores serd aprofundado posteriormente aquando
do estudo dos Métodos de Bootstrap no Mddulo 2 desta disci-

plina.
Texto de apoio: Gentle (1998, pp. 177-190).
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