Algebra Linear

Licenciaturas: Eng. Bioldgica, Eng. Ambiente, Eng. Quimica, Quimica
1° ano — 2005/06

Resolucdes/Solucdes da 10 lista de exercicios

Problema 1. Diga, justificando, quais das seguintes fungoes sao transformacoes
lineares.

a) T:R?* — R? tal que T'(zy,x2) = (z1 + 72,371 — T2)

b) T :R? — R? tal que T(xy,12) = (1 + 29,321 — 1).

C) T R3 — R2 tal que T(l’l, Ta, [L’g) = (2.’131 — X9 + T3, Ty — 4$3)

d) T:R?® — R3 tal que T(x1, 22, 73) = (11 — Tow3, 373, 11 — 473).

e) T:R>— R? tal que T(xq, 22, 23) = (21 + 913, 573).

f) T:R?* — R3 tal que T(xy,19) = (x1 — T2, 3T2, T1 + 512).
Resolucgao:

a) T : R? — R? ¢ linear se para quaisquer z,y € R? e quaisquer escalares
a, € R se tem
T(az + By) = oT(x) + BT (y).

Entao, considerando = = (x1,%2) e y = (y1, y2) tem-se

T(ox + By) = T((aw1 + By1, axs + By2))
= ((ax1 + By1 + axz + Bya, 3(axy + By1) — axy — Bya)
= (ax1 + ary, 3ax; — axz) + (Byr + Bya, 3Byr — Bys)
= oT(x1,22) + BT (y1,y2) = «T(x) + BT (y).

Ou seja T' € linear.

b) T nao é linear uma vez que 7°(0,0) = (1,—1) # (0,0).

c) T é linear (verifique por exemplo, usando a defini¢ao tal como em a)).

d) T nao é linear ja que, por exemplo, para x = (0,1,0) e @ € R nao se tem
T((0,,0) = aT(0,1,0) mas sim

T((0,,0)) = (0,302 0) = *(0,3,0) = *T(0, 1,0)

e) T nao é linear. Encontre, por exemplo, um vector x € R? tal que T'(ax) #
aT'(x).
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f) T é linear. Faca a prova usando a definicao (tal como na alinea a)) ou
verifique que pode escrever T na forma T'(x) = Az, onde A é a matriz

1 -1

0 3

1 5

Problema 2. Considere os vectores vy, vy e v3 do espaco linear W, e T : W — R?
a transformagao linear dada por T'(v1) = (1,—1,2), T(ve) = (0,3,2), T(v3) =
(—3,1,2). Determine 7'(3v; — vy + 10v3).

Resolucao: Como T é linear entao
T<3U1 — Vg + 10’03) = 3T(U1) — T(’UQ) + 10T(U3)

Da igualdade anterior e das expressoes para T'(vy),T(v,) e T'(v3) dadas no enun-
ciado, temos T'(3v; — vy + 10v3) = (—27,4, 24).

Problema 5. Defina cada uma das transformacoes lineares T' seguintes na forma
T(X) = AX, onde A é uma matriz. Use a matriz A para obter as imagens por
T do triangulo I de vértices (—1,2),(0,0) e (1,1), onde T" ¢ :

a) A reflexdo em relacdo ao eixo dos zz ;

b) A reflexdo em relagao a recta y = x;

¢) A projecgao ortogonal sobre a recta y = —zx.

d) A rotagao em torno da origem no sentido contrario aos ponteiros do relégio
(sentido positivo) por um angulo de /2.

Resolucao: Para determinarmos a matriz que representa 1" na base candnica
basta-nos conhecer as imagens por T' dos vectores da base canénica e; = (1,0) e
€o = (07 ].)

b) Como T'(1,0) = (0,1) e T(0,1) = (1,0) entdo A = [

0 1 =
1 0]. Logo, o triangulo

é transformado no triangulo de vértices:

] =1 AB=b] 2Bl =

c¢) A recta y = —z é gerada, por exemplo, pelo vector (1, —1), entao:
T(L 0) = proj(l,—l)(lv O) = %(17 _1) € T<O7 1) = proj(l,—l)(oa 1) = %1(17 _1)
Logo A = % [_11 _11} A imagem do triangulo vai ser o segmento de recta

de extremos (0,0) e 3(—3,3)

Problema 7.Seja v; = (1,3), v = (—=1,4), e A = [ _; 5

representa a transformagao 7' : R? — R? em relagao a base ordenada B = (vy, v3).

} a matriz que
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a) Encontre as coordenadas de T'(v1) e de T'(vy) na base B.
b) Encontre as coordenadas de T'(v1) e de T'(v5) na base canénica de R2.
c) Encontre a matriz que representa 7' nas bases canénicas de R?, e encontre

uma férmula para T'(z1, x2).
d) Use a férmula obtida em c) para calcular T'(1,1).

Resolucgao:

a) A matriz dada tem nas colunas (7'(v1)) 5z € (T'(v2)) g, ou seja as coordenadas
na base B de T'(v1) e T'(v2). Logo

(Tw))g = (L2 (T())g = (3,55
b) Da alinea anterior temos

(T(n))g=(1,=2)p <= T(v1) = v1 — 20y = (3, —5)
(T(Ul))B = (3, 5)3 < T(’UQ) = 3v1 + dvy = (-2, 29)

¢) A matriz M (T, BC, BC) é a matriz que tem nas colunas (7°((1,0)))p €
(7'((0, 1)) g
Como T € linear entao

T((1,0)+3(0,1)) = T'((1,0)) + 3T ((0,1)) = (3, =5)

=T (—(1,0) +4(0,1)) = =T ((1,0)) + 47 ((0,1)) = (-2, 29)

T(vn)=T((1,3)) =
T(v) =T ((=1,4))

Resolvendo o sistema anterior para 7' ((1,0)) e 7' ((0,1)) obtemos

1 24 18 —107
T((0,1) = (=, — T((1,0) =(—, —
(0.1)= (%) e T((L0)=(=,—)
Logo " )
i 7
(T, BC, BO)
—107 24
7 7
€
18 1 T
7 7 1 181’14‘(132 —1O7x1+24x2
T(Ilva): = 7 ) 7
—107 24
A A R

d) Pela alinea anterior temos 7(1,1) = (2, =2).

Problema 8. Considere, no espago linear R?, a base candénica BC' = (e, €9, €3),

e a base ordenada B = ((—1,1,1),(—1,—1,1),(0,0,1)).

a) Determine a matriz F' que realiza a mudanga de base de BC' para B, isto é
tal que xg = Frpc.
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b) Dado um vector u = zye1 + xoes + x3es, isto é, de coordenadas (z1, xg, x3)

na base BC, determine as suas coordenadas (y, ¥z, y3) na base B.

c¢) Considere a transformacao linear T': R? — R?, cuja representa¢ao matricial

2 -4 —4
na base canénicaé | 0 5 1 |. Determine a matriz que representa T’
0O 1 5
na base B.
Resolugao:

a) A matriz F' tem nas colunas (e1)s, (e2)s € (e3)s. Como

€1 = (17070):a(_1a171)+5(_1a_1a1>+7(070a1):(_a_ﬁaa_ﬁ7a+ﬂ+7)
—1 —1
<:>05:77ﬁ:777:1

1
622(0,1,0):(—a—ﬂ,a—ﬁ,a+ﬂ+7)<:>a:5,627,7:0

63:(0,0,1)(—a—ﬁ,a—ﬁ,a+ﬁ+7)<:>oz:0,ﬁ:0,7:1

Ou seja (e1)s = (55, 55, Vs, (e2)5 = (3,5, 0)5 e (e3)5 = (0,0, 1)5, logo

Como a matriz F' da alinea anterior é a matriz de mudanca da base BC'
para a base B entao

—1 1 T2—T1

% 2 2 O ™ e

I = 2 _ —I2—x1

21 =|7 7 U |® =|7%
Y3 B 1 0 1 T3 BC T+ T3 B

Sendo M a matriz que representa a transformacao linear na base canoénica
e A a matriz que representa a mesma transformacao linear na base B entao
estas duas matrizes estao relacionadas através da matriz F' de mudanca de
base, por:

o2 02 -4 —4][-1 -1 0
AF =FM < A=FMF'= |3 S 0/ |0 5 1 1 -10
1 0 1jj0 1 5|1 1 1

Problema 9. Seja V' o espago linear real das matrizes reais 2 x 2, de entradas
a;j, satisfazendo ai; + az = 0 e ajp + az; = 0. Considere as seguintes matrizes

de V:

o= (s 3] o[ 2]
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a) Mostre que H e J sdo linearmente independentes. Determine a dimensao e
indique uma base para V.
b) Dada a transformacao linear 7 : V' — V definida por

T(H)=J, T(J)=—-H ,

determine a matriz que representa 7' em relacao a uma base que contenha
Hel.
c¢) Determine a dimensao do nicleo de T', e diga (justificando) se T" é invertivel.

Resolucgao:

a) Usemos a defini¢ao de vectores linearmente independentes:

1 0 0 1 a p 00
envss=ay 2o 24]-[5 2)-[42]
<~ a=0=0

b) Note que V = { [_ab _b } s a,be R}. Ou seja V = L{H, J}. Logo uma
base para B é dada por {H, J}.

c) Considere-se a base ordenada B = (H, J) de V. Entao a matriz que repre-
senta T na base B do espaco de partida e na base B do espaco de chegada
é

M(T, B, B) = [(T(H))s(T(J))s]

ComoT(H)=JeT(J)=—Hentao (T'(H))p = (0,1)e(T(J))p = (—1,0).
Logo

M(T,B,B) = B _01] .

d) O nucleo de T pode determinar-se através do nucleo de M = M(T, B, B)
e o nucleo de M é dado por N(M) = {(0,0)}, ou seja N(T') = { {8 8] }
Uma condicao necessaria e suficiente para que uma transformacao linear
seja invertivel é que o seu nicleo seja constituido s6 pelo vector zero. Logo
neste caso 1" ¢ invertivel.

Problema 11.Seja T : R? — R? a transformacao linear definida por
T(l‘l,xg) = (41’1 — ZZEQ, 21‘1 — ZL’Q).

a) Determine o ntcleo e a imagem da transformacao linear.
b) Indique um vector de R? que nio esteja na imagem da transformacao.
c¢) Verifique o teorema da dimensao.

Resolucgao:
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a) A transformacao linear pode ser escrita na forma:

e = [3 2 [2] 7]

Logo, determinar o nicleo e a imagem de T é determinar, respectivamente,
o nucleo da matriz A e o espago das colunas de A. Assim, o ntcleo é dado
por

N(T) = {(21,22) € R* : 221 = 2}

e, notando que as colunas de A sao multiplas, a imagem de T é:
In(T) = L ({(4.2)}) = {(z.y) € B : 1 =29}

b) Qualquer vector (z,y) € R? que nao verifique z = 2y nao pertence ao
conjunto imagem de T', por exemplo (1, 3).
¢) A dimensdo do ntcleo de T é 1 bem como da imagem de 7', logo

dim N(T) 4 dim Im(7") = dim R?.
Problema 12. Seja My, 0 espaco das matrizes 2 x 2. Seja T : Mays — Moyo
a aplicagao T'(A) = A + A"

a) Mostre que T é uma transformagao linear.
b) Determine a matriz K que representa T' em relagdo a base ordenada

= (o o] o of 10 3]

¢) Determine bases para o niicleo e para a imagem de 7.
d) Diga, justificando, se T' é injectiva ou sobrejectiva.

e) Sendo M = [; 3] determine T~1(M).

Observagao: Dada uma funcao f : A — B e b € B, define-se a imagem
completa inversa de b como sendo f~'(b) = {a € A : f(a) = b}. Note que o
conjunto f~1(b) estd definido mesmo que nao exista a fungdo inversa de f.
Resolucgao:

a) Mostrar que T ¢ linear é provar que T'(aA + GB) = aT'(A) + pT(B) para
quaisquer « e (3 escalares e quaisquer A, B € Myys.

T(aA+BB) = aA+BB+(aA+BB) = aA+aA'+BB+3B" = oT(A)+8T(B).
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b) Designe-se os elementos da base By por By = (FEi, Es, F3, Ey). Entao a
matriz K = M (T, By, B2) tem nas colunas

(T(El))32> (T(E2>>B27 <T<E3))327 (T(E4>>32

Como

T(El) = E1 + Ef — 2E1 > (T(El))32 - (2,0,0,0)

0 1
10

0 1
10

T(E,) = E;+ E, =2E, = (T(E4))s, = (0,0,0,2)

T(EQ) - E2 + Eé - |: :| - E2 —|— E3 — (T(Eg))32 - (0, 1, 1,0)

T(Ey) = By + B, — [ ] — Byt By — (T(E))s = (0.1,1,0)

2000
- 01 10
Entao K = 011 ol
0 00 2
¢) O nicleo da matriz K é dado por N(K) = {(0,y, —y,0) : y € R} e 0 espago

das colunas de K por EC(K) = {(z,y,y,2) : z,y,z € R}.

Logo uma base para N(K) é dada por {(0,1,—1,0)} e para EC(K) por
{(1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1)}.

Escrevendo os elementos destes conjuntos na base By, temos

s [, 1]
ety ={[o o) [ o] [o 1}

d) T nao é injectiva ja que o seu nicleo nao é constituido s6 pela matriz nula,
nem é sobrejectiva ja que a dimensao do contradominio de 7' é 3 e portanto
diferente de 4.

. . bl .
e) Pretende-se o conjunto das matrizes X = {CCL d] tais que

o[, 51 3

ouseja: a=d=1eb=2—c. Assim

Tl(M):{E 210} : CER}.

Problema 13. Indique o valor légico das seguintes proposigoes:
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) Existem transformagoes lineares injectivas de R® para R3.

) Existem transformagoes lineares sobrejectivas de R® para R3.
c¢) Existem transformacoes lineares injectivas de R? para R®.

) Existem transformagoes lineares sobrejectivas de R? para R®.

) Existem transformacoes lineares injectivas do espago dos polinémios de grau
menor ou igual a 3 para o espago das matrizes 2 x 2.

f) Existem transformacoes lineares sobrejectivas do espago dos polindmios de

grau menor ou igual a 3 para o espaco das matrizes 2 x 2.

g) Qualquer transformacdo linear injectiva de R* para R* é sobrejectiva.
h) Qualquer transformacao linear injectiva de R* para R é sobrejectiva.

i) Existe uma transformagao linear bijectiva do espago dos polinémios de grau
menor ou igual a 3 para o das matrizes 2 x 2.

Solugao: Proposigoes verdadeiras: b), ¢), e), ), g), 1).



