Algebras sobre assinaturas e modelos de especificacoes
algébricas (I)

1. Considere a especificacao algébrica nat = (X, X,I") onde

e £ ={nat}
z — nat
s:nat — nat
som : nat nat — nat
mult : nat nat — nat
o Xpat ={n,m,ny,my,...}
e Axiomas
— som(n,z) =n
— som(n,s(m)) = s(som(n,m))
— mult(n,z) =z
— mult(n, s(m)) = som(n, mult(n,m))

(a) Verifique se ¢ modelo de nat a dlgebra A = (JA],—4) tal que

[Alnat={0}*
zp =€
sa=Mw.(0,a1,...,ay) (sendo w = (ay,...,an))

S0M 4 = Aw1wa.Wiwo
mult 4 = dwiws.€.

(b) Verifique se é modelo de nat a élgebra B = (|B|,—p ) tal que

|B|nat: {0, 1}
ZB = 0
S = Ax.1

somp = Aajag.max(ai,as)
multy = Aajaz.a; X ag.

(¢) Verifique se é modelo de nat a élgebra C = (|C|,—¢) tal que

|C‘nat: WO
zc=0
sc=Ar.x+1

some = Aajaz.a1 + ag
multo = Aajas.a; X as.

(d) Existe algum homomorfismo h: B — C?

(e) Verifique se as élgebras B e C' anteriores sao:
(i) dlgebras geradas por X;
(ii) algebras tipicas para () na classe dos modelos de nat;
(iii) iniciais na categoria dos modelos de nat.



2. Considere a especificagao algébrica pilhanat = (X, X,T") onde

e FE = {nat,pilha}

z :— nat

nova :— pilha

s: nat — nat

sb : nat pilha — pilha

rt : pilha — pilha
L nat:{namanlamla--'}eXpilha:{papla--'}
e Axiomas

— rt(nova) = nova
— rt(sb(n,p)) =p

(a) Verifique se é modelo de pilhanat a algebra A = (|A],—4) tal que
|A’nat: ]ZVO € ‘A|pilha: Wé

z24=0

novay = ()

sg=x+1

sby = Aaxw.(z,aq,...,a,) (sendo w = (ay,...,an))
rty = dw.(wsew =) e {ay...,ay) se w= " (a,ay,...,an)).

(b) Verifique se é modelo de pilhanat a dlgebra B = (|B|,—p ) tal que
|B|nat: INg e |B|pilha: INg

§B:0
novag =0
sp=XMx.x+1
sbp = r.x+1

rty =Mr.(0sexz=0ex—1sex>0).
(c) Existe algum homomorfismo h: B — A?
(d) Verifique se as élgebras A e B anteriores sao:
(i) dlgebras geradas por X;
(ii) algebras tipicas para () na classe dos modelos de pilhanat;
(iii) iniciais na categoria dos modelos de pilhanat.



3. Considere a especificagao algébrica spec = (X, X, T') onde

e FE = {nat,bool}
t :— bool
f :— bool
z :— nat
s :nat — nat
add : natnat — nat
dbl : nat — nat
sqr : nat — nat
even : nat — bool

o Xpat = {n,m,ny,my,...} € Xpoot = {b,b1,...}
e Axiomas

— add(z,n) =n

— add(s(n),m) = s(add(n,m))

— dbl(n) = add(n,n)

— sqr(z) =z

— sqr(s(n)) = s(add(sqr(n),dbl(n)))

— even(dbl(n)) =t

— even(s(dbl(n))) = f

(a) Construa um modelo A = (|A|,—4) de spec tal que
|A’nat: {07 1} € |A‘baol: {O) 1}
z24=0
sg=Xxl—-z
ta e fa s@o distintos.
(b) Construa um modelo B = (|B|,-p) de spec tal que
|Blnat= INg € |Blpooi= {true, false}
zp=0
sg=Ar.x+1
tp e fp sao distintos.
(c) Verifique se as algebras A e B anteriores sao:
(i) dlgebras geradas por X;
(ii) dlgebras tipicas para () na classe dos modelos de spec;
(iii) iniciais na categoria dos modelos de spec.



4. Considere a especificagao algébrica spec = (X, X, T') onde

e FE = {nat,bit,bin}
0:— bit
1:— bit
z :— nat
s :nat — nat
dbl : nat — nat
2up : nat — nat
+ : natnat — nat
null :— bin
app : bin bit — bin
cod : bin — nat

o Xpat = {n,m,ni,mu,...}, Xpip = {b,b1,...} e Xpinn = {0, 11, ...}
e Axiomas

— +(n,z)=n

— +(n,s(m)) = s(+(n,m))

— dbl(n) = +(n,n)

— 2up(z) = s(z)

— 2up(s(n)) = dbl(2up(n))

— cod(null) = z

— cod(app(l,0)) = dbl(cod(l))

— cod(app(l,1)) = s(dbl(cod(l)))

(a) Construa um modelo A = (JA|,—4) de spec tal que
|A|nat: Ny, ’A|bit: {07 1} € |A|bzn: {07 1}*

z24=0

sp=Ar.x+1

+4=Aryxr+y

04=0

1y=1

app , = Awz.(a,...,an, ) (sendo w = (a,ay,...,an)).

(b) Verifique se a algebra A anterior é:
(i) dlgebra gerada por X;
(ii) algebra tipica para () na classe dos modelos de spec;
(iii) inicial na categoria dos modelos de spec.



5. Seja (3, X) uma assinatura com varigveis.

(a) Seja A uma algebra sobre ¥. Mostre que para todo o termo fechado
t se tem que [t]4? = [[t]]AP/ quaisquer que sejam as atribuicoes p, p’ :
X — A

(b) Sendo AT (X, X) a dlgebra dos termos, mostre que para todo o termo

fechado t se tem que
[[t]]AT(E,X) — ¢

(note que, tendo em conta a alinea anterior, para simplificar a notacao
se omitiu em [t]AT*X) a referéncia & atribuicio)

6. Seja (X, X) uma assinatura com varidveis com X = (E, F)).

(a) Para cada algebra A sobre ¥, mostre que a familia h = {hc}ecp,
onde para cada e € E

he ;| AT (Z) |e—| Ale
¢é a funcao tal que
he(t) = [[t]]A
para cada t €| AT (X) |¢, constitui um homomorfismo h : AT(X) — A.

(b) Mostre que o homomorfismo h definido na alinea anterior é o uinico
homomorfismo de AT(X) para A.

7. Sejam spec = (X, X, ') uma especificagio algébrica, A e A’ dlgebras sobre
Yeh:A— A um homomorfismo.
(a) Mostre que sendo t1,ty € T(X)e, se A lFt; =ty entdo A’ IFt; = to.

(b) Mostre que sendo ty,ty € T(3, X),, se AlFt; =ty entao A" I t) = to
desde que h seja um homomorfismo sobrejectivo.



