
Álgebras sobre assinaturas e modelos de especificações
algébricas (I)

1. Considere a especificação algébrica nat = 〈Σ, X,Γ〉 onde

• E = {nat}
z :→ nat
s : nat→ nat
som : nat nat→ nat
mult : nat nat→ nat

• Xnat = {n,m, n1,m1, . . .}
• Axiomas

– som(n, z) = n

– som(n, s(m)) = s(som(n,m))
– mult(n, z) = z

– mult(n, s(m)) = som(n,mult(n,m))

(a) Verifique se é modelo de nat a álgebra A = 〈|A|,–A 〉 tal que

|A|nat= {0}∗
zA = ε
sA = λω.〈0, a1, . . . , an〉 (sendo ω = 〈a1, . . . , an〉)
somA = λω1ω2.ω1ω2

multA = λω1ω2.ε.

(b) Verifique se é modelo de nat a álgebra B = 〈|B|,–B 〉 tal que

|B|nat= {0, 1}
zB = 0
sB = λx.1
somB = λa1a2.max(a1, a2)
multB = λa1a2.a1 × a2.

(c) Verifique se é modelo de nat a álgebra C = 〈|C|,–C 〉 tal que

|C|nat= IN0

zC = 0
sC = λx.x+ 1
somC = λa1a2.a1 + a2

multC = λa1a2.a1 × a2.

(d) Existe algum homomorfismo h : B → C?

(e) Verifique se as álgebras B e C anteriores são:
(i) álgebras geradas por Σ;
(ii) álgebras t́ıpicas para ∅ na classe dos modelos de nat;
(iii) iniciais na categoria dos modelos de nat.
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2. Considere a especificação algébrica pilhanat = 〈Σ, X,Γ〉 onde

• E = {nat, pilha}
z :→ nat
nova :→ pilha
s : nat→ nat
sb : nat pilha→ pilha
rt : pilha→ pilha

• Xnat = {n,m, n1,m1, . . .} e Xpilha = {p, p1, . . .}
• Axiomas

– rt(nova) = nova

– rt(sb(n, p)) = p

(a) Verifique se é modelo de pilhanat a álgebra A = 〈|A|,–A 〉 tal que

|A|nat= IN0 e |A|pilha= IN∗0
zA = 0
novaA = 〈〉
sA = λx.x+ 1
sbA = λxω.〈x, a1, . . . , an〉 (sendo ω = 〈a1, . . . , an〉)
rtA = λω.(ω se ω = 〈〉 e 〈a1, . . . , an〉 se ω = 〈a, a1, . . . , an〉).

(b) Verifique se é modelo de pilhanat a álgebra B = 〈|B|,–B 〉 tal que

|B|nat= IN0 e |B|pilha= IN0

zB = 0
novaB = 0
sB = λx.x+ 1
sbB = λx.x+ 1
rtA = λx.(0 se x = 0 e x− 1 se x > 0).

(c) Existe algum homomorfismo h : B → A?

(d) Verifique se as álgebras A e B anteriores são:
(i) álgebras geradas por Σ;
(ii) álgebras t́ıpicas para ∅ na classe dos modelos de pilhanat;
(iii) iniciais na categoria dos modelos de pilhanat.
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3. Considere a especificação algébrica spec = 〈Σ, X,Γ〉 onde

• E = {nat, bool}
t :→ bool
f :→ bool
z :→ nat
s : nat→ nat
add : natnat→ nat
dbl : nat→ nat
sqr : nat→ nat
even : nat→ bool

• Xnat = {n,m, n1,m1, . . .} e Xbool = {b, b1, . . .}
• Axiomas

– add(z, n) = n

– add(s(n),m) = s(add(n,m))
– dbl(n) = add(n, n)
– sqr(z) = z

– sqr(s(n)) = s(add(sqr(n), dbl(n)))
– even(dbl(n)) = t

– even(s(dbl(n))) = f

(a) Construa um modelo A = 〈|A|,–A 〉 de spec tal que

|A|nat= {0, 1} e |A|bool= {0, 1}
zA = 0
sA = λx.1− x
tA e fA são distintos.

(b) Construa um modelo B = 〈|B|,–B 〉 de spec tal que

|B|nat= IN0 e |B|bool= {true, false}
zB = 0
sB = λx.x+ 1
tB e fB são distintos.

(c) Verifique se as álgebras A e B anteriores são:
(i) álgebras geradas por Σ;
(ii) álgebras t́ıpicas para ∅ na classe dos modelos de spec;
(iii) iniciais na categoria dos modelos de spec.
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4. Considere a especificação algébrica spec = 〈Σ, X,Γ〉 onde

• E = {nat, bit, bin}
0 :→ bit
1 :→ bit
z :→ nat
s : nat→ nat
dbl : nat→ nat
2up : nat→ nat
+ : natnat→ nat
null :→ bin
app : bin bit→ bin
cod : bin→ nat

• Xnat = {n,m, n1,m1, . . .}, Xbit = {b, b1, . . .} e Xbin = {l, l1, . . .}
• Axiomas

– +(n, z) = n

– +(n, s(m)) = s(+(n,m))
– dbl(n) = +(n, n)
– 2up(z) = s(z)
– 2up(s(n)) = dbl(2up(n))
– cod(null) = z

– cod(app(l, 0)) = dbl(cod(l))
– cod(app(l, 1)) = s(dbl(cod(l)))

(a) Construa um modelo A = 〈|A|,–A 〉 de spec tal que

|A|nat= IN0, |A|bit= {0, 1} e |A|bin= {0, 1}∗
zA = 0
sA = λx.x+ 1
+A = λxy.x+ y
0A = 0
1A = 1
app

A
= λωx.〈a1, . . . , an, x〉 (sendo ω = 〈a, a1, . . . , an〉).

(b) Verifique se a álgebra A anterior é:
(i) álgebra gerada por Σ;
(ii) álgebra t́ıpica para ∅ na classe dos modelos de spec;
(iii) inicial na categoria dos modelos de spec.
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5. Seja 〈Σ, X〉 uma assinatura com variáveis.

(a) Seja A uma álgebra sobre Σ. Mostre que para todo o termo fechado
t se tem que [[t]]Aρ = [[t]]Aρ

′
quaisquer que sejam as atribuições ρ, ρ′ :

X → A.

(b) Sendo AT (Σ, X) a álgebra dos termos, mostre que para todo o termo
fechado t se tem que

[[t]]AT (Σ,X) = t.

(note que, tendo em conta a aĺınea anterior, para simplificar a notação
se omitiu em [[t]]AT (Σ,X) a referência à atribuição)

6. Seja 〈Σ, X〉 uma assinatura com variáveis com Σ = 〈E,F 〉.
(a) Para cada álgebra A sobre Σ, mostre que a famı́lia h = {he}e∈E ,

onde para cada e ∈ E

he :|AT (Σ) |e→|A |e
é a função tal que

he(t) = [[t]]A

para cada t ∈|AT (Σ) |e, constitui um homomorfismo h : AT (Σ)→ A.

(b) Mostre que o homomorfismo h definido na aĺınea anterior é o único
homomorfismo de AT (Σ) para A.

7. Sejam spec = 〈Σ, X,Γ〉 uma especificação algébrica, A e A′ álgebras sobre
Σ e h : A→ A′ um homomorfismo.

(a) Mostre que sendo t1, t2 ∈ T (Σ)e, se A ° t1 = t2 então A′ ° t1 = t2.

(b) Mostre que sendo t1, t2 ∈ T (Σ, X)e, se A ° t1 = t2 então A′ ° t1 = t2
desde que h seja um homomorfismo sobrejectivo.

5


