Algebras sobre assinaturas e modelos de especificacoes
algébricas (II)

Nocoes gerais sobre implementagoes apropriadas

1. Indique trés modos distintos de mostrar que uma &lgebra sobre X é
uma implementagao apropriada de uma especificacao algébrica spec =
(2, X,T).

2. Seja spec = (3, X,I') uma especificacao algébrica onde ¥ = (E,F).
Mostre que se A e A’ sdo duas implementacoes apropriadas de spec entao
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quaisquer que sejam t1,t2 € T(X, X),, e € E.

3. Seja spec = (X, X, I') uma especificagao algébrica onde ¥ = (E, F'). Seja
A uma implementacéo apropriada de spec.

(a) Diga, justificando adequadamente, se é verdadeira ou falsa a seguinte
afirmagao:
“ Quaisquer que sejam t1,t9 € T(X,X)c e e € F,
r l_CE‘q tl = t2 sse A IF tl = tz.”
(b) Alguma das implicacoes na afirmagao da alinea a) é verdadeira?

(¢) E possivel, de modo nao trivial, alterar as condi¢oes da afirmagao da
alinea a) por forma a que resulte verdadeira?

4. Seja spec = (X, X,I') uma especificagao algébrica onde ¥ = (E, F). Seja
= {zi}eeE a congruéncia em AT (X, X) tal que t; sz@ ty se I' Fopy
t1 = to.

(a) Mostre que AT(X, X)/~r é tipica para X em Mod(3, X,T).
(b) AT(X, X)/~r é uma implementagao apropriada de spec?

Construcao de implementagoes apropriadas

1. Considere a especificacao algébrica spec = (3, X, T") onde

o E={etc}
o :— etlc
0 :— etc
v :— etc
0 :— etc
€:etc — etlc

o Xepe ={z,21,...}

e Axiomas
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(a) Construa a algebra quociente gerada pela especificagao, AT(X) /T

i. comecando por caracterizar rigorosamente as classes de equivaléncia
de ~r;

ii. apresentando primeiro uma proposta de AT (X)/T" e provando
depois que é modelo e que, para cada modelo A de spec, h :
AT(2)/T — A, com hege :| AT(X)/T |ete— A tal que h([t]) =
[t]#, é o tinico homomorfismo da &lgebra AT(X)/T construida
para A.

(b) Construa uma implementacao apropriada da especificacao na qual o
dominio de etc seja {0, 1}. Mostre que é de facto uma implementagao
apropriada.

(¢) Existe alguma implementagao apropriada da especificagdo na qual o
dominio de ete seja {0,1,2}7?

(d) Existe alguma implementagao apropriada da especificacdo que sat-
isfaca a equacao a = 7

2. Considere a especificagao algébrica spec = (X, X,T') onde

o £ = {xpto}
a :— xpto
b: xpto — xpto
¢ : xpto xpto — xpto
o Xopto ={x,21,...}
e Axiomas
— c(a,z) =a
— ¢(z,a) =a

— c(b(z1),b(x2)) = bb(c(21, 72))

(a) Construa a algebra quociente gerada pela especificagao, AT(X)/T":

i. comegando por caracterizar rigorosamente as classes de equivaléncia
de ~r;

ii. apresentando primeiro uma proposta de AT (X)/T" e provando
depois que é modelo e que, para cada modelo A de spec, h :
AT (2)/T — A, com hgpto ;| AT(E)/T |ete— A tal que h([t]) =
[t]#, é o tinico homomorfismo da &lgebra AT(X)/T construida
para A.

(b) Construa uma implementacao apropriada da especificacao na qual o
dominio de zpto seja INy. Mostre que é de facto uma implementacao
apropriada.
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(d)

Existe alguma implementacao apropriada da especificagdo na qual o
dominio de zpto seja {0,1}7

Existe alguma implementacao apropriada da especificagao que sat-
isfaca a equaca@o c(b(x1),b(x2)) = b(c(b(a),b(a)))?

3. Considere a especificagao algébrica spec = (X, X,I") onde

(a)

(b)
()

E = {etc}
a — ete
0 etc: etc — etc

Xete = {z,21,...}
Axiomas
— 0(z,0) =«

— 0(0(w1,22),23) = 0(z1,0(72,73))

Construa a algebra quociente gerada pela especificacao, AT (X)/T.
Justifique rigorosamente a construgao apresentada.

Mostre que AT(X)/T Ik 0(x1,x2) = x2.
Todos os modelos da especificagao satisfazem 6(z1,x2) = x2? Ap-

resente uma prova da afirmacao, caso a considere verdadeira, e um
contra-exemplo caso contrario.

4. Considere a especificacao algébrica bool = (X, X,T") onde

E = {bool}

t :— bool

f :— bool

not : bool — bool

and : bool bool — bool

Xbool = {b, bl, .. }
Axiomas
— not(f) =t
— not(t) = £
— and(b,t) = b
— and(b,f) = £

Construa a algebra quociente gerada pela especificagao, AT(X)/T.
Justifique rigorosamente a construgao apresentada.

Mostre que AT(X)/T Ik not(not(b)) = b.

Sera que todos os modelos da especificagao satisfazem not(not(b)) =
b? Apresente uma prova da afirmacao, caso a considere verdadeira,
e um contra-exemplo caso contrario.

Mostre que qualquer implementacao apropriada da especificagao sat-
isfaz not(not(b)) = b.



5. Considere a especificagao algébrica nat = (3, X,I") onde

e F = {nat}
z :— nat
s :nat — nat
som : nat nat — nat
mult : nat nat — nat
o Xyt = {n,m,ni,my,...}
e Axiomas
— som(n,z) =n
— som(n, s(m)) = s(som(n,m))
— mult(n,z) =z

— mult(n, s(m)) = som(mult(n,m),n)

(a) Construa a dlgebra quociente gerada pela especificagao, AT (X)/T.
Justifique rigorosamente a construgao apresentada.

(b) Mostre que AT'(X)/T IF som(n, m) = som(m,n).

(c) Sera que todos os modelos da especificacao satisfazem som(n,m) =
som(m,n)? Apresente uma prova da afirmagdo, caso a considere
verdadeira, e um contra-exemplo caso contrario.

(d) Sera que I' Fogq som(n,m) = som(m,n)? Justifique.

(e) Mostre que qualquer implementagao apropriada da especificacao sat-
isfaz som(n,m) = som(m,n).

6. Considere a especificagao algébrica spec = (X, X, T') onde

e E = {nat,bool }
t :— bool
f :— bool
z :— nat
s :nat — nat
add : natnat — nat
dbl : nat — nat
sqr : nat — nat
even : nat — bool

o Xpat = {n,m,ny,mq,...} ¢ Xpoot = {b,01,...}
e Axiomas
— add(z,n) =n
— add(s(n),m) = s(add(n,m))
— dbl(n) = add(n,n)
— sqr(z) =z
(

n)) = s(add(sqr(n),dbl(n)))

— sqr(s



(a)
(b)

— even(dbl(n)) =t
— even(s(dbl(n))) = £

Construa a dlgebra quociente gerada pela especificacao, AT(X)/T.
Justifique rigorosamente a construgao apresentada.

Construa uma implementagao apropriada da especificagao na qual
o dominio de nat seja INy e o dominio de bool seja {true, false}.
Mostre que é de facto uma implementacao apropriada.

7. Considere a especificagao algébrica spec = (X, X, T') onde

o FE = {xpto,etc}

— etc

— etc

:— xpto

: xpto — xpto

: etc xpto — xpto

o e ®™e

Xapto =1z, 21,...} e Xege = {k, k1,...}

Axiomas
= b(b(b(x))) = x
— c(a,x) = bz
— (B, ) = b(b(x))

Construa a algebra quociente gerada pela especificacao, AT (X)/T.
Justifique rigorosamente a construcao apresentada.

Construa uma implementacao apropriada da especificagdo na qual o
dominio de zpto seja {0, 1,2} e o dominio de etc seja {t,f}. Mostre
que é de facto uma implementagao apropriada.

Existe alguma implementacao apropriada da especificagdo na qual o
dominio de zpto seja {0,1}? Justifique.

8. Considere a especificagao algébrica pilhanat = (¥, X,T") onde

e F = {nat,pilha}

z :— nat

nova :— pilha

s:nat — nat

sb : nat pilha — pilha
tp : pilha — nat

rt: pilha — pilha

o Xpat ={n,m,ni,mi,...} e Xpiha = {p,p1,...}

e Axiomas

— tp(nova) = z



— tp(sb(n,p)) =n
— rt(nova) = nova

— rt(sb(n,p)) = p

(a) Construa a dlgebra quociente gerada pela especificagao, AT(X)/T.

Justifique rigorosamente a construgao apresentada.

(b) Construa uma implementagdo apropriada da especifica¢do na qual o

dominio de nat seja INg e o dominio de pilha seja IN(j. Mostre que é
de facto uma implementacao apropriada.

9. Considere a especificagao algébrica filabool = (X, X,T') onde

o E = {bool, fila}

t :— bool
f :— bool
new :— fila
in : bool fila — fila
out : fila — bool
empty : fila — bool
Xbool = {b, bl, . } € Xfila = {S, S1y.. }
Axiomas
— empty(new) =t
— empty(in(b,s)) = £
— out(new) = new
— out(in(b,new)) = new
— out(in(by, in(be, s))) = in(by, out(in(be, s)))

Construa a algebra quociente gerada pela especificagao, AT(X)/T.
Justifique rigorosamente a construgao apresentada.

Construa uma implementacao apropriada da especificagdo na qual o
dominio de bool seja {0,1} e o dominio de fila seja {0,1}*. Mostre
que é de facto uma implementacao apropriada.



