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1 Programas URM e funcoes URM-computaveis

1. Considere o programa URM
1 J(2,3,5)
2 S(1)
3 S(3)
4 J(1,1,1)

(a) Faca o fluxograma do programa.

(b) Emule a execugao do programa a partir de uma configuragao inicial
em que
i. o contetido de Ry é 4 e o contetido dos outros registos é 0;

ii. o conteido de Ry é 5, o contetiddo de Ry é 2 e o contetido dos
outros registos é 0;

iii. o conteuido de Ry é 5, o contetido de Ry é 3, o conteido de R3 é
2 e o conteudo dos outros registos é 0;

iv. o conteudo de Ry € 5, o conteido de Ry é 3, o conteudo de R3 é
6 e o conteiido dos outros registos é 0.

(c) Indique as fungdes de aridade 1, 2 e 3 que sao calculadas por este
programa.

2. Considere o programa URM

S O e W NN =
—

(a) Faga o fluxograma do programa.
(b) Emule a execugao do programa a partir de uma configuracao inicial
em que
i. o contetido de Ry é 4 e o contetido dos outros registos é 0;
ii. o conteiido de Ry é 5, o contetiddo de Ry é 2 e o contetudo dos
outros registos é 0;
iii. o conteudo de Ry é 5, o conteido de Re é 7 e o contetido dos
outros registos é 0;
iv. o conteudo de Ry é 5, o conteudo de Ry € 3, o conteudo de Rg é
1 e o conteiddo dos outros registos € 0;
v. o conteudo de Ry é 5, o contelido de Ry é 3, o contetido de R3 é
4 e o conteido dos outros registos é 0.



(c) Indique as fungdes de aridade 1, 2 e 3 que sao calculadas por este
programa.

3. Considere o programa URM

1,4,9)

w
~

3
1,1,3)
T(2,1)

I
S(
J(
S(2)
S(3)
I

N O Ot s W NN

(a) Faca o fluxograma do programa.
(b) Emule a execucao do programa a partir de uma configuracgao inicial
em que
i. o contetido de R é 3 e o contetido dos outros registos é 0;

ii. o conteido de Ry ¢é 4, o contetiddo de Ry é 2 e o conteiddo dos
outros registos é 0;

iii. o conteudo de Ry é 4, o conteuido de Ry é 7 e o contetudo dos
outros registos é 0;

iv. o conteuido de Ry € 5, o conteiido de Ry é 3, o conteudo de R3 é
1 e o contetddo dos outros registos é 0;

v. o conteudo de Ry é 5, o contetido de Ry € 3, o conteido de R3 é
4 e o conteudo dos outros registos é 0.

(c) Indique as fungdes de aridade 1, 2 e 3 que sao calculadas por este
programa.

4. Considere o programa URM

S Ot e W N
w2

(a) Faca o fluxograma do programa.
(b) Emule a execugao do programa a partir de uma configuracao inicial
em que
i. o contetido de R; é 3 e o conteiido dos outros registos é 0;

ii. o conteudo de R; é 4, o contetiddo de Ry é 1 e o contetudo dos
outros registos é 0;
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iii. o conteido de R é 4, o contetiddo de Ry é 7 e o contetido dos
outros registos é 0;

iv. o conteudo de Ry é 5, o conteuido de Ry € 3, o conteido de Rg é
1 e o conteiddo dos outros registos € 0;

v. o conteudo de Ry é 5, o conteuido de Ry € 3, o conteudo de R3 é
4 e o conteido dos outros registos é 0.

Indique as funcoes de aridade 1, 2 e 3 que sao calculadas por este
programa.

5. Faga o fluxograma correspondente a cada um dos programa URM seguintes
e indique as funcoes de aridade 1, 2 e 3 que sao calculadas por estes pro-
gramas. Para cada um dos programas diga ainda se é ou nao normalizado
e indique o respectivo espago de trabalho (p).

(a)

JUMP2,3,5]
SUCC/1]
SUCCI3]
JUMPJ[1,1,1]

=W N =

JUMP[1,2,3]
JUMP][1,1,4]
SUCC[3]

COPY([3,1]

=W N =

JUMPI[L,2,6]
SUCC[2]
SUCC[3]
JUMP][1,2,6]
JUMPI[1,1,2]

3,1

Sy O W N

COPY

1]
JUMP][1,4,9]
SUCC[3]
JUMPI1,3,7]
SUCC2]
SUCC[3]
JUMP][1,1,3]
COPY[2,1]

N O Ot W N

JUMP]1,3,6]
SUCC[2]
SUCC[2]
SUCC|3]

N R



5 JUMP[L,1,1]
COPY[2,1]

(=}

JUMP|[2,4,10]
JUMPJ[1,4,5]
SUCC[4]
JUMPJ1,1,1]
JUMP][2,4,10]
JUMP][3,5,11]
SUCC[4]
SUCCs]
JUMPJ1,1,5]
SUCCl6]
COPY[6,1]

© 0 N O Ut W N

— =
= O

6. Prove que as seguintes fungbes em [IN} — INg], n € INp, sao URM-
computaveis. Nao use ordculos, a menos que expressamente indicado.

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(2)
(h)
(i)
()

=

h(z) = sg(z) (se x =0 entdo 0 sendo 1)
h(z) = sg(xz) (se z # 0 entdo 0 senao 1)
hz,y) =z +y
h(z,y) = maz(z,y)

y) = min(z,y)

>

~1 (r ménus 1, ie., se x > 1 entdo x — 1 sendo 0)

S
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= se x é multiplo de 3 entao x/3 sendo 0

>

8

8
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quociente da divisao inteira de x por 2

>
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z,y)=x =y (x ménus y, i.e., se x >y entdo x — y senao 0)
h(z,y) =z —y se x >y e h(x,y) nao estd definida, caso contrario
(note que este caso a execugao do programa que calcula h deve ter-
minar se e s z > y).
hz,y) =z -y |
h(z,y) =z xy

i. usando apenas o oraculo SUM

ii. sem oréculos
h(z,y) = z¥

i. usando apenas o oraculo PROD

ii. usando apenas o ordaculo SUM

iii. sem oréaculos
h(z) = Z1§i§x i

i. usando apenas os ordculos PROD e LESS



(0)

(w)

ii. usando apenas o oraculo SUM
iii. usando apenas o oraculo PROD
iv. sem oraculos
h(z,y) = z onde z é o quociente da divisao inteira de z por y, se y
é diferente de 0, e h(z,y) nao estd definido se y = 0:
i. usando apenas o oraculo SUB
ii. usando apenas o oraculo SUB1
iii. sem oréculos.
Note que, neste caso, a execucao do programa que calcula h deve

terminar se e s6 y # 0.

h(z,y) = z onde z é o quociente da divisao inteira de x por y, se y
¢é diferente de 0, e é 0 se y=0:

i. usando apenas o oraculo SUB

ii. usando apenas o oraculo SUB1

iii. sem oréculos.
h(z,y) = z onde z é o resto da divisdo inteira de = por y, se y é
diferente de 0, e h(z,y) nao esta definido se y = 0:

i. usando apenas o oraculo SUB

ii. usando apenas o oraculo SUB1

iii. sem oréculos.

Note que, neste caso, a execucao do programa que calcula h deve
terminar se e s6 y # 0.

h(z,y) = z onde z é o resto da divisao inteira de = por y, se y é
diferente de 0, e é x se y=0:

i. usando apenas o oraculo SUB

ii. usando apenas o oriaculo SUBI1

iii. sem oréculos.

h(z) = y onde y é a raiz quadrada inteira de x. Sé pode usar os
oraculos LESS e PROD.

h(z,y) = z onde z é o0 menor miltiplo comum a z e a y, se x > 0 e
y > 0, e é 0 caso contrario. S6 pode usar os oraculos LESS e PROD.

h(z,y) = z onde z é o expoente do y-ésimo primo na factorizagao
prima de z se z e y sao ambos distintos de 0 e é 0 caso contrario. Sé
pode usar os ordaculos PRIMEQ, PROD, MOD e LESS.

h(z,y) = z onde z é o o logaritmo inteiro de x na base y se x é maior
que 0 e y é maior que 1 e é 0 caso contrario:

i. usando apenas os oraculos PROD e LESS
ii. usando apenas os oraculos SUM e LESS.

h(z) =y onde y é o nimero de ocorréncias em x do maior digito de
x. S6 pode usar os oraculos DIGN, DEZ e LESS.



(x) h(z) = y onde y é o nimero que se obtém eliminando de x os
digitos que surgem em posicoes pares, assumindo que o primeiro
digito é o das unidades, o segundo o das dezenas, etc. Por exem-
plo, h(635798) = 378. S6 pode usar os oraculos SUM, DEZ, PROD,
DIGN.

(y) h(x) =1 se z é um palindromo e h(xz) = 0 caso contrério:
i. usando apenas os ordaculos SUB1, DEZ, LESS, DIGN
ii. usando apenas os oraculos SUM, DEZ, PROD, DIGN.

(z) h(xr) = y onde y é o niimero que é obtido invertendo a ordem dos
digitos de z. Por exemplo, h(345) = 543. S6 pode usar os ordculos
SUM, DEZ, PROD, DIGN .

7. Prove que os seguintes predicados sobre os naturais sao URM-decidiveis.
Nao use oraculos, a menos que expressamente indicado.

(a) P(x) =“x é igual a 3”

(b) P(z) =“z é diferente de 3”

(¢) P(z) =“z é maior que 3”

(d) P(xz) =“z é menor ou igual a 3”
(e) P(x,y) =%z éigual ay”

(f) P(x,y) = x é diferente de y”
(g) P(z,y) =“x é menor que y”
(h) P(x,y) =“ x é maior que y”

(i) P(z,y) =“x é maior ou igual que y”
(j) P(x) = “x é par”

(k) P(x) = “x é impar”

(1) P(xz) = “x é multiplo de 3”
(m) P(z) = “z nao é multiplo de 3”
(n) P(x,y) = “z é miltiplo de y”:

i. usando apenas o oraculo SUM
ii. sem oraculos.
(o) P(x,y) = “x é divisor de y”:
i. usando apenas o oraculo SUB
ii. usando apenas os oraculos SUM e LESS
iii. usando apenas os oraculos PROD e LESS

iv. sem oraculos.
(p) P(z) = “x é quadrado perfeito”:

i. usando apenas os oriaculos PROD e LESS
ii. usando apenas os oraculos SUM e LESS.

(q) P(z) = “z é numero primo”
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i. usando apenas os ordculos PRIMEN e LESS
ii. usando apenas o oraculo MOD
iii. sem oréculos.
(r) P(z,y) = “x ey sao primos entre si”
i. usando apenas o oraculo MOD
ii. sem oréculos.

Mostre que o comando T(m,n) é redundante, isto é, que pode ser definido
como um programa a custa dos outros comandos URM.

. Considere o seguinte comando de salto, K4(m,n,p), com ¢ € N, cuja

execucao ¢ a seguinte:
® sery, =T, er, < qaexecucao prossegue na linha r,, se esta existir
no programa, ou termina, em caso contrrio;
® se ry =Ty, €7p > ¢ aexecucao termina;

® se ry, # r, a execucao do programa prossegue na linha seguinte.

Mostre que este comando pode ser definido como um programa usando
os comandos URM.

Considere os autématos finitos deterministas D = (Q, I, 0, qo, F') seguintes
e escreva um programa URM que calcule a fungao caracteristica do pred-
icado x € Lp, usando uma representacao numérica apropriada para as
palavras x € I*:

(a) D=(Q,1,9,q, F) com

b Q = {QO7q1}7
o I ={a,b,c},
o ['= {Q1}»

6(q0,a) = q1, 6(q0,b) = q1, 6(q1,¢) = qo.

(b) D é um autémato minimo para a linguagem sobre I{a, b} constituida
pelas palavras que tém um niimero par de b’s.

(¢) D é um autémato minimo para a linguagem sobre {a, b} constituida
pelas palavras que comecam por a.

(d) D é um autémato minimo para a linguagem sobre {a, b} constituida
pelas palavras que tém pelo menos um b.

(e) D é um autémato minimo para a linguagem sobre {a, b} constituida
pelas palavras que comegam e terminam em a.

(f) D é um autémato minimo para a linguagem sobre {a,b,c} con-
stituida pelas palavras que tém um ntmero impar de b’s.

(g) D é um autémato minimo para a linguagem sobre {a,b,c} con-
stituida pelas palavras que terminam em b e tém pelo menos um
a.

(h) D é um autémato minimo para a linguagem sobre {a,b,c} con-
stituida pelas palavras que nao tém dois ¢’s consecutivos.



2 Godelizagao de programas URM

1. Sendo 7 : INyg X INg — INg, £ : IN X IN X IN — INy, B : I — INy e
7 Upen (V) — DNy as bijecgdes estudadas, calcule:

(a) 7(1,0), m(2,4), 7(3,2), 7(4,2) e 7(3,5)

(b) 7=1(4), #=1(31), #71(39), 7~ 1(47), =~ 1(72), 7~1(83) 7~1(103) e
71(83)

(c) €(1,1,1), £(1,2,1), £(3,1,3) e £(3,4,5)

(d) £€71(19), £71(39), £71(103), £~1(159) e £1(191)

(e) B(ZERO[1]), B(ZEROI3]), B(SUCC[3]), B(SUCCI6]), B(COPY[2,11]),
B(COPY[3,4]), B(JUMP[1,1,1]) e B(JUMP[2,1,2])

(f) 671(8), B71(12), f~1(13), B~1(25), B~(34), B~(39), B(58) e
B=1(79)

(g) 7(1,1,1), 7(2,0,1), 7(3,2,1, 7(1,2,3), 7(0,2,1) e 7(1, 3,0)

(h) 7=1(8), 771(13), 771(24), 771 (41), 77 1(71), 771(129) e 771 (241)

2. Indique o c6digo do programa URM:

)
)
)
) <ZEROI1], SUCC][1], SUCCI[1]>
e) <COPY/[2,1], SUCC]1], SUCC[1]>
) <SUCC|2], SUCC]2], COPY[2,1] >
) <JUMPI1,2,2]>
) <JUMP]2,1,1], SUCC[1]>
(i) <JUMPI2,3,5], SUCC[I] SUCC]J3|, JUMP[1,1,1]>
j) <JUMP[1,2,3], JUMPI1,1,4], SUCCI[3], COPY[3,1]>

3. Indique os programas URM cujos cédigos sao:

N~ T
A o T

N N

5 0’ = @
NN NI NN NN N
o J O Ut i W N = O

—~
—



10.

11.

N o

—~ —~
NeY % 2 oo o BEorwmo
N’ N e e e v e e e e T S N N N N N
(GV)]
[\
—_

Calcule ¢7, W7 e E7
Calcule ¢op, Wog e Eog
Calcule (;568, W@g [§] E68

Calcule

(a) ¢159, Wisg e Eisg
(b) ¢%597 W1259 € E%59

. Calcule

(a) d639, Wezg € Eeag
(b) ¢%397 W6239 € Egsg

. Calcule

(a) ¢1343, Wizas € Ei3a3
(b) ¢%3437 W12343 e E%343

Calcule

(a) Par27, Wai27 € Earo7
(b) ¢Z1277 W42127 e E3127

Calcule

(a) @224, Wyaoa € Egooa
(b) ¢§224’ W82224 e E§224

10



