Teste 3 - 2004/2005

Resolucgao

Grupo 1

1.a) Pretende-se saber se a férmula (P — (Q AR)) — (P — Q) A (P — R))
é teorema do sistema dedutivo 7. Para tal, por definicdo de teorema do
sistema 7, hé que verificar se

(P = (QAR) = (P —Q)A(P—R))

¢é férmula confutada, ou seja, ha que verificar se existe um tableau fechado
para o conjunto constituido por esta férmula:

(P = (QAR)) = (P — Q) A(P—R)W
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= A(3) A(4)
=(P—Q)® =(P — R)© Q, R
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Dado que existe um tableau fechado para o conjunto constituido pela
férmula

(P = (Q@AR) = ((P—=Q)A(P—R))
tem-se que Fr (P — (QAR)) — (P — Q)N (P — R)).
1.b) Pretende-se saber se a féormula (—=P) — (S — R) é derivével a partir da

férmula ((—P) V Q) — R no sistema dedutivo 7. Para tal, por definicao
de derivacao no sistema 7, ha que verificar se o conjunto

{(=P)VQ) = R, =((=P) = (S — R))}

é conjunto confutado, ou seja, ha que verificar se existe um tableau fechado
para este conjunto:



2.b)
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Dado que existe um tableau fechado para o conjunto
{(=P)vQ) = R, =((=P) = (5 — R))}
tem-se que ((-P)V Q) — R Fr (=P) — (S — R).
Pretende-se saber se a formula (—P) — (S — R) é consequéncia seméantica

de ((-P) vV Q) — R. Como se pede para usar o sistema 7 para tal
propdsito, comega-se por averiguar se

(mP)VQ)— R Fr (-P) — (S — R)

ou seja, vai tentar construir-se um tableau fechado para o conjunto

{(=P)VQ) = R, ~((=P) = (5 — R))}.

Mas, na alinea 1.b) anterior, foi ja construido um tableau fechado para
este conjunto, tendo-se ai concluido precisamente que se tem

(=P)VQ)— R F7 (-P) — (S — R).

Entao, pela propriedade da correcgao do sistema dedutivo 7 tem-se que
(=P) — (S — R) é consequéncia semantica de ((—P) V Q) — R, ou seja,

(=P)VQ) = R = (-P) = (5 = R)

Pretende-se saber se a férmula (—=P)V (Q — R) é consequéncia semantica
do conjunto de férmulas {((=P) A R) V (Q — P), SV R}. Como se pede
para usar o sistema 7 para tal propésito, tal como na alinea anterior,
comega-se por averiguar se

{(EP)AR)V(Q = P), SV R} b1 (2P)V(Q — R)

ou seja, vai tentar construir-se um tableau fechado para o conjunto

{(P)AR)V(Q = P), SVR, =((=P) vV (Q — R))}:
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O ramo sinalizado com {} é esgotado (ou seja, informalmente, a cada
férmula do ramo a que pode ser aplicada uma regra do sistema 7, ja foi
aplicada essa regra, relativamente a este ramo) e este ramo é também
aberto.

Nestas circunstancias, existe uma, propriedade do sistema 7 que estabe-
lece que deste ramo se pode extrair uma valoracao que satisfaz todas as
férmulas na raiz do tableau: é uma valoragao V' tal que V(P) = V(S5) =
V(iQ)=1eV(R)=0.

Assim V((mP)AR)V (Q — P)) =1e V(SV R) = 1. Tem-se também
que V(=((-P) A (@ — R))) = 1, isto é, V((-P) AN (@ — R)) = 0.
Consequentemente, existe uma valoracao que satisfaz todas hipoteses

(#P)AR)V(Q—P) e SVR

mas nao satisfaz a conclusao

(-P)N(Q — R).

Deste modo conclui-se que (=P) A (Q — R) nao é consequéncia semantica
de {((-P)AR)V (Q — P), SV R}, isto é,

{(EP)AR)V(Q — P), SV R} [~ (=P) A (Q — R).

Grupo 2

1. Pretende-se saber se a formula (=3z(P(x)AQ(x))) — (Vz(Q(z) — (=P(x)))
é teorema do sistema 7. Para tal, hd que averiguar se existe um tableau
fechado para (=32 (P(x) A Q(x))) — (va(Q(x) — (~P(x)))):



—P(y) -Q(y)
X X

Encontrou-se um tableau fechado para o conjunto indicado. Conclui-se
entao que

Fr (=32(P(2) A Q) — (Vo(Q(z) — (=P(x)))

como pretendido.

. Pretende-se verificar que Vz(Jy((—P(z)) — Q(y))) é consequéncia semantica
de Vz((—=P(z)) A (3y Q(y))). Como o objectivo é usar o sistema 7 para
tal propdsito, ha que comegar por mostrar que Va(Jy((—=P(x)) — Q(y)))
se deriva de Vz((—P(x)) A (Fy Q(y))) no sistema 7, isto é, que

Va((=P(x)) A (Jy Qy))) Fr Vz(Fy((=P(z)) — Q(y)))-

Como se sabe, por definicdo, tal acontece quando existe um tableau
fechado para o conjunto

{Va((=P(x) A By Qv))), ~(Vz(Fy((=P()) — Q(y)))}:



—V(2)

~F((~P() — Q) O
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A(4)
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Conclui-se assim que
Vz((=P(2)) A Gy Q(y))) Fr Ve (3y((=P(z)) — Q(y)))-
Pela correcgdo do sistema 7, tem-se que
Va((=P(z) A 3y Q(y))) E Vz(Fy((-P(z)) — Q(y)))

como pretendido.

Grupo 3

Pretende-se verificar se a férmula (3z (=Q(z)))N3x R(x)) é consequéncia semantica
da féormula 3z ((—-Q(x)) AR(x)), ou seja, pretende-se saber se

quaisquer que sejam a estrutura de interpretagao M = (U, I) e a atribuicao
de valores as varidveis p : X — U, se tem que

se [Fz ((~Q(x)) AR(z))]g =1
entdo [(3z (-Q(x)))A(Fz R(x))]hy =

(isto é, se IMI e p satisfazem (Jz (=Q(z)))A(Iz R(x)) entdao M e p satis-
fazem (Jz (-Q(z)))A(Fz R(x))).

A afirmacao é verdadeira, o que se justifica como se segue.
1. Seja MI = (U,I) e p: X — U tal que [z ((—Q(x))AR(x)))]py = 1.

2. Por 1, existe u € U tal que [[(ﬂQ(x))/\R(x))]]%::u] =1.



3. Por 2, existe u € U tal que
(a) [FQ@)ag " =1e
(b) [R5 =1.
4. Por 3a, [3z(-Q(x))]5, = 1.
5. Por 3b, [3z R(z)]5, = 1.
6. Por 4 e 5, [(3z (-Q(x)))A Bz R(z))]5, = 1.

Uma justificagao alternativa, recorrendo a uma prova por absurdo, é a
seguinte:

1. Suponha-se, por absurdo, que existe Ml = (U,I) e p: X — U tal que

(a) B (-Q@)AR@))ay =1 ¢
(b) [ (~Q(@))A(Fx R(x))lhy = 0.

2. Por la, existe u € U tal que [(-Q(z))AR(z))]5E=" = 1.
3. Por 2, existe u € U tal que
(a) [FQ@)py =" =1e
(b) [RE@)Ing " =1
4. Por 3a, [[Elx(ﬁQ(az))]]gw =1.
5. Por 3b, [3x R(a:)]]gw =1
6. Por 4 e 5, [(Fz (-Q(x)))A(3z R(z))]py =1

7. Contradigao entre 6 e 1b.

Nota: nesta resolucao, ao construir os diferentes tableaux e para
facilitar a sua analise, optou-se por atribuir um numero a certas
formulas, o qual era depois referido na aplicagcao das regras; nao é
obrigatério que os alunos sigam este procedimento na resolugao do
teste.



