Equivaléncia e minimizacao de autématos'

No que se segue sao descritos algoritmos que, dados dois autéomatos finitos
deterministas D e D', permitem determinar

e se as linguagens reconhecidas por D e D’ sao iguais

e se existe ou nao um autémato cuja linguagem é a linguagem reconhecida
por D mas tem menos estados que D

e um autémato minimo (relativamente ao nimero de estados) que reconhece
exactamente a mesma linguagem que D.

Estes algoritmos tém por base as nogoes de par de estados equivalentes e de
par de estados distinguiveis e o algoritmo de procura exaustiva de pares dis-
tinguiveis. As nogoes de demonstracao de uma sequéncia num autémato, de
estado relevante e de estado produtivo sao também utilizadas na sequéncia.

Definigao: DEMONSTRAGAO DE SEQUENCIA
Seja D = (Q, 1,0, qo, F') um autémato finito determinista. A demonstragao de
uma sequéncia £ = aq...a, € I*, n >0, em D é uma sequéncia

PoP1---Pn

de estados de D tal que (i) po = qo, (ii) p, € F e (iii) para cada 0 < j < n,
pj+1 = 0(pj, aj41).

Definigao: ESTADO RELEVANTE, PRODUTIVO E INUTIL
Seja D = (Q, 1,0, qo, F') um autémato finito determinista e seja ¢ € @

e ¢ é um estado relevante de D sse existe z € I* tal que §*(qo, x) = ¢;
e ¢ é um estado produtivo de D sse existe x € I* tal que §*(q,z) € I}
e ¢ ¢ um estado intutil de D sse nao é um estado relevante de D ou nao é
um estado produtivo de D.
Exemplo Considere-se o autémato finito determinista D = (@, I, d, qo, F') onde

o Q={q9,91,92,93,q4}

o I ={0,1}
e 0:(Q xI— (@ tal que
6|0 1
qo | 91 | 44
q1 | 91 | 42
q2 | 90 | 42
q3 | 92 | 43
q4 | 494 | 44

'Elaborado em 2001/2002



o F'= {QOafh}-
Tem-se que

— A demonstragao de 000 em D é a sequéncia de estados gog1q1¢1 € a demon-
stracao de 01100 é a sequéncia de estados qpq19292q091 -

— Estados relevantes de D: qq, q1, ¢2 € q4.
— Estados produtivos de D: qg, q1, g2 € g3.

— Estados intuteis de D: g3 e q4.

Estados intteis sdo estados cuja presenca nio tem, em geral?, qualquer im-
portancia do ponto de vista da linguagem que ¢é reconhecida por um autémato.
Com efeito, se um estado nao é relevante, entao nenhuma demonstragao de uma
sequéncia reconhecida pelo autémato inclui este estado. Do mesmo modo, se
um estado nao é produtivo, entao nenhuma demonstracao de uma sequéncia
reconhecida pelo autémato inclui este estado.

Observagao: Note-se que um estado inicial é sempre relevante e, portanto, se
um estado inicial é initil é porque nao é produtivo. Por outro lado, um estado
final é sempre produtivo e, portanto, se um estado final é initil é porque nao é
relevante.

A partir de um autémato D = (Q, 1,0, qo, F') com estados intteis e tal que
Lp # 0 é possivel construir um outro autémato D’ sem estados initeis e tal
que Lp = Lp. A proposicao seguinte enuncia este resultado. A prova desta
proposicao encontra-se no Apéndice. Note-se que se Lp # () entao o estado
inicial é produtivo. Assim, existe pelo menos um estado final que é relevante e,
consequentemente, existe um estado final que nao é inutil.

Proposicao: Seja D = (Q, 1,0, qo, F') um autémato finito determinista tal que
Lp # () e seja Inp o conjunto dos estados intiteis de D. O autémato

D' =(Q',1,8',q0, F\Inp)
onde
e Q'=Q\Inp
e 0 :Q xI— Q tal que

— ¢'(q,1) nao definido se §(q,7) € Inp ou §(q,%) ndo definido

— 0'(q,1) = §(q, 1) caso contrario

20 tinico caso em que estados intiteis sdo necessarios é a situacio em que se pretende que
um autémato D nao aceite nenhuma sequéncia, isto é, Lp = 0.



nao tem estados intteis e Lp = L.

Note-se que é sempre possivel calcular em tempo finito o conjunto dos esta-
dos intiteis de um autémato D.

Para calcular o conjunto dos estados nao relevantes podem, por exemplo,
construir-se os conjuntos I'g, I'1,... como explicado no ambito do algoritmo
para determinar se Lp = (), até se encontrar k > 0 tal que I'y, = T'y11. O
conjunto I' = I'y, é o conjunto de todos os estados relevantes. Os elementos de
Q\I" sao os estados nao relevantes.

Para determinar se um estado ¢ € @ é ou nao produtivo pode usar-se um
algoritmo idéntico ao apresentado para determinar se Lp = (), mas considerando
I'o = {q} (em vez de I'y = {qo}). Uma outra forma de calcular o conjunto dos
estados nao produtivos é construir-se os conjuntos Ily, Iy, ... onde By = IIy =
F, By ={q€Q:0(q,i) € By para algum ¢ € I} e II} = Iy U By, etc. até se
encontrar k > 0 tal que Il = IIx41. O conjunto II = II; é o conjunto de todos
os estados produtivos. Os elementos de Q\II s@o os estados nao produtivos.

Definigao: ESTADOS EQUIVALENTES E ESTADOS DISTINGUIVEIS
Seja D = (Q, 1,0, qo, F') um autémato finito determinista e sejam p,q € Q

e p e ¢ sao equivalentes em D sse, para cada x € I*
§*(p,x) € F sse® §*(q,x) € I;
e p e ¢ sao distinguiveis em D sse nao sao equivalentes, ou seja,

existe x € I* que distingue p e ¢, i.e.,

existe x € I* tal que 6*(p,x) € F e* §*(q,z) ¢ F ou vice-versa.

Como é evidente, se p = g os estados p e ¢ sdo equivalentes. Informalmente,
dois estados p e ¢ s@o equivalentes sempre que, para cada sequéncia x € I*, se
a partir de p se pode “chegar” a um estado final “lendo” todos os simbolos de
T entdo o mesmo acontece a partir de g e vice-versa. Naturalmente, p e ¢ sao
distinguiveis se existir uma sequéncia x que os distigue, ou seja, se a partir de
p se pode “chegar” a um estado final “lendo” todos os simbolos de z, mas o
mesmo nao acontece a partir® de ¢, ou vice-versa.

Descreve-se seguidamente um algoritmo que determina todos os pares de
estados distinguiveis de um autémato (e, consequentemente, todos os pares
equivalentes).

Observagao: No que se segue, sempre que se faca referéncia a um par de
estados de um autémato D (cujo conjunto de estados é Q) tal deve ser entendido

3Naturalmente, §* (p,z) € F sse 6*(p, ) estd definido e 6*(p, ) é um estado final.

*Naturalmente, 6*(p,z) € F sse 6*(p, ) nao estd definido ou §*(p,z) =p € Q\F.

Sou porque se atinge um estado que néo é final ou porque, a certa altura, se atinge um
estado a partir do qual nao existe transicao associada ao simbolo de entrada que devia ser
reconhecido



como um subconjunto de @ com cardinal® 2. Um par de estados {p, ¢} sera por
vezes, por simplicidade, representado apenas por p, ¢ (note-se que, de acordo
com esta observagao, p e ¢ sao distintos).

Algoritmo de procura exaustiva de pares distinguiveis:

Sendo D = (Q, 1,6, qo, F) um autémato finito determinista tal que se § nao é
funcéo total entdo todos os estados sdo produtivos’, o objectivo é encontrar
todos os pares de estados distinguiveis de D (e, consequentemente, todos os
pares equivalentes). Para tal procede-se do modo que seguidamente se descreve.

1. (Passo inicial) Inicialmente consideram-se todos os pares de estados q1, g2
que verifiquem alguma das condigoes seguintes onde 7,5 € {1,2}, 1 # j

—q¢g€FeqgF
(i.e., procuram-se todos os pares que incluam um estado final e um
estado nao final)

— existe a € I tal que
- 0(gi, a) esta definido
- 6(gj,a) nao estd definido

(i.e., procuram-se todos os pares de estados que incluam um estado a
partir do qual exista uma transicao associada a um dado simbolo de
entrada a, e um estado a partir do qual nao exista transicao associada
aa)

Estes pares de estados sao identificados como distinguiveis.

2. (Passo iterativo) Procura-se agora identificar novos pares de estados dis-
tinguiveis a partir de pares de estados que ja tenham sido identificados
como distinguiveis pelo algoritmo. Para tal, para cada a € I e para cada
par de estados p, ¢ j4 identificados como distinguiveis procuram-se estados
p' e ¢ tais que

- 5(]9/70’) =p
— 0(¢,a)=q.

Estes estados p’ e ¢’ sao identificados como distinguiveis.

3. (Condigao de terminacao) O algoritmo termina quando alguma das condigoes
seguintes se verificar

— ja todos os pares de estados do autémato foram identificados como
distinguiveis pelo algoritmo

— 0 passo iterativo ja foi aplicado a todos os pares identificados como
distinguiveis pelo algoritmo.

SNao se trata portanto de pares ordenados, ou seja entidades do tipo (p,q) € Q x Q.

"Se § néo for uma funcdo total, ndo ha perda de generalidade pois, como foi referido, é
sempre possivel encontrar um autémato apenas com estados produtivos que reconhega exac-
tamente a mesma linguagem.



Quando o algoritmo termina®, todos os pares de estados p e ¢ (de Q) que
nao foram considerados distinguiveis pelo algoritmo sao pares de estados
equivalentes em D (e, naturalmente, sao todos os pares equivalentes em
D que existem).

Exemplo 1: Considere-se o autémato finito determinista D = (Q, I, 6, qo, F)
onde

o Q={q,q,90}

o 1 ={0,1}
e 0:(Q xI— (@ tal que
61011
qo | 91 | 42
q1 | 91 | 42
g2 | 9o | 42
o F'={qo,q1}

Aplicando o algoritmo de procura exaustiva de pares distinguiveis obtém-se
a seguinte tabela (onde 4/ identifica pares de estados distinguiveis).

q1
ARVARY

q0 | 1

Num primeiro passo, identificam-se como distinguiveis os pares constituidos
por um estado final e um estado nao final, isto é, {qo,q2} e {q1,92}. A partir
destes nao se encontram mais pares distinguiveis pois nao existem ¢’,¢” € Q
distintos e i € I tal que §(¢',i) = qo e §(¢",i) = g2 ou tal que 6(¢',i) = q1 e
5(q",4) = qa. Conclui-se assim que {qp, g1} é o tinico par de estados equivalentes.

Exemplo 2: Considere-se o autémato finito determinista D = (Q, I, 6, qo, F)
onde

o Q={q,q,9,9}

o [ ={a,b}
e 0:Q xI— (@ tal que
6| a | b
qo | 41 | 42
q1 | 43 | 43
g2 | nd | g3
g3 | 43 | 43

8¢ termina sempre, porque existe apenas um ndmero finito de pares de estados e I é finito



o F'={gs}.

Aplicando o algoritmo de procura exaustiva de pares distinguiveis constroéi-
se a seguinte tabela (onde / identifica pares de estados distinguiveis). Note-se
que todos os estados deste automato sao produtivos.

q1

v

q2

V

V

q3

A

V

A

q0

q1

q2

Num primeiro passo, identificam-se como distinguiveis os pares constituidos
por um estado final e um estado nao final, isto é, {qo,q3} e {q1, 93} e {q2, 3}
Neste primeiro passo identificam-se também como distinguiveis os pares {qo, g2}
e {q1,92}. Dado que §(qo,a) estd definido e (g2, a) nao estd, obtém-se o par
{qo,¢2}. Um raciocinio andlogo pode ser feito para obter o par {qi,¢2}.

No passo seguinte, a partir do facto de, por exemplo, o par {q1,qs3} jé ter
sido identificado como distinguivel, e de §(go,a) = ¢1 e 6(q1,a) = g3 conclui-
se que {qo,q1} sao distinguiveis. Conclui-se assim que nao existem pares de

estados equivalentes.

Exemplo 3: Considere-se o autémato finito determinista D = (Q, I, 6, qo, F)

onde

o Q=1{00.91,92,93,94,95, G697}

o I ={0,1}

e §0:(Q xI— (@ tal que
6|0 1
qgo | 91 | 45
q1 | 96 | 42
g2 | 490 | 42
g3 | 92 | 96
q4 | 497 | 95
q5 | 92 | 46
g6 | 96 | 44
qr | 96 | 42

o FF={q}.

Aplicando o algoritmo de procura exaustiva de pares distinguiveis constroi-
se a seguinte tabela (onde 4/ identifica pares de estados distinguiveis).




q1
q2
q3
q4
g5
d6
q7

v

=<
NN AN AN

SIS

SN

VARVARY
v AR
qs g5

de

q1

Num primeiro passo, identificam-se como distinguiveis os pares constituidos
por estado final e um estado nao final, isto é, todos os pares que incluam ¢
({qo, a2}, {q1, 92}, {q2, 93}, etc.) Outros pares distinguiveis obtém-se partindo
destes pares inicialmente identificados. Por exemplo, pelo facto de g2 e g7 serem
distinguiveis e porque

® 0(q3,0) = 6(g5,0) = q2

b 5((]41 0) =dqr7
conclui-se que os pares {g3,q1} e {q4,¢5} sdo também distinguiveis. Todos os
pares distinguiveis que nao incluem gq, excepto os pares {qo, g6} € {q4, g6}, s@o
obtidos a partir dos que incluem ¢o. Os pares {qo, g6} € {q4, g6} sao obtidos do
par {q4, 5} tendo em conta que

® 6(q0,1) = (@, 1) = g5
L 5(q6a ]-) =4q4

Conclui-se assim que existem apenas os seguintes pares de estados equiva-
lentes: {qo,qa}, {q1,97} e {g3, 95}

As proposigoes seguintes mostram que todos os pares identificados como dis-
tinguiveis pelo algoritmo anterior sao de facto distinguiveis e que o algoritmo
encontra todos os pares de estados distinguiveis (e, portanto, todos os pares de
estados equivalentes de um autémato). As proposi¢oes sdo aqui apenas enun-
ciadas. As provas encontram-se no Apéndice 1.

Proposicao: Os pares identificados como distinguiveis no decorrer do algo-
ritmo de procura exaustiva de pares distinguiveis acima descrito sao de facto
pares de estados distinguiveis do autémato.

Proposicao: O algoritmo de procura exaustiva de pares distinguiveis acima
descrito encontra todos pares de estados distinguiveis do autémato (e portanto,
qualquer par de estados que nao sejam identificados pelo algoritmo como dis-
tinguiveis é um par de estados equivalentes).

Mostra-se seguidamente como o algoritmo de procura exaustiva de pares dis-
tinguiveis pode ser usado para determinar se dois autématos finitos determin-



istas sao equivalentes, no sentido em que as linguagens reconhecidas por ambos
sao iguais.

Algoritmo de teste a igualdade das linguagens reconhecidas
por dois autématos finitos deterministas:

Sejam Dy = (Q1,1,01,48, F1) e Dy = (Q2,1,62,q3, F2) dois autématos finitos
deterministas tais que se d; ou do nao forem fungoes totais entao todos os
estados de D; e todos os estados de Dy sdo produtivos?. Assuma-se, sem perda
de generalidade, que Q1 N Q2 = (. O objectivo é saber se Lp, = Lp, ou
Lp, # Lp,. Para tal procede-se do modo que seguidamente se descreve.

1. Considera-se o autémato D = (Q, I, 9, qo, F') onde

- Q=Q1UQ2

—0:Q x1I—Q étal que
- 6(q,a) = 61(q,a) se ¢ € Q1 e 61(q, a) esta definido
- 6(q,a) = 62(q,a) se ¢ € Q2 e 2(q, a) esta definido
- (g, a) nao definido, nos outros casos

— g0 = ¢} (poder-se-ia também escolher gy = ¢7)

— F=FUF;.

2. Procuram-se todos os pares de estados equivalentes de D, usando o algo-
ritmo de procura exaustiva de pares distinguiveis atras descrito.

3. Se q(l) e q% nao foram identificados como distinguiveis'®, Lp, = Lp,; caso
contrario Lp, # Lp,.
Exemplo 4: Considerem-se os autématos finitos deterministas Dy = (Q1, {a, b}, 61, ¢}, F1)
€ -D2 = (QQ) {CL, b}u 527 Q8a FZ) onde
b Ql = {QOaQMQQ}
e 01: Q1 x{a,b} — Q tal que

0| a b
q | ¢1 | nd
q | 92 | 41
2 |9 | q1
o 1 ={q1,q}
e
L QQ - {p()apl}

9No caso de alguma das funcdes de transicdo néo ser aplicacio, néo existe perda de gen-
eralidade. Se algum dos autématos tiver estados nao produtivos, usando a construgdo atrés
descrita, pode construir-se um autémato que reconhega a mesma linguagem e nao tenha es-
tados nao produtivos.

106 portanto, como se viu anteriormente, sio estados equivalentes



e 5y : Q2 x{a,b} — Q2 tal que

oo | a | b

po | p1 | nd

b1 | P1| P1
o [ ={pi}.

Pretende-se determinar se as linguagens reconhecidas pelos autématos sao
ou nao iguais, usando o algoritmo acima descrito. Para tal considera-se o
autémato

D = ({q()v q1, qQ7p01p1}7 {a7 b}a 67 Q%M {Q1aQ27P1})
onde 9§ : {qo,q1,92,p0,p1} X {a,b} — {qo,q1,92,P0,P1} ¢

O | al| b
q | @1 | nd
a1 | 2 | ©1
Q2 | 92 | ©1
po | p1 | nd
b1 | Dp1| P1

Usando agora o algoritmo de procura exaustiva de pares distinguiveis con-
stréi-se a seguinte tabela (onde 4/ identifica pares de estados distinguiveis).
Note-se que todos os estados deste automato sao produtivos.

p1 \/
q v
a |V v
3@ | vV v

Po | P1|q | Q1

Conclui-se assim que os estados g e pp (os estados iniciais dos dois autématos)
sao equivalentes. Deste modo Lp, = Lp,.

Na proposicao seguinte enuncia-se o resultado que garante que o algoritmo
anterior estd correcto. A prova desta proposicao encontra-se no Apéndice.

Proposicao: Sejam Dy = (Q1,1,61,¢5,F1) e Dy = (Q2,1,09,¢3, F») dois
autématos finitos deterministas nas condi¢es enunciadas no algoritmo de teste
a igualdade de linguagens reconhecidas por autématos finitos deterministas. Se
o algoritmo termina com a indicagao de que Lp, = Lp, entao tem-se, de facto,
a igualdade das linguagens. Se o algoritmo termina com a indicacao de que
Lp, # Lp, entao as linguagens sao, de facto, diferentes.

Mostra-se seguidamente como o algoritmo de procura exaustiva de pares dis-
tinguiveis pode ser usado para determinar se, dado um autémato finito deter-
minista D, existe um outro autémato finito determinista D’ cuja linguagem seja
também Lp mas que tenha menos estados que D.



Algoritmo de minimizagao de autématos:

Sendo D = (Q,1I,6,qo, F) um autémato finito determinista, o objectivo é en-
contrar um autémato finito determinista cuja linguagem seja também Lp mas
que tenha o menor niimero possivel de estados. Mais precisamente pretende-se
encontrar um autémato finito determista D' = (Q', I, ¢, ¢(,, F') tal que

[ ] LD’:LD

e se D" = (Q",1,0",q),F") é um outro autémato finito determinista tal
que Lpr = Lp entao #Q' < #Q".

Para tal procede-se do modo que seguidamente se descreve.
1. Calcula-se o conjunto Inp dos estados inuteis de D.

1.1 Se Inp = () entao passa-se para 2. fazendo Dy = D.
1.2 Se Inp # 0

1.2.1 se qo € Inp (o que significa que Lp é vazio

D, = ({q()a ql}a Iv 6,7 qo0, {ql})

onde 0'(g,a) nao estd definido para nenhum a € I é o autémato
pretendido.

) o autémato

1.2.2 Se qo ¢ Inp entao considera-se o autémato

Dl - (Ql)Iaél)q(]vFl)

onde
— @1 =Q\Inp
— 01 : Q1 x I — @y tal que
01(g, a) nao definido se 6(q,a) € Inp ou (g, a) nao

definido
01(q,a) = (g, a) caso contrario
— F1 = F\In[).

2. Procuram-se todos os pares de estados equivalentes de D; usando o algo-
ritmo de procura exaustiva de pares distinguiveis atras descrito.

2.1 Se nao existem pares de estados equivalentes entao D; é o autémato
pretendido.
2.2 Se existem pares de estados equivalentes entdao passa-se para 3.

3. Considera-se a relagao R C Q1 x Q1 tal que (p, q) € R sse p e ¢ sdo estados
equivalentes em D; e constréi-se para cada ¢ € Q1 o conjunto'?

{d €Qi:(q,4') € R}

1Se qo € Inp é porque go é um estado nio produtivo (go é sempre relevante) e, conse-
quentemente, Lp = (.

12§ e., calcula-se o conjunto de todos os estados equivalentes a g (note-se que qualquer estado
é equivalente a si préprio).

10



obtendo-se n conjuntos distintos
Ch,...,Ch
com n < #@Q1, que sao subconjuntos de ()1 nao vazios.
4. O autémato D' = (Q',1,¢',q)), F') onde
- Q' ={C1,...,Cy}
— 0 :Q xI— Q tal que
- 8(Cya) = C" se 61(q,a) € C' para algum ¢ € C
- ¢'(C,a) nao definido se §1(C, a) ndo definido para algum g € C

— qy=Ctalque gy €C
L F—{CeQ :CNF #0}

é o autémato pretendido.

Observagao: Seguem-se algumas observacoes relativas aos pontos 3. e 4. do
algoritmo anterior.

e Em 3.
— considerando os conjuntos C1,...,Cp esendo 1 <i,j <mei+#j
- 0s conjuntos constituem uma particao de ()1, isto é, para além
de serem nao vazios, sao disjuntos dois a dois (C; N C; = 0) e
Ql = Ulgk‘gn Ck;
- se p,q € C; entdo p e q sao estados equivalentes;
-sepe C;eqe C;entao p e g sao estados distingufveis'3.
e Em 4., considerando os conjuntos C1,...,Cph,a €I esendo1<i,j<n

— se 01(¢q,a) € C; para algum ¢ € C; entdo d1(q, a) € C; para qualquer
q € C; (ver Apéndice);

— se 01(q,a) nao estd definido para algum ¢ € C; entdao d1(q,a) nao
estd definido para nenhum ¢ € C; (ver Apéndice);

— tem-se que se C; N Fy # () entao' C; C Fy (ver Apéndice).

Exemplo 5: Considere-se o autémato finito determinista D = (Q, I, 6, qo, F)
descrito no Exemplo 1. Pretende-se aplicar a D o algoritmo de minimizagao
atras descrito.

e Nao existem estados intteis pelo que se passa para o passo 2.

13ou seja, se dois estados estdo no mesmo conjunto entdo sio equivalentes e se estdo em
conjuntos diferentes entao sao distinguiveis

6u seja, se um dos conjuntos contém um estado final entdo todos os outros elementos desse
conjunto sdo também estados finais

11



e A tabela construida no referido exemplo identifica ¢; e gy como o 1inico
par de estados equivalentes pelo que

— os estados gy e q1 sao equivalentes

— o estado gy é equivalente a si préprio.

Assim, tem-se uma particdo de ) em dois conjuntos

- Cl = {QO7q1}
— Oy = {g2}
e Constréi-se o autémato D' = (Q', 1,9, g, F') onde
- Q' ={C1,Cy}
—0:Q" xI— Q' tal que
) 0 1
Cy | Cy | Oy
Cy | Cp | Oy
- qy=C1
- F' ={C1}

Exemplo 6: Considere-se o autémato finito determinista D = (Q, I, 6, qo, F)
descrito no Exemplo 3. Pretende-se aplicar a D o algoritmo de minimizagao
atras descrito.

e Nao existem estados inuteis pelo que se passa para o passo 2.

e A tabela construida no referido exemplo identifica {qo,qs4}, {q1,97} e
{g3,495} como os unicos pares de estados equivalentes pelo que se tem
uma particao de () em cinco conjuntos

— C1 = {q, i}
— Co={q1,q7}
— C3={g3,q5}
— Oy = {¢}
- C5 = {g6}

e Constréi-se o autémato D' = (Q', 1,9, q, F') onde

- Q/: {01702703704705}
—0:Q" xI— Q' tal que

) 0 1
C1|Cy | Cs
Cy | C5 | Cy
Cs3 | Cy | Cs
Cy | C1 ] Cy
Cs | Cs5 | Cy
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- qy=C1
— " ={C4}

Na proposicao seguinte enuncia-se o resultado que garante que o algoritmo
de minimizagdo anterior estd correcto. A prova desta proposicao encontra-se
no Apéndice.

Proposicao: Seja D = (Q,I,4,qo, F)) um autémato finito determinista. O
autémato D’ construido no contexto do algoritmo de minimizacao de autématos
anterior é tal que

[ ] LD/:LD

e se D" = (Q",1,0",¢),F") é um outro autémato finito determinista tal
que Lpr = Lp entao #Q' < #Q".

Note-se que se nao forem encontrados pares de estados equivalentes em Dy
entao, considerando os subconjuntos Ci,...,C, de ()1 construidos no ponto
3 do algoritmo anterior, tem-se que cada um deles tem um tnico elemento.
Consequentemente, n = #Q1 e o autémato D’ tem o mesmo nimero de estados
que o autémato de partida D (se este nao tiver estados intteis), o que significa
que nao existe nenhum autémato finito determinista com menos estados que D
e que reconheca exactamente a mesma linguagem que D. Se forem encontrados
pares de estados equivalentes, existe 1 < j < n tal que C; tem mais de um
elemento e n < #Q1. Assim, o autémato D’ tem menos estados que o autémato
de partida D, o que significa D nao é o autémato com menor nimero de estados
que é possivel construir para reconhecer exactamente Lp.

O algoritmo seguinte determina se sim ou nao um dado autémato finito
determinista D é o autémato finito determinista com menor nimero de estados
que €é possivel construir para reconhecer exactamente Lp.

Algoritmo para determinar se um autémato finito determinista
tem o menor nimero possivel de estados:

Sendo D = (Q, 1,0, qo, F') um autémato finito determinista, o objectivo é saber
se sim ou nao existe um autémato finito determinista D’ com menos estados
que D e cuja linguagem é Lp. Para tal procede-se do modo que seguidamente
se descreve.

1. Calcula-se o conjunto Inp dos estados intteis de D.

1.1 Se Inp #0e D =(Q,1,6,qo, F) onde @ tem apenas dois elementos,
qo ¢ F e 6(q,i) nao estd definido para quaisquer ¢ € F e i € I,
entao nao existe um tal autémato D’. Caso contrario, existe D’ nas
condigoes descritas.

1.2 Se Inp = () passa-se para 2.
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2. Procuram-se todos os pares de estados equivalentes de D usando o al-
goritmo de procura exaustiva de pares distinguiveis atrds descrito. Se
existirem pares de estados equivalentes entao existe um tal autémato D’.
Caso contrario nao existe D’ nas condigoes descritas.

Exemplo 7:

e A partir da tabela construida no Exemplo 1 conclui-se que o autémato D
al apresentado nao é o autémato finito determinista com o menor niimero
de estados que é possivel construir para reconhecer exactamente Lp.

e A partir da tabela construida no Exemplo 2 e tendo em conta que D nao
tem estados inuteis, conclui-se que nao existe nenhum autémato finito
determinista D’ que reconheca exactamente Lp e tenha menos estados
que D.

e A partir da tabela construida no Exemplo 3 conclui-se que o autémato
D nao é o autéomato finito determinista com o menor nimero de estados
que é possivel construir para reconhecer exactamente Lp.

A correcgao do algoritmo anterior é uma consequéncia simples da correccao
do algoritmo de minimizagao.
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Apéndice: Provas das proposicoes enunciadas

Proposicao: Seja D = (Q, 1,0, qo, F') um autémato finito determinista tal que
Lp # () e seja Inp o conjunto dos estados intiteis de D. O autémato

D'=(Q',1,8',q0, F\Inp)
onde
e Q'=Q\Inp
e 0 :Q xI— Q tal que

— ¢'(q,a) nao definido se d(q,a) € Inp ou (¢, a) ndo definido

— 0'(q,a) = §(q,a) caso contrario
nao tem estados intteis e Lp = L.

Prova (esbogo): ESTA PROVA NAO FOI APRESENTADA NAS AULAS TEORICAS
Se Lp # () entdao qp ¢ Inp e existe um estado final relevante. Assim, qp € Q' e
o conjunto dos estados finais nao é vazio pelo D’ estd bem definido.

Dado que @’ é constituido por todos os estados de @ que sao relevantes e
produtivos e tendo em conta a definicao de &’ facilmente se conclui que D’ nao
tem estados inuteis.

Para provar que Lp = Lp basta considerar que, dado wx € Lp, uma
demonstracao pg...p, de w em D s6 contém estados em Q\Inp. Tendo em
conta a definicao de ¢’, conclui-se facilmente que pg . . . p, é também uma demon-
stragdo de w em D’ e 6"*(q),w) € F\Inp, pelo que w € Lp. Um raciocinio
analogo pode ser feito para concluir que se w € Lps entao w € Lp.

Proposicao: Os pares identificados como distinguiveis no decorrer do algo-
ritmo de procura exaustiva de pares distinguiveis acima descrito sao de facto
pares de estados distinguiveis do autémato.

Prova (esbogo): (A) Mostra-se, em primeiro lugar, que se {p, ¢} s@o identifica-
dos como distinguiveis no passo 1 do algoritmo entao sao de facto distinguiveis.

(i) Se um dos estados (suponha-se p) é um estado final e o outro nao é,
entao e distingue os dois estados pois §*(p,e) =p € F e 6*(q,e) =q ¢ F.

(ii) Seja a € I tal que d(p,a) = p’ e §(q, a) nao estd definido (o caso contrario
é analogo). Como, por hipétese, todos os estados do autémato sao produtivos,
existe x € I* tal que

§*(p',z) € F.

Facilmente se prova entao que
0*(p,ax) € F.
Mas, pelo facto de d(g, a) ndo estar definido, facilmente se prova também que

6"(q,ax) ¢ F
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e portanto a sequéncia ax distingue p e gq.

(B) Prova-se agora que se {p, ¢} sdo distinguiveis e existema € I e p, ¢’ € Q
tais que 0(p/,a) = p e 0(¢’,a) = ¢ entdo os estados p’ e ¢’ sdo distinguiveis.
Se p e ¢ sao distinguiveis entao existe x € I* que os distingue, i.e,

0*(p,x) € F e 0*(¢q,x) ¢ F (ou vice-versa).
Dado que
6(p'ia) =pedld,a)=q
facilmente se conclui que
0*(p/yax) € F e 6*(¢,ax) ¢ F

e portanto ax distingue p’ e ¢'.

(C) A partir da andlise do algoritmo é possivel concluir que para cada par de
estados {p, ¢} que sdo identificados pelo algoritmo como distinguiveis é possivel
encontrar uma sequéncia

{p1, a1 H{p2, 2} - APn> a0}

n > 1, de pares de estados do autémato tal que {p,q} = {pn,qn}, {P1,q1} s@o
identificados como distinguiveis no passo 1 do algoritmo e, para cada 1 < j < n,
{Pj+1,¢j+1} é obtido como se descreve no passo 2 do algoritmo a partir do par
{pj,q;} (também previamente identificados pelo algoritmo).

Tendo em conta os resultados provados em (A) e (B), é possivel entao provar
(por indugao) que cada par de estados {p, ¢} que sao identificados pelo algoritmo
com distinguiveis sdo de facto distinguiveis. Deixa-se como exercicio esta prova.

Proposigao: O algoritmo de procura exaustiva de pares distinguiveis acima
descrito encontra todos os pares de estados distinguiveis do autémato (e por-
tanto, qualquer par de estados que nao sejam identificados pelo algoritmo como
distinguiveis é um par de estados equivalentes).

Prova: ESTA PROVA NAO FOI APRESENTADA NAS AULAS TEORICAS

Vai fazer-se uma prova por absurdo, ou seja, assume-se que a afirmacao é falsa
(i.e., existem pares de estados distinguiveis que nao sao identificados pelo algo-
ritmo) e vai chegar-se a uma contradigao. Seja D = (Q, I, d, qo, F') um autémato
nas condigoes enunciadas na descricao do algoritmo.

Se a afirmacao ¢ falsa, o conjunto

A={{p,q} : p,q € Q sdo distinguiveis mas nao sdo identificados como tal
pelo algoritmo}

nao é vazio.

1. Sejam {p,q} € Aew=ay...a, € I* tais que'®

15i.e., (i) os estados p e g sdo distinguiveis mas o algoritmo nao os identifica como tal, (ii) w
distingue p e g e (iii) ndo existem pares de estados em A (ou seja, pares de estados distinguiveis
mas nao identificados como tal pelo algoritmo) que sejam distinguidos por sequéncias de
comprimento menor que o de w.
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e w distingue p e ¢
e ndo existem {p/,¢'} € A e w' € I* tais que v’ distingue p' e ¢’ e
|w'|<|w].

2. Por 1., em particular, p e ¢ sdo distinguiveis e 0*(p,w) € F e 6*(q,w) & F
(ou vice-versa, mas o raciocinio seria idéntico).

3. De 2., se w=c¢, entdop € F e q¢ F. Assim, p e ¢ sdo distinguiveis
e teriam sido identificados como tal no passo 1 do algoritmo pelo que
{p,q} ¢ A. Tem-se entdao uma contradi¢ao com 1. a qual permite concluir
que, necessariamente, w # € e portanto n > 1.

4. Por 2. e 3., tem-se que 0(p,aq) estd definido (suponha-se d(p,a1) = )
mas 6(q,a;) pode ou nado estar definido.

(a) Sed(q,ar)nao esta definido, entdo p e g sdo distinguiveis (ver proposicao
anterior) e no passo 1 do algoritmo teriam sido identificados como
tal, pelo que {p,q} ¢ A. Tem-se entdo de novo uma contradi¢ao
com 1. a qual permite concluir que, necessariamente, 0(q, a1) tem de
estar definido.

(b) Se d(q,a1) estd definido (suponha-se d(q,a;) = s), entao, por 2.,
facilmente se conclui que 6*(r,az...a,) € F e 0*(s,a2...a,) € F
pelo que r e s sdo distingidos por w' = as...a, com |w'|<|w]|. Por

1., {r,s} & A.

5. Como, por 4., r e s sao distinguiveis e {r,s} ¢ A, tal significa que r e s
foram identificados como distinguiveis pelo algoritmo.

6. Tendo em conta 5., tem-se que durante o algoritmo o par {r, s} e o simbolo
a1 tiveram de ser analisados na tentativa de encontrar novos estados dis-
tinguiveis e como, por 4., §(p,a1) =1 e d(q,a1) = s, o algoritmo identifica
p e q como distinguiveis. Como, por 2., p e ¢ sao, de facto, distinguiveis,

{p,q} ¢ A

7. Chega-se a uma contradicao entre 1. e 6. a qual permite entdao con-
cluir que o enunciado desta proposicao é necessariamente uma assercao
verdadeira.

Proposigao: Sejam D; = (Q1,1,01,q3,F1) e Dy = (Q2,1,02,q3, F») dois
automatos finitos deterministas nas condi¢oes enunciadas no algoritmo de teste
a igualdade de linguagens reconhecidas por autématos finitos deterministas. Se
o algoritmo termina com a indicagao de que Lp, = Lp, entao tem-se, de facto,
a igualdade das linguagens. Se o algoritmo termina com a indicagao de que
Lp, # Lp, entao as linguagens sao, de facto, diferentes.

Prova (esbogo): ESTA PROVA NAO FOI APRESENTADA NAS AULAS TEORICAS
Seja D = (Q, 1,0, qo, F) o autémato construido no ponto 1. do algoritmo.

(A) Da definicao de ¢ facilmente se conclui que, para cada j € {1,2}, ¢ € Q;
ew € I* §*(q,w) € F sse 5;(q,w) € F;.
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(B) Se o algoritmo termina com a indicagdo de que Lp, = Lp,, entao é
porque o algoritmo de procura exaustiva de pares distinguiveis nao identifica
como distinguiveis os estados qé e qg. Pelas duas proposicoes anteriores, estes
estados sdo equivalentes. Assim, para cada w € I*, §*(g8, w) € F sse §* (g3, w) €
F. Por (A), para cada w € I*, §7(q},w) € Fy sse 83(¢¢,w) € Fy, ou seja,
Lp, = Lp,.

(C) Se o algoritmo termina com a indica¢ao de que Lp, # Lp,, entao é
porque o algoritmo de procura exaustiva de pares distinguiveis identifica como
distinguiveis os estados qé e q%. Por uma das proposicoes anteriores, qé e q(Q] Sa0
estados distingufveis pelo que existe w € I* tal que §*(¢f,w) € F e 6*(¢3,w) ¢
F (ou vice-versa, mas o raciocinio é o mesmo). Por (A), &i(¢f,w) € Fi e
5;((1(%7 w) ¢ Fy, ou seja, Lp, # Lp,.

Antes de provar a correccao do algoritmo de minimizacao de autématos,
provam-se algumas propriedades relacionadas com os estados do autémato D’
construido no ponto 4. do algoritmo de minimizacgao de autématos.

Proposicao: Seja D = (Q, 1,6, qo, F') um autémato finito determinista, seja
Dy = (Q1,1,61,q, F1) o autémato considerado no ponto 2 do algoritmo de min-
imizacao de autématos anteriormente apresentado e seja D' = (@', 1,0, q(, F')
0 autémato construido no ponto 4 do mesmo algoritmo. Sendo Cfi,...,C ), os
conjuntos construidos no ponto 3. do referido algoritmo, a € I e 1 <1%,57 <n

1. C4,...,C), constituem uma particao de @1 (i.e, sdo conjuntos nao vazios,
disjuntos dois a dois e Q1 = Uy <<, Ck;

2. se p,q € C; entao p e ¢ sao estados equivalentes;
3.sei#j,peC;eqeCjentao p e g sao estados distinguiveis;

4. se 41(q,a) € Cj para algum ¢ € C; entdo 01(¢,a) € C; para qualquer
q€ Cj;

5. se 01(q,a) ndo estd definido para algum ¢ € C; entdo ;1(q,a) nao estd
definido para qualquer ¢q € Cj;

6. se C;NFy # () entao C; C F} .

Prova: ESTA PROVA NAO FOI APRESENTADA NAS AULAS TEORICAS
1. Para cada 1 < i < n, (; nao é vazio porque cada estado é sempre equivalente
a si préprio.

O conjunto C; é o conjunto de todos os estados que sao equivalentes a
um dado estado r, o mesmo acontecendo a C; face a um dado estado s. Se
p € C;NCj, entao p e r sao estados equivalentes e p e s sao estados equivalentes
pelo que r e s sao estados equivalentes. Facilmente se conclui entao que todos
os estados equivalentes a r também sao equivalentes a s e portanto C; C Cj.
De igual modo, todos os estados equivalentes a s sao também equivalentes a r e
portanto C; C C;. Conclui-se assim que C; = C;. Deste modo, se i # j, entao
cin Cj = 0.
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E trivial concluir que Q; = U1 <k<n Ck pois cada um dos conjuntos C; é um
subconjunto de Q; e cada ¢ € Q; pertence a algum C;.

2. O conjunto C; é constituido por estados que sao equivalentes a um dado
estado r pelo que se p,q € C; entao sao ambos equivalentes a r e portanto
equivalentes entre si.

3. O conjunto C; é o conjunto de todos os estados que sdo equivalentes a
um dado estado r. Se p € C; entao p é equivalente a r. Se ¢ € C}, entao, como
se viu em 1., ¢ ¢ C; pelo que ¢ ndo é equivalente a r e, consequentemente, nao
é equivalente a p. Deste modo, p e ¢ sao estados distinguiveis.

4. Suponha-se, por absurdo, que p,q € Cj, d1(q,a) = ¢’ € C}, d1(p,a) =
p' € CyeCj#Cj. Por 3., p' eq sao distinguiveis e portanto existe x € I*
tal que 67(¢',x) € F e 07(p',x) € F (ou vice-versa). Entao, 67(¢,azx) € F. Por
outro lado, 07(p/,z) = p"” & F ou §7(p/,z) nado estd definido. Em ambos os
casos, 07 (p,ax) ¢ F pelo que p e ¢ sao distinguiveis. Chega-se assim a uma
contradicao, pois, por 2., p e g sdo equivalentes.

5. Suponha-se, por absurdo, que p,q € C;, d1(¢q,a) nao estd definido e
d1(p,a) = p'. Como todos os estados de Dp sdo produtivos (ver prova da
proposicao seguinte), existe x € I* tal que 07 (p/,z) € F e portanto 7 (p, ax) €
F. Tem-se necessariamente que 5 (g, ax) € F pelo que p e ¢ sao distinguiveis.
Chega-se assim a uma contradigao, pois, por 2., p e ¢ sao equivalentes.

6. Suponha-se que p,q € C;, p € F1 e q ¢ F}. Entao a sequéncia e distingue p
e q, pelo que estes estados sao distinguiveis. Chega-se assim a uma contradicao,
pois, por 2., p e g sao equivalentes.

Proposicao: Seja D = (Q, 1,4, qo, F') um autémato finito determinista e seja
D' = (Q,1,¢,q),F') o autémato considerado no ponto 4 do algoritmo de
minimizacao de autématos anteriormente apresentado. Tem-se que

1. D’ estd bem definido;
2. D’ s6 tem estados produtivos e relevantes;

3. sao distinguiveis quaisquer dois estados distintos de D’.

Prova: ESTA PROVA NAO FOI APRESENTADA NAS AULAS TEORICAS

O autémato D’ construido no ponto 4 é obtido a partir de um autémato
Dy = (Q1,1,61,q%, F1) que é o préprio D se Inp = () ou é obtido no ponto 1.2.2
do algoritmo. Se Inp = (), trivialmente, D; estd bem definido. Se Inp # 0 e
q € Inp: (i) qo € Q1, pelo que Q1 # () e (ii) go é produtivo pelo que existe um
estado final relevante (e consequentemente nao inttil) e, assim, F; # (). Deste
modo, assegura-se que D1 estd bem definido. Tendo em conta a definicao de
Dy, pela primeira proposicao deste Apéndice, D1 nao tem estados inuteis.

1. Por 1. da proposicao anterior, C1, ..., C, é uma particao de ()1 e portanto
sao verdadeiras as assercoes seguintes.

Sendo a € I e ¢ € Cj, para algum 1 < ¢ < n, existe 1 < j < n tal
que d1(q,a) € C; se d1(q,a) estd definido. Usando também 4 da proposicao
anterior, se 01(q,a) € C; entao 01(¢’,a) € C; para cada ¢’ € C; e, usando 5,
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se 01(q,a) ndo esta definido entao d1(¢’, a) também nao esta definido para cada
¢’ € C;. Deste modo a fungao ¢’ fica definida sem ambiguidade.

Tem-se que gy € C; para um e um s6 1 < i < n e portanto g estd definido
e sem ambiguidade.

Existe 1 < i < n tal que C; N F} # () e portanto F’ # ().

2. Dado 1 < j < n, como, por 1. da proposicao anterior, C; # (), existe
p € C; € Q1. Como foi referido acima, todos os estados de D; sao produtivos
e, portanto, existe uma sequéncia w = aj ... a,, € I* (m > 0) tal que 67 (p, w) €
Fy. Considerando a derivagao pg . ..pm de w a partir de p em Dj, tem-se que
Po = P, Pm € F1 e 61(pj,aj41) = pj+1 para cada 0 < j < m. Considere-se a
sequéncia Fj ... Py, de estados de D’ onde, para cada 0 < j < m, P; é o estado
de Q" que contém p; (por 1. da proposicao anterior, existe sempre um e um sé
estado de @' nestas condigoes). Tendo em conta a definigdo de D', tem-se que
Py=Cj, P € ' e §'(Pj,aj4+1) = Pj41 para cada 0 < j < m. Facilmente se
conclui entdao que ¢’ *(Cj,w) € F' pelo que C; é um estado produtivo.

Por um raciocinio semelhante prova-se que D’ s6 tem estados relevantes.

3. Suponha-se, por absurdo, que existem 1 <4,j < ntalquei # je C;e C;
sao estados equivalentes. Por 1. da proposicao anterior, existem p € C; C Q1 e
q € C; € Q1. Por 3. da proposicao anterior, p e g sao distinguiveis. Logo, existe
uma sequéncia w = aj ... a, € I* (m > 0) tal que 67 (p,w) € Fy e 6 (¢, w) € F1
(ou vice-versa).

Considerando a derivacao pg . ..pm de w a partir de p em D; e raciocinando
como em 2., conclui-se que ¢’ *(C;,w) € F'.

Como se assume que C; e C; sao estados equivalentes, &' *(Cj,w) € F.
Considere-se a derivagao F . .. Py, de w a partir de Cj em D’. Tem-se que Py =
Cj (e portanto ¢ € Py), Py, € F' (e portanto P, NFy # 0) e 8’ (Pj, aj+1) = Pjt1
para cada 0 < j < m. Tendo em conta a definigao de ¢’, se ¢'(Pj, aj41) = Pjt1
é porque existe p’ € P; tal que 01(p’,a;4+1) € Pj+1 (e, por 4. da proposigao
anterior, 61(p”, a;j4+1) € Pj41 para cada p” € P;). Considere-se entao sequéncia
Po - .. pm de estados de Dy onde pg = g(€ Py) e para cada 0 < j < m, pjy1 é
o elemento de Pj;1 que é igual a 61(pj, a;j41). Por 6. da proposicao anterior,
dado que P, N Fy # (0, entao P,, C F; e portanto p,, € F;. Facilmente se
conclui entdo que (g, w) € F;. Chega-se assim a uma contradi¢do e, conse-
quentemente, a assercao 3. é verdadeira.

Proposicao: Seja D = (Q,I,4,qo, F) um autémato finito determinista. O
autémato D’ construido no contexto do algoritmo de minimizacao de autématos
anterior é tal que

[ ] LD/:LD

3

e se D" = (Q",1,0",q(,F") é um outro autémato finito determinista tal
que Lpr = Lp entao #Q' < #Q".

Prova (esbogo): ESTA PROVA NAO FOI APRESENTADA NAS AULAS TEORICAS
(A) Suponha-se que Inp # 0 e qo € Inp. Assim, gy nao é produtivo
e Lp = (. Tendo em conta a definicio de autémato finito determinista, é
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imediato concluir que o autémato D’ apresentado no ponto 1.2.1 do algoritmo
verifica as assergoes 1. e 2. acima.

(B) Suponha-se que Inp # 0 e qo € Inp e seja D1 o autémato apresentado
no ponto 1.2.2 do algoritmo. E simples mostrar que Lp = Lp,. Dado w =
a...aym € Lp (m > 0), considere-se a demonstragao pg...p, de w em D
onde, como se sabe, §(p;,aj+1) = pj+1 para cada 0 < j < m. E facil concluir
que nesta demonstracao s6 ocorrem estados de D nao pertencentes a Inp (e
portanto estados de D;). Tendo em conta a defini¢ao de d1, tem-se também que
01(pj, aj4+1) = pj+1 para cada 0 < j < m, o que permite facilmente provar que
w € Lp,. Considerando agora w € Lp, e raciocinando de modo semelhante,
concluir-se-ia que w € Lp.

Se Inp = ), tendo em conta o ponto 1.1 do algoritmo, é trivial a igualdade
Lp=Lp,.

Deste paragrafo conclui-se entao que o autémato D; ao qual vai ser aplicado
o algoritmo de procura exaustiva de pares distinguiveis verifica Lp = Lp,.

(C) Prova-se agora que Lps = Lp assumindo que D’ é o autémato con-
struido no ponto 4 do algoritmo. Por (B), basta mostrar que Lps = Lp,.

Seja entdo w = aj...a, € Lp, (m > 0) e considere-se a demonstragao
Po-..pm de w em Dy. Tem-se que pg = qo, pm € F1 € 31(pj, aj1+1) = pj+1 para
cada 0 < j < m. Raciocinando como na prova de 2. da proposicao anterior,
conclui-se que ¢’ *(¢q), w) € F’' pelo que w € Lpy.

Seja agora w = aj...a, € Lpr (m > 0) e considere-se a demonstragao
Py...P, de wem D'. Tem-se que Py = ¢ (e portanto qo € Fp), P, € F’ (e
portanto Pp,NFy # 0) e 8'(Pj, aj4+1) = Pj4+1 paracada 0 < j < m. Raciocinando
como na prova de 3. da proposigao anterior, conclui-se entao que 67 (go, w) € Fy
pelo que w € Lp,.

(D) O objectivo é mostrar agora que o autémato finito determista D" nas
condicoes do enunciado verifica #Q’ < #Q" assumindo que D’ é o autémato
construido no ponto 4 do algoritmo.

Pode assumir-se, sem perda de generalidade, que Q' N Q" = (. Pode
também assumir-se que D" s6 tem estados produtivos (caso tenha, existe um
automato finito determista com menos estados que reconhece exactamente L p»
e pode passar-se a considerar esse novo autémato). Por 2. da proposigdo an-
terior, D’ s6 tem estados produtivos e relevantes. Considere-se o autémato
Dy = (Qu,1,0u,qY, Fy) que resulta da “unido” de D' e D” e é obtido como
descrito no algoritmo de teste a igualdade das linguagens reconhecidas por dois
autématos.

(i) Os estados ¢, e qjj sao estados equivalentes de Dy (pois Lps = Lpn).

(ii) Sejam p € Q' C Qu e ¢ € Q" C Qu estados equivalentes.

Suponha-se que existe a € I tal que dy(p,a) = p’' e dy(q,a) ndo definido.
Tem-se que 0'(p,a) = p € Q. Como, por 2. da proposi¢ao anterior, p’ é
estado produtivo de D’, conclui-se facilmente que p’ é estado produtivo de Dy
e portanto existe w € I* tal que 0j;(p', w) € Fy, pelo que &}, (p, aw) € Fyy. Mas
0(;(q, aw) & Fy e portanto aw distingue p e ¢q. Chega-se assim a um absurdo.

Se du(p,a) nao definido e oy (g, a) = ¢’, como D” também sé tem estados
produtivos, chegar-se-ia de novo a um absurdo.
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Conclui-se assim que sendo p € Q' C Qu e ¢ € Q" C Qu estados equiva-
lentes, dado a € I, 0y (p, a) esta definido sse 0y (g, a) estd definido.

(iii) Mostra-se agora que cada estado p € @' C Qu ¢ equivalente a pelo
menos um estado g € Q" C Qy.

Sejap € Q' C Qu. Por 2. da proposicao anterior, p é estado relevante de D’
e portanto existe w = ai ...a, € I* (m > 0) tal que 6" (qp, w) = 6;;(gH, w) = p.
Considere-se a derivagdo py...pm de w a partir de ¢{ em D;. Tem-se que
Po = ¢y, Pm = P € 8'(pj,a541) = du(pj,aj41) = pj+1 para cada 0 < j < m.
Por (i), q{ e ¢( sao equivalentes e portanto, como dr(qy,a1) = pi, por (ii),
du(gh,a1) = 1 € Q". Se p1 e q1 fossem distinguiveis entdo, ¢, e ¢ também
o seriam. Dado que sao equivalentes entao também p; e ¢q; sdo equivalentes.
Raciocinando de modo analogo para cada 1 < j < m (ou, mais rigorosamente,
fazendo uma prova por inducdo), concluiu-se que p,,(= p) é equivalente a um
certo estado q € Q.

(iv) Por (iii) é possivel definir uma fungao f : Q" — Q" tal que f(p) é um
estado de Q" equivalente a p. Se #Q" < #Q', tém de existir dois estados
distintos p e g de D’ tais que f(p) = f(q) = p' € Q". Isto siginifica que p é
equivalente a p’ e ¢ é equivalente a p’ em Dy. Consequentemente, p e g sao
equivalentes em Dyy. Entdo, para cada w € I*, 65 (p, w) € Fy sse §f;(q, w) € Fy,
ou seja, tendo em conta a definicao de Dy, 6™ (p,w) € F' sse §*(q,w) € F".
Deste modo p e ¢ sao estados distintos de D’ e sao equivalentes o que contradiz
3. da proposic¢ao anterior. Conclui-se entao que #Q’ < #Q" como se pretendia.

(E) As alineas (C) e (D) acima provam as asser¢oes enunciadas nesta proposicao
assumindo que D’ é o autémato construido no ponto 4 do algoritmo. Resta
agora considerar o caso relativo ao ponto 2.1 do algoritmo em que D’ é Dj.
Neste caso, por (B), a assercdo Lp = Lp é trivial. Quanto a desigualdade
#Q' < #Q", basta ter em conta que se em D; nao existem estados equiva-
lentes entao, se forem aplicados os pontos 3 e 4 a este autémato, cada um dos
conjuntos C1,...,C, é um conjunto singular e n = #Q = #Q’. Raciocinando
como em (D) concluir-se-ia a desigualdade pretendida.
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