1 Introducao

No texto! que se segue vao ser apresentados resultados sobre nao decidibilidade
de alguns predicados (sobre os naturais), ou seja, para certos predicados vai
ser apresentada uma prova de que nao é possivel escrever programas URM que
permitam determinar, para cada tuplo adequado de argumentos, se sim ou nao
os predicados sao verdadeiros.

Descrigoes informais de alguns destes predicados sao

e problema da paragem: dado um programa arbitrdrio e valores de entrada
para esse programa, o problema de determinar se sim ou nao o programa
termina (se sim ou nao o programa tem um ciclo infinito) quando é exe-
cutado com esses valores;

e printing problem: dado um programa e um valor arbitrarios, o problema
de determinar se sim ou nao se vai obter como output do programa esse
valor;

e fixada uma dada funcao unéria computéavel 6, o problema de determinar
se sim ou nao um programa arbitario calcula essa fungao;

e dados dois programas arbitrarios, o problema de determinar se sim ou
nao eles calculam a mesma fungao (unéria).

Estes resultados de nao decidibilidade, envolvendo programas URM e fungoes
naturais, sao relevantes pois, assumindo o postulado de Church-Turing, per-
mitem avaliar limites? das capacidades computacionais dos computadores dig-
itais (arquitectura de von-Neumann). Um programa P executdvel num com-
putador digital calcula uma certa funcio (nio necessariamente total®) em [INg —
INg]. Com efeito, P calcula uma funcao que faz corresponder a cada conjunto de
valores de entrada (input) um certo conjunto (eventualmente vazio) de valores
de saida (output). Os valores de entrada, tal como os de saida, constituem uma
sequéncia finita de caracteres e portanto P calcula uma determinada funcao
que transforma sequéncias finitas de caracteres em sequéncias finitas de carac-
teres. Cada caracter pode ser representado por um sequéncia finita de 0’s e
1’s o que significa que o programa P calcula uma dada fungao de {0,1}* em
{0,1}*. O conjunto {0, 1}* é efectivamente numeravel* o que permite entdo con-
cluir que P calcula uma func¢éo natural de varidvel natural, isto é, uma funcao
em [INg — INg]. Esta funcao é efectivamente computdvel pois existe um pro-
cedimento efectivo que a calcula (P e as codifcagoes envolvidas). Conclui-se

!Estas notas sdo baseadas em Sintaxe e Semantica de Linguagens I, J-F Costa, DMIST,2000
e Computability-an introduction to recursive function theory, N. Cutland, Cambridge Univer-
sity Press, 1980

Zassumindo que as computacoes tém de ser executadas em tempo finito, mas néo limitado
e que a memoria utilizada é também finita, mas nao limitada

3em particular, programas cuja execucdo possa nao terminar correspondem a funcdes nio
totais

“basta pensar na bijeccdo f : {0,1}* — IN tal que f(w) = m(w1,w2) onde, sendo w = wiws
tal que wi € {0}" e wp € {0} U{lz: 2z € {0,1}*}, w1 =|w1| e wa é a representagdo em base
10 do natural cuja representagdo em base 2 é wo



assim que a cada programa executdvel num computador digital corresponde
uma fungao em [INg — INg] efectivamente computdvel. Tendo em conta o
postulado de Church-Turing, esta funcao é, em particular, URM-computavel.
Assim, uma funcao natural de varidvel natural que nao seja URM-computavel
nao pode ser calculada por um programa executavel num computador digital.

Deste modo, a nao decidibilidade dos predicados acima mencionados tem
como consequéncia que, em particular, a solu¢ao do problema da paragem esta
para além das capacidades computacionais de maquinas digitais (arquitectura
de von-Neumann).

2 Enumeracao dos programas URM e das funcoes
computaveis
Notagao: No que se segue, para cada n,m, k € INy

e ¢F 6 a funcio de aridade k calculada pelo programa cujo cédigo (ou
numero de Godel) é n; no caso de k ser 1 usa-se somente ¢,

° Wff ¢ o dominio de gi)fl; no caso de k ser 1 usa-se W,

E¥ ¢é o contradominio de ¢¥; no caso de k ser 1 usa-se E,

¢n(m) | representa que a fungao ¢, esta definida para o valor m

¢n(m) 7 representa que fungao ¢, nao estd definida para m

O facto de existir uma bijeccao v : IP — INy efectivamente computavel per-
mite construir uma enumeracgao de IP que pode ser identificada com a sucessao

P07P17P27"'

isto é, a sucessao cujo i-ésimo termo é o programa URM cujo c6digo (ou nimero
de Godel) é i. Como 7 é uma bijecgao, nesta enumeracao nao hé repeticoes, ou
seja, se 1 # j entao os programas P; e P; sao diferentes.

A partir da enumeragao acima referida pode construir-se, para cada k € IV,
uma enumeracao de Cy (conjunto das fungdes URM-computéveis de aridade k)

k .k Lk
¢07¢17¢2a' ce

isto é, a sucessao cujo i-ésimo termo é a funcao de aridade k calculada pelo
programa URM cujo cédigo é i. Nesta enumeragdo ha repeticoes, ou seja,
existem 7,7 € INg tais que ¢ # j e gzﬁf = qbf, pois a mesma funcao pode ser
calculada por programas diferentes. No que se segue, tem particular interesse
a enumeracao

¢07¢13¢27 R
de Cl.

Considere-se a seguinte tabela (infinita)



0 1 2
do | ¢0(0) | o(1) | ¢0(2)
#1 | $1(0) | p1(1) | ¢1(2)
B2 | $2(0) | ¢2(1) | ¢2(2)

Na coluna mais a esquerda da tabela encontra-se a referida enumeragao de
Cy. Para cada n € INy e cada m € INy, ¢,(m) representa a imagem de m
através da funcao ¢,, se m pertence ao dominio desta fungao, e nd (i.e., nado
definida) quando m nao pertence a este dominio (i.e., a fungdo ¢, nao esta
definida para m).
Muitos resultados em computabilidade sao provados com base em funcgoes
construidas & custa desta tabela, mais precisamente, a custa dos valores ¢o(0), ¢1(1), $2(2), ...
da diagonal.

Proposicao: Existe uma fungao total unaria que nao é URM-computéavel

Prova: A ideia é construir uma funcao total unaria que seja diferente de todas
as fungdes em C (o conjunto das fungdes undrias URM-computdveis) e que
portanto nao pode ser computavel. Mais precisamente, vai considerar-se uma
fungao f que, para cada k € INy, é diferente de ¢y no ponto k, ou seja, f(n) #
oi (k).

Considere-se entao a fungao f : INg — INg tal que

_f on(n)+1 se dp(n)|
fn) = { 0 caso contrario

Seja k € INg. Tem-se que f(k) # ¢r(k) pois: (i) se ¢r(k) | entdao f(k) =
o4(k) + 1 e portanto f(k) # éx(k); (i) se ¢x(k) 1 entdo f(k)| (pois f(k) = 0)
e portanto, de novo, f(k) # ¢r(k).

Conclui-se entdao que, para cada k € 1INy, f # ¢ (dado que f e ¢
atribuem diferentes valores a k). A funcdo f ¢é assim distinta de todas as
funcoes unarias URM-computdveis, como se pretendia, logo, naturalmente, f
nao é URM-computavel.

3 O problema da paragem (halting problem) e o print-
ing problem

Informalmente, o problema da paragem pode ser formulado do seguinte modo:

dado um programa P arbitrario e um valor de entrada para P, determinar se

P termina para esse valor de entrada. De um modo rigoroso, o problema da
paragem pode ser formulado de diferentes formas, como se segue.

Definicao: O PROBLEMA DA PARAGEM
O problema da paragem pode ser formulado do seguinte modo:

“dados m,n € INp, determinar se ¢,(m) esta definido”.



Uma outra forma de formular o problema é:

“dados m,n € INg, determinar se m € W,,”.

Podem apresentar-se diferentes provas para o facto de o problema da paragem
nao ser decidivel, isto é, para o facto de nao ser possivel encontrar um programa
URM que, dados n,m € INg, devolva, por exemplo, 1 se a computacao do
programa P, a partir da configuracao < m > é finita e 0 caso contrario.
Proposicao: O problema da paragem nao é decidivel, ou seja, o predicado
odn(m) estd definido” nao é decidivel.

Prova: Vai fazer-se uma prova por absurdo. Suponha-se que o predicado é
decidivel. Entao a sua funcao caracteristica c : INg x INg — INp tal que

c(n,m) = { 1 se ¢n(m) |

0 caso contrario
é URM-computavel. Considerando a fungao f : INg — INp tal que

0 se c¢(n,n) =0
nao definida caso contrario

i ={

tem-se que se ¢ ¢ URM-computavel entao f também é.

Chega-se a uma contradi¢ao porque se consegue provar, por outro lado, que
f # ¢ para todo k € INy (i. e., f é distinta de todas as fungoes undrias URM-
computaveis), mostrando que, para cada k € INy, f(k) # ¢r(k): (i) se op(k) |
entdao c(k,k) = 1, logo f(k) T e portanto f(k) # ¢x(k); (ii) se ¢r(k) T entdo
c(k,k) =0, logo f(k) = 0 e portanto, de novo, f(k) # ¢i(k).

Conclui-se assim que ¢ nao pode ser URM-computavel.

Como se referiu anteriormente, o problema da paragem pode também ser
formulado em termos de W,,. Neste caso, para provar que o problema da par-
agem nao ¢ decidivel, pode recorrer-se ao facto de o predicado “n € W,,” nao
ser decidivel. A nao decidibilidade deste predicado é importante pois exis-
tem muitos outros predicados cuja nao decidibilidade é provada pelo facto de
“n € W,” nao ser decidivel.

Proposigao: O predicado “ n € W, ” nao é decidivel.

Prova: Vai fazer-se uma prova por absurdo. Suponha-se que o predicado é
decidivel. Entao a sua funcao caracteristica c : INg — INy tal que

(n) = 1 seneW,
=0 sendg W,

é URM-computavel. Considerando a fungao f : INg — INp tal que

f(n):{ 0 se c(n) =0

nao definida ¢(n) =1
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tem-se que se ¢ ¢ URM-computéavel entao f também é.

Chega-se a uma contradi¢ao porque se consegue provar, por outro lado, que
f # ¢ para todo k € INy (i. e., f é distinta de todas as fungoes undrias URM-
computaveis), mostrando que, para cada k € INy, f(k) # ¢r(k): (i) se ¢r(k) |
entdao k € Wy, logo c¢(k) = 1 pelo que f(k) T e portanto f(k) # ¢r(k); (ii) se
¢r(k) T entdo k & Wy, logo c(k) = 0 pelo que f(k) = 0 e portanto, de novo,
f(k) # dr(k).

Conclui-se assim que ¢ nao pode ser URM-computdvel.
Proposicao: O problema da paragem nao é decidivel, ou seja, o predicado
n € W,, ” nao é decidivel.

Prova: Vai fazer-se uma prova por absurdo. Suponha-se que o predicado é
decidivel. Entao a sua funcao caracteristica c : INg X INg — INy tal que

( ) = 1 seneW,
A= 0 sen & Wy,

é URM-computavel. Considerando a fungao f : INg — INp tal que

s ={ g i

tem-se que se ¢ é computdvel entdo f também é pois f(n) = c¢(n,n). Mas, pela
proposicao anterior, f nao é computével, logo ¢ também nao o é.

Um outro resultado também importante é o que se segue. Este resultado
estabelece que nao é possivel determinar se o valor n vai ser ou nao obtido como
output do programa P, , isto é, mais precisamente, se existe algum z € IN tal

que ¢p(z) = n.

Proposigao: O predicado “ n € E, ” nao é decidivel.

Prova: Vai fazer-se uma prova por absurdo. Suponha-se que o predicado é
decidivel. Entao a sua funcao caracteristica c : INg — INy tal que

c(n) = 1 senc kb,
10 sené€kE,

é URM-computéavel. Considerando a fungao f : INg — INp tal que

f(n):{ n se c(n) =0

nao definida ¢(n) =1

tem-se que se ¢ é computavel entao f também é. Entao f = ¢, para algum
k € INg. Tem-se que k € Ej, sse k pertence ao contradominio de f sse ¢(k) =0
sse k € Ey, ou seja, chega-se a um absurdo. Conclui-se assim que ¢ nao pode
ser computavel.

A partir da proposicdo anterior pode provar-se um resultado mais geral:
o predicado “ n € FE,, ” nao é decidivel. Este resultado estabelece que nao



é possivel determinar se um valor arbitrario n vai ser ou nao obtido como
output de um programa arbitario P,,, isto é, mais precisamente, se existe algum
x € INg tal que ¢, () = n. Este resultado é usualmente conhecido como a nao
decidibilidade do printing problem.

Proposicao: O predicado “ n € E,, ” nao é decidivel.
Prova: Suponha-se que o predicado é decidivel. Entao a sua fungao carac-

teristica ¢ : INg X INg — INy tal que

c(n,m) = 1 sene F,,
10 send En

é URM-computéavel. Considerando a fungao f : INg — INy tal que

1 sene kb,

s ={ g wis

tem-se que se ¢ é computdvel entdo f também é pois f(n) = ¢(n,n). Mas, pela
proposi¢ao anterior, f nao é computavel, logo ¢ também nao o é.

4 O teorema da parametrizagao (para fungoes binarias)
e as funcoes universais

Proposi¢ao: TEOREMA DA PARAMETRIZAGAO (PARA FUNGOES BINARIAS)
Seja f uma funcao binaria URM-computavel. Existe uma funcao total URM-
computavel s : INg — INj tal que

Prova: Ha que mostrar que é URM-computavel a fungao s : INg — INg tal que
s(z)=c

onde ¢ é o cédigo do programa @ (ie, v~ !(c) = Q) que calcula a funcio unéria
(¢¢) que a cada y faz corresponder f(z,y), ie,

r 3¢ tal que ygf(x,y)

Uma vez que f é URM-computavel existe um programa F' que calcula f. A
ideia para calcular s é construir, a partir de F', o programa () e a partir deste
calcular o respectivo cédigo ¢ (usando 7).

O programa () que se pretende é

T(1,2)
Z(1)
S(1)



S(1)
F
onde apds os dois primeiros comandos se tem z comandos S(1).
Tem-se entdao que y(Q) = c¢. Como ~ é efectivamente computdvel, s é
efectivamente computdvel. Pelo postulado de Church, s é URM-computéavel.

O teorema da parametrizacao para fungoes bindrias assegura que, dada uma
funcao binaria URM-computavel f, existe uma funcao URM-computavel undria
e total s que calcula as imagens f(z,y) da fungao f da seguinte forma: dados
os argumentos = e ¥y, (i) s(x) é o c6digo de um certo programa @ e (ii) este
programa () calcula precisamente a fungao unaria que a cada y faz corresponder
f(z,y) (ouseja, Q(y) | f(z,y) se f(x,y) esta definido e Q(y) T caso contrario).

O teorema da parametrizagao é por vezes também designado teorema s-m-n
(por razoes que nao serao aqui detalhadas) e pode ser generalizado para fungoes
URM-computéaveis de aridade superior a 2 (ver Computability-an introduction
to recursive function theory de N. Cutland, por exemplo).

Definigao: FUNCAO UNIVERSAL PARA FUNCOES UNARIAS
A funcao universal para fungoes unarias é a funcao ¥y : Wg — INy tal que

Yy (2, y) = du(y)-

De certo modo pode dizer-se que esta fun¢do incorpora todas as fungoes
undrias computaveis ¢g, ¢1, ... pois fixando o z, ao fazer variar y em ¥y (z,y)
estéd a calcular-se ¢,. Esta ideia pode ser generalizada como se segue.

Definigao: FUNCAO UNIVERSAL DE ARIDADE n
A fungao universal para fungoes de aridade n, n € IN, é a funcao de aridade
n+1
g NG — Ny
tal que

Uiz, x1,...,x0)) = on(T1, ..., Tn).

Usa-se Wy para representar \Il%]

PROGRAMA UNIVERSAL: Serd a fungao ¥y (ou, mais genericamente, WU7;) com-
putavel? Em caso afirmativo, qualquer programa P que calcule esta funcao
pode ser visto como incorporando todos os outros programas: é um programa
universal!

Proposicao: Para cada n € INy, ¥, é computavel.

Prova: Mostra-se primeiro que ¥, é efectivamente computdvel. Dados x € INg
e 1,...,T,, calcula-se y~!(z), isto é, o programa P cujo cédigo é z. As-
sim, a computacao P(zy,...,z,) permite encontrar o valor de ¢7(z1,...,xy).



Conclui-se entao que W7 é efectivamente computdvel e, pelo postulado de
Church, W7, é computavel®.

5 Mais problemas nao decidiveis

Proposicao: O predicado “¢,, = Az.0” nao é decidivel.

Prova:
1. Considere-se a funcao f : INg x INg — INy tal que

(o0 se n € W, (ie, pp(n)|)
fn,m) = { nao definida se n ¢ Wy, (ie, ¢n(n)1)

A funcao f é computavel pois f(n,m) = z(¥y(Usz,1(n,m),Usz1(n,m))),
com z = Azx.0, ou seja, f é obtida por composicao de fungdes computaveis.
Pelo teorema da parametrizacao para funcoes bindrias, existe s : INyg —
INy total e computavel tal que

f(n7 m) = ¢s(n) (m>

2. Tendo em conta a definicdo de f, tem-se que

neW,
sse
f(n,m) = 0 para cada m € I\
sse
¢s(n)(m) para cada m € Ny
sse

¢s(n) (m) = Az.0.

3. Considere-se a funcao caracteristica do predicado em causa, ¢ : INg — INy
tal que
|1 sed¢,=Az.0
o(n) = { 0 se ¢, # \x.0

Se ¢ for computavel entdo também é computavel a funcao h : INy — INy

tal que
h(n) = 1 se ¢gg(n) = Az.0 (}e, neWw,)
0 se ¢yn) # Az.0 (ie, n g W)
pois h(n) = c¢(s(n)). Mas, por uma proposi¢do anterior (o predicado

“n € W,,” nao é decidivel) h ndo é computavel e por isso ¢ também nao
é.

SEm Computability-an introduction to recursive function theory, N. Cutland, Cambridge
University Press, 1980, pagina 86 (e seguintes) apresenta-se uma prova axiomdtica de que ¥
é computdvel (ou seja, mostra-se que Uy é parcial recursiva).



Proposigao: Seja 6 uma funcao computavel. O predicado “¢, = 6” nao é
decidivel.

Prova: A prova é semelhante & prova relativa & ndo decidibilidade de “¢,, =
Az.0” bastando substituir Az.0 por 6. Mais precisamente, ha que fazer seguintes
alteragoes: (i) em 1., 0 é substituido por #(m) na definicao de f; (i) em 1.,
2(Uy (U (n,m), Uz 1(n,m))) é substituido por

Uz 2 (W (Uz,1(n, m), Uz1 (n,m)), 0((Us,2(n, m)));
(iii) em 2. e 3., Az.0 é substituido por 6.
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Proposicao: O predicado “¢, = ¢,,” nao é decidivel.

Prova: Considere-se a funcao caracteristica do predicado ¢ : INg x INg — INy

tal que
_ 1 se ¢n = ¢m
cmm={ o oS

e seja P =< Z(1) >. Tem-se que 7(P) = 0 e ¢ = Az.0. Se ¢ é computdvel
entao também é computavel a funcao f : INg — INy tal que

f(n) =g(n,0) = { 0 se ¢, # gi())o(: Az.0)

Mas por uma proposicao anterior, f nao é computavel e portanto ¢ também
nao o é.

6 O teorema de Rice

O teorema da parametrizacao foi utilizado (directa ou indirectamemente) na
secgao anterior para provar que certos predicados nao sao decidiveis (e.g.: (i)
saber se a funcao undria calculada por um programa arbitrdrio é ou nao a funcao
nula; (ii) dada uma fungao computdvel 0, saber se a fungao undria calcula
por um programa arbitdrio é ou nao igual a 6; (iii) saber se dois programas
arbitrarios calculam ou ndo a mesma funcao undria).

Mas este teorema da parametrizacao pode ser utilizado para provar um
resultado bastante mais geral — o teorema de Rice— sendo os resultados de nao
decidibilidade acima referidos, por exemplo, consequéncia simples deste novo
teorema.

Proposicao (TEOREMA DE RICE):
Seja B um conjunto de fun¢oes undrias URM-computéveis (i.e., B C (1) tal
que B # () e B # (. O predicado “¢, € B” nao é decidivel.

Prova: Seja indf : INg — INy a funcdo undria tal que, para cada n €
INg, indf(n) ndo estd definido. Facilmente se conclui que indf(n) é URM-
computavel.



(A) Suponha-se que indf ¢ B e seja g € B (existe uma tal fun¢do porque
B nao é vazio). Considere-se a func¢ao binéria f : INg x INg — INy tal que

f(n,m) = { g(m) sen e W,

nao definida se n & W,

a qual, como facilmente se conclui, é efectivamente computdvel e portanto
URM-computével. Pelo teorema da parametrizacao, existe uma funcao unaria,
total e URM-computdvel s : INg — INg tal que f(n,m) = ¢g4n)(m). Assim
tem-se que

— sen € W, entdo ¢4, (m) = g(m) para cada m € INy, isto é, dy,) = g
e portanto ¢y, € B

— sen & W, entao ¢,y (m) é fungao undria que estd indefinida para cada
m € INo, isto é, ¢y = indf e portanto ¢,y € B

e portanto, para cada n € INg, n € Wy, sse ¢4, € B.
Considere-se agora funcao caracteristica do predicado “¢, € B”, ou seja, a
funcao c: INg — INy tal que

|1 se¢pp€B
C(n)_{O se ¢, ¢ B

e suponha-se que ¢ é computavel. Entao é também computdvel a funcao ¢ :

INg — INg tal que
d(n) = 1 seneW,
1 0 sengW,

pois '(n) = ¢(s(n)) para cada n € INyg. Mas, por uma proposi¢ao anterior,
¢ nao é computdvel e portanto ¢ também nao o é. Conclui-se assim que, se
indf ¢ B, entao o predicado “¢,, € B” nao é decidivel.

(B) Suponha-se agora indf € B e considere-se o conjunto B = C;\B. Tem-
se que B nao é vazio porque, por hipétese, B # C} e, naturalmente, indf ¢ B.
Raciocinando como em (A), mas agora relativamente a B, conclui-se que o
predicado “¢,, € B” nao ¢ decidivel.

Como facilmente se conclui, se o predicado “¢,, € B” fosse decidivel, a
funcao c referida em (A) era computavel e portanto seria também computavel
a funcao ¢’ : INyg — INy tal que

v, v [ 1 seec(n)=0
C(”)_{o se ¢(n) =1

que é a fungao caracteristica do predicado “¢,, € B”. Mas concluiu-se acima que
¢’ nao é computdvel e portanto ¢ também nao o é. Deste modo, se indf € B,
entao também o predicado “¢,, € B” nao é decidivel.

Utilizando o teorema de Rice é possivel fazer uma prova da nao decidibili-
dade do predicado “¢, = Ax.0” mais simples do que a anteriormente apresen-
tada.
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Proposigao: O predicado “¢,, = Az.0” nao é decidivel.

Prova: A funcao Az.0 pertence a Cy. Sendo B = {Az.0}, pelo teorema de
Rice, o predicado “¢, € B” nao ¢é decidivel logo, o predicado “¢,, = Az.0” nao
é decidivel.

Outros resultados de indecidibilidade apresentados na seccao anterior po-

dem também ter uma prova mais simples que a apresentada se se recorrer ao
teorema de Rice. Deixa-se como exercicio estas provas.
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