1 Enumeracgoes, conjuntos numeraveis e efectivamente
numeraveis

Definicao': ENUMERACOES, ENUMERACOES SEM REPETIGAO, CONJUNTOS
NUMERAVEIS E CONJUNTOS EFECTIVAMENTE NUMERAVEIS
Sendo X um conjunto

e uma enumeragao de X é uma aplicacao sobrejectiva em [INy — X]
e uma enumeracao de X sem repeticoes é uma enumeracao injectiva
e X diz-se numeravel sse existe uma aplicagao bijectiva em [X — INy]

e X diz-se efectivamente numeravel sse existe uma aplicacao bijectiva f em
2

[X — INg] tal que f e f~! sdo efectivamente computaveis?.
Proposigao: Sao efectivamente numeraveis os conjuntos
° Wo X IN()
e N xIN x IN

0Uk>0ﬂ\f6€ (:W()UWOXW()UW()XWOXN(]U...)

Prova (esbocgo):

e A funcao
T Wo X WO —)ﬂVo

tal que
w(m,n) =2"2n+1) -1

é uma bijecgao e é efectivamente computavel. A funcao inversa de T,
71 INg — INyg x IN

é tal que

mHx) = (mi(z), ma(2))
com
m1(x) = expoente de 2 na factorizacao prima de = + 1

m(z) = 5 (550 — 1)

'Estas notas sio baseadas em Sintaxe e Semantica de Linguagens I, J-F Costa,
DMIST,2000; Introducdo a teoria da computacdao, C. Sernadas, Editorial Presenga, 1993;
Computability-an introduction to recursive function theory, N. Cutland, Cambridge University
Press, 1980

2A nocéo de funcéo efectivamente computével deve ser aqui entendida no sentido em que
pressupOe apenas a existéncia de um algoritmo que permite o célculo efectivo dos valores da
fungéo (e ndo necessariamente um programa URM).



e é efectivamente computavel.

A funcéo
§:IN x IN x IN — INy

tal que
E(myn,q) =m(r(m—1,n—1),¢g—1)

é uma bijecgao e é efectivamente computavel. A fungado inversa de &,

1INy - IN x IN x IN

é tal que

¢ Hx) = (m,n.q)

onde

e é efectivamente computavel.

A funcéo
T U W(’f — INy
k>0

tal que

T(a1,. .., ap) = 2% 4 20Fa2tl 4 g gartartedant(n=l)

é uma bijeccao e é efectivamente computavel. A funcao inversa de T,

TNy — | NG
k>0

é tal que

onde, sendo
r+1=2" 4 42bn

com 0 < by <by <...<by, setem que
a1:b1

agzbg—bl—l

an:bn—bn,l—l

e a fungao é efectivamente computavel.



Observacgao:

e A definicdo da funcdo 7 e o facto de ser injectiva e sobrejectiva tem por
base o conhecido resultado que estabelece que cada natural k € IN tem
uma factorizacao dnica em poténcias de nimeros primos

k=2" x 3" x 5™ x ...
o que pode ser transformado em
k=2"2n+1)

onde m = ny e 2n + 1 é o niimero impar correspondente ao produto dos
factores constituidos pelas poténcias dos primos distintos de 2 (como estes
primos sdo fmpares, este produto é necessariamente um nimero fmpar).

e O facto da fungao £ ser injectiva e sobrejectiva é uma consequéncia da
injectividade e sobrejectividade de .

e A definicdo da funcao 7 e o facto de ser injectiva e sobrejectiva tem por
base o resultado que estabelece que cada natural k € IN pode ser escrito,
de forma inica, como uma soma de poténcias de 2

k=2" 492™ 1 4 2™

na qual os expoentes das varias poténcias sao distintos entre si. Esta
soma pode ser obtida a partir da conversao da representacdao de k em
base 2 na representacao de k em base 10 (eliminando as poténcias que
tém coeficiente 0).

2 Numero de Goédel (ou cédigo) de um comando e
nimero de Goédel (ou cédigo) de um programa

Notacao:
e Il é o conjunto dos comandos URM.

e [P é o conjunto dos programa URM.

Proposicao: O conjunto I é efectivamente numeravel.

Prova: A funcao
6 I — INg

tal que para cada n,m,q € IN,
o B(Z(n) = 4(n—1)
e 3(S(n))=4(n—1)+1



e B(T(m,n)) =4r(m —1,n—1)+2
e B(J(m,n,q)) =4{(m,n,q) + 3

é uma bijecgao e é efectivamente computdvel. A fungdo inversa de g é

gL INg — I
onde, para cada n € INy
Z(u+1) sen=4u+0
81 (n) = S(u+1) sen=4u+1
) T(m(u) +1,ma(u) +1) sen=4u+2
J(m,n, q) sen=4u+3e (m,n,q) =& (u)

e é efectivamente computavel. O facto de 3 ser injectiva e sobrejectiva é con-
sequéncia da sobrejectividade e injectividade de 7w e £&. O mesmo se pode dizer
relativamente ao facto de e f~! serem efectivamente computéveis.

Proposicao: O conjunto IP é efectivamente numeravel .

Prova: A funcao
v :IP — INg

tal que para cada P =< p1,...,pn >€ IP,
Y(P) =7(B(p1);---,B(pn))

é uma bijeccao pois 7 e § sao bijecgoes. Por outro lado, 7 e 3, sao efectivamente
computéveis logo v é efectivamente computével. A funcao inversa de 7,

1INy — IP
é tal que
’7_1(1') =<p1,..-,Pn >
onde
p1=6""(a1)
_ a1
pn =3 (an)
e
7 Hz) =< ay,...,a, >

As funcdes 771 e 7! sdo efectivamente computéveis logo 4! é efectivamente
computavel.

Definigao: NUMERO DE GODEL (OU CODIGO) DE UM COMANDO E NUMERO
DE GODEL (OU CODIGO) DE UM PROGRAMA

Para cada comando p € I, o valor 3(p) é o nimero de Godel (ou c6digo) de p.
Para cada programa P € IP o valor 7(P) é o niimero de Gédel (ou c6digo) de
P.



