PROPOSICAO: A classe das linguagens requlares € fechada para as sequintes
operagoes

1. Interseccgdo
(ou seja, se Ly e Ly sao linguagens requlares entdo a linguagem L1N Lo é também
reqular)

2. Complementag¢ado

(ou seja, se L é uma linguagem regular sobre um certo alfabeto I entao a lin-
guagem I*\L é também regular')

3. Uniao

(ou seja, se Ly e Lo sao linguagens requlares entdo a linguagem L1\ULs € também
regular)

4. Diferenca

(ou seja, se Ly e Ly sao linguagens requlares entao a linguagem L1\ Lo é também
reqular)

5. Fecho de Kleene

(ou seja, se L € uma linguagem regular entao a linguagem L* = {e}U{w; ... wy, :
w; € L para cada 1 <i<n en € IN} é também regular)

6. Concatenagdo

(ou seja, se L1 e Ly sdo linguagens regulares entao a linguagem Ly Lo = {wyws :
wy € Ly e wy € Ly} € também regular).

A veracidade das assercoes 1, 2, 3 e 4 é consequéncia dos resultados enunciados
(e provados) na proposi¢do que se segue. Em particular, a veracidade de 3
resulta da de 1 e de 2. A veracidada das assercoes 5 e 6 é consequéncia de
um resultado que se apresentard mais adiante, quando se fizer referéncia a
relacao entre as linguagens reconhecidas por autématos finitos e as linguagens
denotadas por expressoes regulares. Também nessa altura serd apresentada uma
prova directa para a asser¢ao 3 (que nao depende, portanto, da intersecgao e
da complementagao).

'Neste caso da complementacio é importante referir qual é o alfabeto I em relacio ao qual
se pretende o complementar. O que aqui se estabelece é que se L é uma linguagem regular
sobre um certo alfabeto I (ou seja, L é Lp para algum autémato finito determinista D cujo
conjunto dos simbolos de entrada é I) entdo I™\L é também uma linguagem regular (e, como

se verd de seguida, I"*\ L é também uma linguagem regular para qualquer alfabeto I’ tal que
Icr).



PROPOSIQAO: Sejam D1 = (Ql, Il, (51, q%, Fl) e D2 = (Qg, IQ, (52, q%, Fg) dOiS
autématos finitos deterministas tais® que Iy = Iy = I. Entdo

1. Lp, N Lp, € uma linguagem regqular;
2. I'\Lp, (Lp,) € uma linguagem reqular®;
3. Lp, U Lp, € uma linguagem reqular;

4. Lp,\Lp, € uma linguagem regular.

Esbogo da prova de 1.:
Considerando o autémato finito determinista

D:(Ql XQQ,I75,(Q(1),C](2)),F1 XFZ)
onde d: (Q1 X Q2) X I — Q1 X Q2 é tal que

e 5((q1,92),1) = (01(q1,1),02(q2,7)) sempre que d1(q1, %) estd definido e d2(qa, 7)
esta definido

e 0((q1,92),7) nao estd definido, caso contrario

tem-se que Lp = Lp, N Lp, (para a prova ficar completa haveria agora que
provar esta igualdade)s. \%

Prova de 2.:
(i) Suponha-se que d§; é uma aplicagdo e considere-se o autémato finito deter-
minista

D= (Q171761)qé7Q1\F1)’

Mostra-se seguidamente que
Lp=_Lp,

ou seja, que para cada z € I*, x € Lp sse x € I"\Lp,. Sendo x € I* tem-se
que

x € Lp sse 8 (g}, z) € Q1\F1
sse
5T(Q(%7x) ¢ I

ZNote-se que esta restricio nio implica perda de generalidade. Se I # I» podem
considerar-se, por exemplo, os autématos Di = (Qi,I1 U I2,61,q5, F1) e Dy = (Qz2, 1> U
I,685,q5,F2) onde 61 : Q1 x (I1 ULL) — Q1 é tal que 61(q,i) é igual a 61(q,i) se i € Iy,
81(q,1) nao estd definido se i ¢ I; e 85 se define de modo andlogo. Como facilmente se conclui,
Lp, = LD{ eLp, = LD/2 e estes novos autématos verificam a restri¢ao indicada.

30 caso em que se pretende mostrar que é também regular a linguagem complementar de
L(D») relativamente a um outro alfabeto I’ tal que I C I’, ou seja, o caso em que se pretende
mostrar que é regular a linguagm I"*\ Lp,, é referido apds a prova desta alinea.



Sse
€z ¢ LD1
SSe
WS I*\LDI.

(ii) Suponha-se que d; nao é uma aplicacao e considere-se o autémato finito
determinista

D = (Q1U{g}, 1,6, q5, (Q:1\F1) U{q})
onde ¢ Q1 ed: (Q1U{q}) xI— Q1U{g} étal que
e 0(q,i) = 91(q,7) sempre que q € Q1 e 01(q,1) estd definido
e 0(q,7) = q sempre que q € Q1 e d1(q,7) ndo estd definido
. 570) =7
Deixa-se como exercicio a prova de que Lp = Lp, ou seja, que para cada
x€l*, xe€Lpssex e l*\Lp,.

Note-se que se se pretender obter um autémato que reconheca exactamente
a linguagem complementar de Lp, relativamente a um outro alfabeto I’ tal que
I C I, ou seja, se se pretender obter um autémato que reconhega I'*\ L, , basta
considerar, por exemplo, o autémato D = (Q1,1’,6,¢5,F1) onde § : Q1 x I' —
Q1 é tal que 6(q,17) é igual a 01(q,7) se i € I e §(q,7) nao estd definido se i ¢ I.
Como facilmente se conclui, Lp, = Lp e d nao é uma aplicacao. Obtém-se o
automato pretendido partindo de D e procedendo como acima.

NOTA: Poder-se-ia também nao considerar o caso especial de §; ser uma aplicacao

e apresentar apenas o autémato D apresentado em (ii). \%
Prova de 3.: LD1 ULD2 = LD1 N LD2. Vv
Prova de 4.: Lp,\Lp, = Lp, N Lp,. \Y

EXEMPLO: Definir um autémato finito determinista cuja linguagem seja for-
mada pelas sequéncias de a’s e b’s com um numero impar de b’s e que entre
dois a’s consecutivos tenham no maximo um b.

Tendo em conta o resultado apresentado, obtém-se um autémato para a lin-
guagem referida a partir de (i) um autémato D; cuja linguagem seja formada
pelas sequéncias de a’s e b’s que entre dois a’s consecutivos tenham no méaximo
um b e de (ii) um autémato Dy cuja linguagem seja formada pelas sequéncias
de a’s e b’s com um numero fmpar de b’s, da seguinte forma. Sendo

o Dl — (Qlalv(slvq%vFl)

- Q1 ={90,q0,%,q}



— I ={a,b}

— 45 = qo

- =@

— 01: Q1 x I — @Qq tal que
51 a b
q0 | 91 | 90
q | 41 | @2
q2 | 91 | 43
g3 | nd | g3

° 1)2 ::(ng,l,éz,q%,fﬁ)

— Q2= {ro,71}

— I ={a,b}

—Q(%:To

—FQZ{’Fl}

— 09 : Q2 x I — @9 tal que
52 a b

o] 70| "M

|| To

o autémato D pretendido é D = (Q, 1,9, qo, F') onde
e Q= Q1xQ2={(q0:70), (90,71), (q1,70), (q1,71) (g2, 70), (g2, 71), (g3, 70), (¢3,71)}
o [ ={a,b}
* 90 = (45, 43) = (90, 70)

F=F xF,={(q,m), (q1,71), (q2,71), (a3,71)}

e §:Q xI— (@ tal que
0 a b
(q0,70) | (q1.70) | (q0,71)
(q0,71) | (q1.71) | (q0,70)
(q1,71) | (q1.71) | (g2,70)
(q1,70) | (q1,70) | (q2,71)
(q2,70) | (q1,70) | (g3,71)
(q2,71) | (q1,71) | (g3,70)
(g3,70) nd (g3,71)
(g3,71) nd (g3,70)

EXEMPLO: Definir um autémato finito determinista cuja linguagem seja o
conjunto das sequéncias de 0’s e 1’s distintas de 11 e de 111.

Tendo em conta o resultado apresentado e tendo em conta que um autémato
com conjunto de entrada I = {0,1} e cuja linguagem é {11,111} é D =
(Q> I7 57 q0, F) tal que



Q = {q(]a q1, Q2,Q3}

o I ={0,1}
o F'={q,4}
e ):Q x1I— (Q tal que
610 1
g | nd | ¢
¢1 | nd | g
q2 | nd | g3
q3 | nd | nd

tem-se que o autémato D’ pedido é D' = (@', 1,0, ¢, F'), onde, dado que §
nao é uma fungao total,

o @ =QU{d} ={¢, 20, 0,9 e}
o I=1{0,1}

* 4) = qo

Fr=(Q\F)U{d} ={a¢.q90, a1}
& :Q x I — Q tal que

101
9 | 9 | 91
q1 1 9 | @2
q2 | 9|43
a3 | 9| 4
q 14| 49




