1 Maquina URM, comandos e programas URM

Definigao!: MAQuUINA URM (UNLIMITED REGISTER MACHINE)
Uma méquina URM ¢é constituida por uma sucessdo de registos? < R; >iemv.
Cada registo pode conter um valor r € INy. E usual usar a seguinte notagao:

e para cada n € IN, r, designa o nimero natural guardado no registo R,

e uma configuracao da méquina é uma sucessao de naturais < r; >;cv

E possivel escrever programas para as maquinas URM. Estes sao sequéncias
finitas de comandos URM. Estes comandos permitem alterar o conteiido dos
registos da maquina.

Definicao: PRoGRAMAS URM
Um programa URM é uma sequéncia finita® < p; >ic1.x (com k € IN) de
comandos URM.

ComManDOS URM

e Comandos zero: para cada n > 1

Z(n)
¢é o comando que regista 0 em R, e deixa inalterados os outros registos.

e Comandos sucessor: para cada n > 1

S(n)

é o comando incrementa de uma unidade o conteido de R, e deixa inal-
terados os outros registos.

e Comandos salto: paracadam >1,n>1,¢>1

J(m,n,q)
é o comando que

— compara 71, com 7, deixando inalterados todos registos

— se r;, = T, a maquina passa a executar o g-ésimo comando do pro-
grama se existir e para caso tal comando nao exista

— se ry # rp, a maquina passa a executar o comando seguinte

!Estas notas sio baseadas em Sintaxe e Semantica de Linguagens I, J-F Costa, DMIST,
2000 e Computability-an introduction to recursive function theory, N. Cutland, Cambridge
University Press, 1980.

*No que se segue, IN = INo\{0}

3No que se segue, para cada k € IN, 1..k representa o conjunto {1,...,k}.



e Comandos transferéncia (ou copia): para cadam > 1, n > 1

T(m,n)

é o comando que coloca o valor r,, no registo R,, deixando os outros
inalterados®.

Definicao: ESPACO DE TRABALHO DE UM PROGRAMA
Sendo P um programa URM, representa-se por

p(P)

o maior n € IN tal que o registo R,, é referenciado no programa. Ao valor p(P)
chama-se espaco de trabalho de P.

Exemplo: Seguem-se alguns exemplos de programas URM (para facilitar a
compreensao, € usual numerar os comandos de um programa embora tal nao
faca parte da defini¢do). Faz-se ainda referéncia informal a nocao de execugao
de um programa a partir de uma configuracao da maquina. Esta assunto sera
abordado com mais detalhe na préxima seccao.

1.
1.J(3,2,5)
2 (1)
3.5(3)
4.J(1,1,1)

O espago de trabalho deste programa ¢é 3. Se este programa for executado

— a partir de uma configuracao em que o contetido do registo R é um
natural z, o conteiido do registo Rs é um natural y e o contetido
do registo R3 é 0, entao a execugao do programa termina sempre e
quando termina o contetido do registo Ry é x + y, o conteido do
registo Rz é y e o conteiido dos outros registos nao se alterou;

— a partir de uma configuracao em que o conteido dos registos Ro e R3
s@0 iguais, a execugao do programa termina sempre (s6 é executado
o primeiro comando) e a configuragao da méquina nao é alterada;

— a partir de uma configuracdo em que o conteddo do registo Ro é
menor que o conteido do registo R3, a execug¢ao do programa nao
termina.

1.J(1,4,10)
2 5(3)
3.J(1,3,7)

‘Este comando ndo é necessariamente primitivo, pois pode ser substituido por <
Z(n)J(m,n,5)S(n)J(1,1,2) >



7T(2,1)

O espago de trabalho deste programa ¢é 4. Se este programa for executado

— a partir de uma configuracdo em que o conteido do registo R; é
um natural x e o conteido dos registos R, R3 e R4 sdo 0, entao a
execuc¢ao do programa termina sempre e quando termina o contetido
do registo R1 é 0se x =0e éx — 1 se x # 0, o conteido do registo
Ry é igual ao do registo R;, o contetido do registo R3 é 0sex =0¢e
é x se x # 0, e o conteuido dos outros registos nao se alterou;

— a partir de uma configuragao em que o contetido dos registos Ry e Ry
sao iguais, a execucao do programa termina sempre (sé é executado
o primeiro comando) e a configuragdo da méquina nao é alterada;

— a partir de uma configuracao em que o conteido do registo Ry é
menor que o conteido do registo R3, a execugdo do programa nao
termina.

Observagao: De um modo informal, pode dizer-se que existem duas formas
de um programa P =< p; >;c1.; terminar a sua execugao: (i) execucao de um
comando de salto J(m,n,q) com ¢ > k numa situagdo em que os conteidos
dos registos R, e R,, sao iguais ou (ii) execuc¢@o do ultimo comando (px) no
caso de este ser um comando zero, sucessor, tranferéncia ou um comando salto
J(m,n,q) com ¢ < k numa situa¢do em que os contetudos dos registos R, e R,
sao diferentes. Este assunto serd apresentado do modo mais preciso na seccao
seguinte.

Definicao: PROGRAMA URM NORMALIZADO
O programa P =< p; >ic1.; diz-se normalizado sse, para cada ¢ € 1..k, se
pi = J(m,n,q) entdo g < k + 1.

Proposigao: Qualquer programa P =< p; >;c1.x pode ser transformado num
programa normalizado P’ equivalente, no sentido em que, se P e P’ comecarem
a ser executados a partir de uma dada configuracao (inicial) da maquina, entao
a execucao de P termina sse a de P’ termina e quando terminam a sua execucao,
a configuracao (final) da maquina é a mesma nos dois casos.

Prova: Basta substituir em P cada comando J(m,n,q) com g > k + 1 por
J(m,n, k+1).

Exemplo:

e O programa apresentado em 1. do Exemplo anterior é um programa
normalizado.



e O programa apresentado em 2. do Exemplo anterior nao é um programa
normalizado. Normalizando este programa, obtém-se o programa:

1.J(1,4,8)

Observacao: EMULADOR URM E FICHAS ELECTRONICAS

Pode ser utilizada uma sintaxe diferente para os comandos URM acima men-
cionados. No ambito do emulador da maquina URM disponibilizado através da
pagina www desta disciplina e no ambito do sistema de fichas electrénicas, a
sintaxe dos comandos acima referidos é a seguinte:

e Comandos zero: ZERO(n]
e Comandos sucessor: SUCC|n]
e Comandos salto: JUM P[m,n, q|
e Comandos transferéncia ou cépia: COPY [m,n]
Ainda neste ambito considera-se também o comando seguinte.

e Comando de paragem:
HALTY]

é o comando que faz terminar a execugdo do programa.

Note-se que o comando HALTY(] permite que para terminar a execugao de
um programa se possa deixar de utilizar comandos salto JU M P[m,n, q|, com ¢
maior que o numero de comandos do programa. Assumindo que se trabalha ape-
nas com programas normalizados, nestas situagoes basta introduzir, na posicao
q, o comando HALTY]. E fcil perceber que para cada programa P escrito com
recurso ao comando HALTY(] existe um programa P’ equivalente (no sentido
atrds referido) escrito sem recurso ao comando HALT| e vice-versa.

No ambito do emulador URM referido e nas fichas electréonicas que os alunos
devem realizar, existe ainda a possibilidade de utilizar ordculos num programa.
Os oraculos podem ser vistos como mdédulos que calculam determinadas funcoes.
Através da pédgina www da disiciplina pode encontrar-se a lista de oraculos
disponiveis. Como exemplo refere-se aqui o caso do ordculo SUM [n,m, q|. Este
orédculo, ao ser executado, coloca no registo R, o valor da soma dos contetidos de
R, e R,,,. Note-se que a execugao deste ordculo s6 vai modificar (eventualmente)
o conteido do registo R,.

Por razoes operacionais, os programas URM que podem ser executados no
emulador da maquina URM e os programas que os alunos tém submeter através



do sistema de fichas electrénicas devem ter a seguinte sintaxe: cada programa
é uma lista

1:emdy;
2 : cmdo;

k : emdy;

onde, paracada 1l < j <k, emd; é ZEROIn|, SUCC|n]|, COPY[n|, JUM P[m,n, q|
com q < k, HALT[] ou um dos orédculos disponiveis. Deste modo, neste con-
texto, é obrigatéria a numeracao (sequencial) dos comandos, devendo existir :
entre o numero e o comando e ; apds cada comando (incluindo o ltimo). Note-
se que como os comandos salto permitidos sdo apenas do tipo JUM P[m,n, ¢
com q < k, a terminacao da execucgao através de comandos salto com ¢ > k tal
como anteriormente acontecia ja nao é aqui possivel, pelo que, como se referiu
acima, situagoes desse tipo tém resolvidas com recurso ao comando HALTY|.

Existe ainda um outro requisito que deve ser observado: a execu¢do de um
programa deve sempre terminar através da execugdo de um comando HALT).
Isto significa, em particular, que se anteriormente a execucao de um programa
terminava com a execuc¢ao de um comando zero, sucessor, tranferéncia ou um
comando salto J(m,n,q) com ¢ < k numa situacdo em que os conteidos dos
registos R, e R,, eram diferentes, agora, para que a execucdao do programa
possa terminar, ha que acrescentar o comando HALT|[] imeditamente a seguir
ao comando em causa.

Com estes requisitos o programa 1. apresentado no primeiro Exemplo deve
ser escrito do seguinte modo

. JUMPJ3,2,5];
: SUCCI1;
: SUCCI3];
. JUMP[1,1,1];
5: HALT|;
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e o programa 2. deve ser escrito do seguinte modo

1: JUMP[L,4,8|
:SUCC3;

. JUMPI[L,3,7]
: SUCC2]

: SUCCI3]

: JUMPI1,1, 3];
:COPY[2,1];

: HALTY(];

0 N O O i W N

2 Funcoes URM-computaveis

Antes de definir a nogao de fungao URM-computavel, hé que introduzir a nocao
de computagdo de um programa a partir de uma configuragdo e a nogao de



fungao (de aridade n) calculada por um programa.

Informalmente, a computagdo de um programa URM, P =< p; >ic1.k, &
partir de uma configuragao r é uma sequéncia finita (computacao finita)

1149172492 - - - MnGnTin+1

ou uma sequéncia infinita (computacao infinita)

main2gz - - -Mnfn - - -

de configuragoes e comandos que se inicia com a configuracao r (i.e. m =
r), a configuracdo inicial, e prossegue até ser possivel alternando os comandos
de P que vao sendo executados, ¢;, com as configuragoes resultantes dessa
execugao (a partir da configuragdo imediatamente anterior), n;4+1. No caso de
ser uma sequéncia finita, a configuracao 7,41, que é a configuragao resultante
da execucao do ultimo comando a ser executado, diz-se configuragao final.

A nogao rigorosa de computacdo de um programa URM a partir de uma
configuracao é algo elaborada sendo necessario definir algumas nogoes prelim-
inares auxiliares. No fim destas notas apresenta-se a defini¢ao rigorosa para a
nog¢ao de computacao.

Notagao:
Sendo P um programa URM e r =< r; >;cv uma configuragao da maquina,

e usa-se P(r) para representar a computacao de P a partir da configuracao
inicial r

e P(r)] significa que P(r) é computagao finita

e P(r)] b significa que P(r) é computagao finita e na configuracao final, o
valor guardado no primeiro registo é b

e P(ry,...,ri,...)] significa que P(r) é computagao infinita

e se, em particular, existe k € IN tal que r; = 0 para cada j > k usam-se as
notagoes P(r1,...,71%), P(r1,...,7%) L, P(r1,...,mx)T e P(r1,...,1%) 1 b

Definigao: FUNCAO DE ARIDADE n CALCULADA POR PROGRAMA
Sendo f : INJ — INy, diz-se que o programa P calcula f sse

o P(ry,...,rp) 1 sse (r,...,m,) € Dy e

o P(ri,...,rp)l bsse (ri,...,m,) € Dye f(ri,...,rn) =0

Exemplo:



e O programa apresentado em 1. do Exemplo anterior calcula a fungao
undria f : INg — INg tal que f(z) = x e calcula funcao bindria g :
INg x INg — INg tal que g(z,y) =z +y.

e O programa apresentado em 2. do Exemplo anterior calcula a fungao
undria f : INg — INg tal que f(z) =“se x = 0 entado 0 sendo z — 1”7 e
calcula a fungao bindria g : INg x INg — INg tal que g(z,y) =“se z = 0
entao 0 sendo z +y — 17.

Definicao: FUNCAO COMPUTAVEL PELA MAQUINA URM
A fungao f : IN} — INy é computavel pela maquina URM sse existe um
programa URM, P, que calcula f.

Notagao:
e Representa-se por C' a classe das fungoes computéaveis pela méaquina URM.

e Representa-se por C), a classe das funcoes de aridade n que pertencem a

C.

Observagao: Dado um programa P e n € IN existe uma e uma sé funcao de
aridade n que é calculada por P. Esta funcao é representada por f }()n).

Por outro lado, dada uma fungao computéavel, esta pode ser calculada/computada
por mais de um programa.

3 Predicados e predicados decidiveis

Informalmente, um predicado n-drio, ou de aridade n, sobre INy, com n € Ny, é
uma assercao acerca de numeros naturais na qual sao referenciados n naturais:

e My =%z é par " (predicado undrio ou de aridade 1)
e My = “x é maior que y 7 (predicado bindrio ou de aridade 2)

e M3 = “z é o resto da divisao de x por y ”
(predicado ternério ou de aridade 3)

Definigao: PREDICADO n-ARIO SOBRE OS NATURAIS
Um predicado n-ario M, n € INg, sobre os naturais é um subconjunto de IV},
ou seja

M C IN?.
Dado (x1,...,xy,) € INJ, diz-se que o predicado é verdadeiro para (z1,...,Zy,)
sse (1,...,2n) € M. Usa-se a notagao M (x1,...,xz,) para representar este

facto.



Defini¢ao: FUNGAO CARACTERISTICA DE UM PREDICADO
Seja M um predicado sobre os naturais. A fungao caracteristica de M, ou
caracteristica de M, é a funcao

CM - lNg — W(]
tal que
o cy(x1,...,mp) =1se M(xq,...,2,) €
e cy(x1,...,2y) = 0 caso contrario.

Definigao: O predicado M é decidivel sse cjr € C.

Exemplo:

e O predicado undrio sobre os naturais “x é par ” é decidivel pois o programa

1.J(1,2,6)

calcula a funcao caracteristica do predicado, ou seja, a funcao ¢ : INg —
INg tal que c(x) =1 se z é par e ¢(z) = 0 se x ndo é par.

)

e O predicado bindrio sobre os naturais “z é maior que y ” é decidivel pois

0 programa

1.J(1,3,6)

calcula a fungéo caracteristica do predicado, ou seja, a fungdo ¢ : INg x
INyg — INg tal que ¢(x,y) = 1 se z é maior que y e ¢(z,y) = 0 se x nao é
maior que y.



4 Algumas nocgoes necessarias na sequéncia

Definigao: COMPOSIGAO SEQUENCIAL DE PROGRAMAS

Sendo P =< p; >ic1.k € Q =< q; >ic1.» dois programas normalizados, a
composicao sequencial de P e @) é o programa S =< s; >jc1.k+r tal que, para
cada j € 1.k +r,

e s;=pjsel <j<k
o s;=qj_rsek<j<k+4+reqi_éZn)ouS(n)

o J(m,n,q+k)sek<j<k+reqi_éJm,n,q).

Na sequéncia, serd relevante poder utilizar um programa P (normalizado) num
contexto mais geral, isto é, no contexto de um programa maior, em que os argu-
mentos nao estao necessariamente nos primeiros registos e em que se pretende
que o resultado do programa (se existir) nao seja colocado necessariamente no
primeiro registo. No que se segue

Plly, ... 1, — 1]

representa o programa
T(ly,1)

‘7;(.ln,n)
Z(n+1)

Z(p(P))
P
T(1,1)

que representa o programa que calcula a mesma fungao n-aria que P mas indo
buscar os argumentos iniciais aos registos R;,, ..., R;, e colocando o valor final
no registo R;.



5 Definicao rigorosa para a nocao de computacao de
um programa

Como se referiu anteriormente, a nogao rigorosa de computacao de um programa
URM a partir de uma configuracao é algo elaborada sendo necessario definir
algumas nogoes preliminares auxiliares. Seguidamente apresenta-se a definicao
rigorosa para a noc¢ao de computagao.

Notagao:
Sendo P um programa URM e < r; >;cpv uma configuragdo da maquina,

e n — Rj] <1 >iev comn € INg e j € IN, representa a configuracao
que se obtém a partir de < r; >;cv colocando o valor n no registo R; e
deixando inalterados os outros registos

No que se segue IP designa o conjunto de todos os programas URM e R o
conjunto de todas as configuragoes. As nogoes auxiliares sao as fungoes

e ord:IPxINxR—IN (ordem do préximo comando)
tal que
j+1 sel<j<ke

pj é¢ Z(n), S(n), T(m,n)ou
ou J(m,n,q) com 1y, # rp,

ord(<pi >iel. k> Jy <Ti>ieN) = § 4 sel<j<ke
pj € J(m,n,q) tal que
1<g<kerm=rm,

\ nd nos outros casos

Esta funcao indica qual é a ordem do comando que se vai executar apds
a execugao do comando de ordem j (p;) sobre a configuracao < r; >ien.

e conf:IPxINxR— R (préxima configuragao)
tal que
0— R, <ri>ien sel <j<k
epj éZ(n)
[rnt+1—=Ry)<ri>ieny sel<j<k
epj ¢ S(n)
S ; S _ ) [rm—Rn] <ri>ien sel <j<k
Conf(<pz >l€1..k)]) <r; >Z€ﬂ\7) - e i é T(m,n)
<1 >ielN sel<j<k

ep; ¢ J(m,n,q)

nd nos outros casos
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Esta funcao indica qual é a configuracao que se obtém quando se executa
o comando de ordem j (p;) sobre a configuracdo < r; >iemn.

e £:IN - INen:IN — R, funcées mutuamente recursivas, que se definem
no contexto de um programa P e uma configuracao r da seguinte forma
(1 sej=1

5(]) _ Ord(P7£(.7 - 1)777(] - 1)) se .7 > 17 5(] - 1)l
e ord(P,£(j —1),n(j — 1)) !

nd nos outros casos

r se j=1

conf(P,§(j —1),n(j —1)) sej>1,&(G—-1)]e
conf(P,&(j —1),n( — 1)1

nd nos outros casos

tendo em conta que (7 —1) ] e n(j —1) | significam que {(j —1) e n(j—1)
estao definidos. A funcao ¢ indica, para cada j, qual é (se existir) a ordem
do comando que vai ser executado apés a execucao do comando de ordem
£(7—1) sobre a configuracao n(j—1). A funcao 7 indica, para cada j, qual
é (se existir) a configuragao que se obtém quando se executa o comando
de ordem &(j — 1) sobre a configuracao n(j — 1).

Definigao: COMPUTAGAO DE P A PARTIR DE UMA CONFIGURAGAO T
Seja P =< p; >ic1. um programa URM e r uma configuracao.

e Uma computacao finita de P a partir de r é, se existir, a sequéncia alter-
nada de configuracoes e comandos

mqinzqz . - - ngnfn+1
tal que

—n; =n(j) paracadal <j<n+1
— &(j)] paracadal<j<neé(n+1)1°
— qj = pg(j) para cada 1 < j < n.

A configuracao 7y é a configuragao inicial e a configuragdo 7,41 é a con-
figuracao final.

Pou seja, £(n + 1) ndo estd definido

11



e Uma computacao infinita de P a partir de r é, se existir, a sequéncia
alternada de configuracoes e comandos

mqin2gz - - -Mnfn - - -
tal que

— n; =n(j) para cada j > 1
— &(j)| para cada j > 1
— qj = pe(j) para cada j > 1.

A configuragao n; é a configuragao inicial.
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