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e Nido é permitida a utilizacdo de quaisquer elementos de consulta, incluindo maquinas de
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e Duracao do teste: 1 hora e 30 minutos.
Duracao do exame: 3 horas.
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1° Teste / Exame (12 parte)

1. Seja u: R? — R dada por
u(a,y) = * =y + h(z),

onde h: R — R é uma func¢do duas vezes diferencidvel em R.

[0,5 val ] (a) Mostre que u é harmdnica se e sé se h € linear, isto é se h(x) = ax + b com a,b € R.
[1,0 val] (b) Considerando h(x) = 2x calcule uma fungdo inteira f tal que u = Re f e f(—2) =0.
[1,0 val] (c) Calcule

¢ <szzz')>2 &

onde C' é a circunferéncia de raio 2 centrada na origem percorrida no sentido positivo.

[1,0 val] (d) Considere o caminho (t) = 4 — 3¢®, t € [0,7]. Calcule /log(z) dz.
g

[1,5 val] 2. Determine a série de Laurent de

vélida na regido |z — i| > 1.

3. Considere a fungdo complexa de varidvel complexa g definida no seu dominio por

) 2 +1—8Z+ 2i
z) = sen
g z+1 22 14 22

[1,5 val.] (a) Determine e classifique todas as singularidades de g, calculando os respectivos
residuos.
[1,0 val] (b) Calcule o integral ¢, g(z)dz onde C' é o tridngulo de vértices em 1, —1+ie —1 —1,
percorrido uma vez no sentido positivo.
[1,5 val.] 4. Use o teorema dos residuos para calcular o integral real
/” do
_xl+sen?60 "
1,0 val. 5. Considere uma funcio inteira F' definida por
[ , p

400
F(z) = Zanz”, vz e C.
n=0

Mostre que
1 [T A A

an =5 F(e?)e "dg, paran=0,1,2,....
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2° Teste / Exame (2° parte)

[1,5 val] 6. (a) Determine a solugdo geral da equagdo diferencial
y = Y + 21",
t
[1,5 val.] (b) Considere o problema de valor inicial

do _

T2+ (2 +t) o

0, z(0) = 1.

Determine a solucdo do problema na forma explicita e indique o seu intervalo maximo
de existéncia.

7. Considere

3 =2 g | 1
=[] we-efl)
[1,0 val] (a) Calcule a solugdo geral de x' = Ax.

[1,5 val.] (b) Calcule a solu¢do do problema de valor inicial

x' = Ax + h(t), x(0) = { : } .

[1,5 val.] 8. Resolva o seguinte problema de valor inicial
Y + 4y = e + cos(2t), y(0) =4/(0) =0.

[1,0 val] 9. (a) Calcule a série de Fourier de senos da fungdo f : [0,7] — R dada por f(x) = e*.
Qual é a soma da série para cada x € [0, 7]? Sugestdo: para calcular os coeficientes
da série pode ser (til considerar um integral de uma funcdo complexa.

[1,0 val] (b) Determine a solu¢do do problema, para x € [0, 7], ¢t > 0:

u(0,t) =u(m,t) =0 ¢ >0,
U = gy + U,

u(z,0) = f(x).
[1,0 val ] 10. Sendo yy € R™, considere o problema de valor inicial:
dy v

dt 1+ sen?(t +y)

y(0) = yo

Mostre que o problema tem solugdo dnica, y(t), tal que y(t) > 0 em todo o seu intervalo
méximo de existéncia e calcule lim y(¢).
t—-+o0



