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1. Considere o seguinte problema de valor inicial

5y=o.

y'senz +ycosx =1 , y(§

(a) Determine uma solug¢do do problema.

(b) Indique o intervalo maximo de existéncia da solugdo encontrada e justifique que é a dnica
solucdo do PVI.

Resolucao:
(a) Como
, d
Yy senx +ycosr = d—(y(m) sentw),
x

a solucdo geral da equacdo é dada por ysenxz = x + C, e da condigdo inicial concluimos que

C = —3. Portanto, uma solugdo do problema de valor inicial serd
x—7/2
y(@) = ———.
sen x

Observacao: Em qualquer caso, a equacgdo é linear e pode ser escrita na forma

,  Ccoszx 1
Y+

sen xr sen x

admitindo como factor integrante

cos T

M(l‘) = ef senxdx = Senawx

(b) A solugdo indicada na alinea anterior estd bem definida para z €]0, w[. Escrevendo a equagido

na forma )
;- ~ 1—ycosx
y =flzy)=————
sen x
concluimos imediatamente que |0, 7[ é o intervalo maximo de existéncia visto a equagdo deixar

de fazer sentidoem x =0 ou z = 7.

A funcio 1;@% é obviamente continua em R? e a sua derivada parcial em ordem a y,
£)(z.9) cos x
xT,y) = —
v\ Y senx’

é continua para (z,y) € R? : y # km, k € Z. Concluimos portanto pelo Teorema de Picard-
Lindelof que a solucdo obtida anteriormente é tnica.



2. Considere a matriz

[1,0 val] (a) Calcule eAt.
[1,0 val] (b) Resolva o problema de valor inicial
, 26—3t
y'(t) =Ay(t) +b(t) com b(t) = 0
0
Resolucao:

(a) Os valores préprios da matriz A sdo dados por

—5—A 4

det(A =) =0 & ' R

‘:o S AN 46A+9=0 < \=-3

e 0s respectivos vectores préprios

(A+3)v=0 & [:f g}v:[g} @v:[f}x para z € R,

Atendendo a que a matriz A ndo é diagonalizdvel, obtemos a sua forma candnica de Jordan,
procurando um vector préprio generalizado:

weam (3] [ 1] [2] - [ 0]

st =[O0 [8 S 0]

Ent3o temos

e consequentemente

9 —17[e3 te31[2 —17°" 1—92t 4t
At _ Jtg—1 _ =3t
¢ =8e7'S _[1 OH 0 e3tH ] — ¢ [ —t 1+2t]

Resolucao alternativa

A matriz e”* é uma matriz solucio fundamental associada 3 equacdo y’ = Ay. Para a determinar

vamos calcular a solugdo geral do sistema. Fazendo y = (z,y) obtem-se

r_ DY A A S
YAy o {:c— br+dy {(y y) =5~y —y) +4y

Yy =—x—y r=—-y —y
Resolvendo a equagdo em y obtem-se

Y +6y+9y=0 < (D*4+6D+9y=0 < y(t)=ae 3 +bte
e substituindo na outra equagao

= —(ae 3t + bte 3 — (ae 3t + bte™3) = (2a — b)e 3 + 2bte 3



Assim a solucdo geral da equagdo é dada por

][]l

A matriz

a2 -1
S(t)=e [1 ; }

é uma matriz solugdo fundamental, mas dado que S(0) ndo é a matriz identidade S(¢) ndo € a
matriz et. Tendo-se entdo que

-1
o e w2 —142e] T2 17 o 1-2t 4
" =5(0)5T(0) = [1 t H1 0] —° [ —t  1+2t

(b) Usando a férmula de variagdo das constantes temos

y(t) = eAty(0) + / CACDb(5)ds = o { i ] + /O (20 { b (Qt(t_;)s) ]ds

0
4t t—t?
_ -3t —3t
=e [1+2t]+(26 )[ 2 }ds
_ay 6t — 2t2
= e 2
142t —2t
[2 val ] 3. Calcule a solugdo do problema de valor inicial
y' — 5y +6y=0(t—2)+12" | y(0)=0, y/(0)=0.
Resolucao:
Por aplicagdo da Transformada de Laplace (designada por Y') e atendendo as condi¢des iniciais,
obtemos
2 t —2z 12
(22 =52+6)Y(2) = L(O(t—2)) + L(12€") = e to—
Z p—

Temos ent3do que
e % 12

YO = re T oD@ st o)

Decompondo em fraccées simples
1 1 1 1

(22-5246) (2—-2)(2—3) 2-3 z-2

12 _ 6 61
(z—1)(22=52+6) (2-3) 2—-1 2z-2

Atendendo as propriedades da Transformada de Laplace, temos entdo que a solugdo é dada por:

y(t) = H(t — 2)63(1572) —H(t— 2)62(1572) + 6e3 + 6et + 1262,

Observacdao: Em alternativa, poderia ter sido utilizada a férmula da inversdo da Transformada
de Laplace, visto que €'Y (2) tem polos simplesem z =1, z=2e z = 3.
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. Considere o problema de valores na fronteira e valor inicial

([ Ou d%u

E:tw s I'E]O,T([,t>0

u(t,0) =u(t,7) =0 , t>0 (1)
[ u(0,2) = f(z) , @ €]0, 7

em que f é a func¢do definida em [0, 7| por

0 se z€l0,F]

f(z) =
T se x€ |G,
(a) Determine a série de senos da fungdo f(x) e indique a soma da série no intervalo [0, 7].

(b) Calcule uma solugdo formal, u(t,z), do problema (1).

Resolucao:

(a) A série de senos da fungdo f(z) em [0, 7] é dada por

Ssenf(x) = Z by, sen(nx)
n=1

em que, paran € N

by, = %/Oﬂ f(x)sen(nx)dx = %/;wsen(nx) dx = %(cos n_277 - (—1)")
Assim -
Ssenf(x) = Z %(COS nQ—ﬂ - (—1)”) sen(nz)
n=1

e para x € [0, 7] a soma da série é dada por
0 se z€[0,5[ ouox=m

Ssenf(x) =

se T =

B

T se x€lf, 7|

(b) Comecemos por determinar, usando separagdo de varidveis, solu¢des ndo nulas do problema
de valores na fronteira

2
%:t% , €0, , t>0

u(t,0) =u(t,m) =0 , t>0
Vamos determinar solugdes de (2) da forma u(t,x) = T'(t) X (x). Substituindo na equagdo

ou 0%u y ”



e dividindo por T'(t) X (z) obtem-se

T'(¢) X" (z)
T - X@) ¢ €0, [ e t>0

Verifica-se que a tnica forma de uma fungdo de t igualar uma funcdo de x para todos os valores
possiveis de t e € que ambas as fun¢des igualem a mesma constante, isto é
T'(t) X"(x)

VA eR tT(t):)\ e o)

Por outro lado, substutuindo wu(t,z) = T'(t) X (x) nas condi¢3es iniciais obtemos

0

wt,00=0 < THX0)=0 < X(0)=0 ou T(t)

ut,m) =0 & TH)X(r)=0 < X(m)=0 ou T(t)=0

Visto T'(t) ndo poder ser a fungdo nula (pois isso implicaria que tambem wu(t, x) fosse a fung¢do
nula que obviamente n3o é solucdo de (1) pois ndo verifica a condi¢do inicial), conclui-se que
X (0) = X(m) = 0. Temos assim dois problemas para resolver

X" -AX=0 T'(t)
(P1) { X =xm=0 ¢ @2 =

(P1) é um problema de valores préprios correspondentes a um problema com condi¢des de
fronteira de Dirichlet. A equacio

X"-AX=0 & (D’-N)X=0
tem como solucdo geral

Az + B se A=0
X(x) = Ael® + Be M se A>0 (A=p?)

Asen(px) + Beos(ux) se A<0 (A= —pu?)

e atendendo as condi¢des de fronteira verifica-se que qualquer A > 0 n3o é valor préprio (a tnica
solugio de (P1) é a solugdo nula). Se A = —u? < 0, tem-se que X (0) = 0 implica B =0 e
X (m) = 0 implica que Asen(u7) = 0. Para que a solugdo n3o seja a solugdo nula ha que forgar
sen(um) = 0 ou seja u = n. Conclui-se que para cada n € N os valores préprios de (P1) sdo
A = —u? = —n? correspondentes $ solucdes sen(nx) (observa-se que para qualquer outro valor
de A a Unica solugdo de (P1) é X () = 0 que como j4 foi referido nado produz qualquer solugdo

de (1)).

Vamos agora procurar a solucdo de (P2) apenas para A = —n?. Assim
T/(t) 9 212
=-—n’t & Tl =e"=

. 2t ~ ~
Concluimos que para cada n € N, e 2 sen(nx) sdo solugdes de (2), pelo que, formalmente,

qualquer combinag¢do linear (finita ou infinita) tambem é. Ou seja a solugdo de (2) tem a forma

e 2
u(t,z) = Z cre T sen(nx) , (c,) CR

n=1
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Finalmente para determinar as constantes (¢, ) vamos utilizar a condi¢&o inicial

o0

u(0,2) = f(x) < ch sen(nx) = f(x)

n=1

Usando a série de senos da fun¢do f(x) em [0, 7] concluimos que

Cn = %(cosn—; - (—1)") , VneN
pelo que a solugdo formal de (1) é
u(t,x) = i g<Cos T (—1)”) e_"Qé sen(nz)
n 2

n=1

. ParabeReg:R — R dados, considere o seguinte problema de valor inicial:

uipdi=0 zeR, t>0

u(0,z) = g(z), zeR.
(a) Verifique que u(t,z) é constante ao longo do segmento de recta no plano que passa por
(t,x) com diregdo (1,b).
(b) Atendendo ao resultado da alinea anterior justifique que se o problema tem um solugdo ela

deve ser da forma
u(t,x) = g(x — tb).

Verifique que se g € C''(R) essa é de facto uma solucio.

Resolucao:

(a) Para Vu := (ut, ug), a equagdo pode escrever-se na forma:

< Vu(t,z),(1,b) >=0, V(t,x) € RT x R,

onde < .,. > designa o produto interno em R?. Como o campo gradiente é ortogonal aos
conjuntos de nivel, a equagdo indica precisamente que u(¢,x) é constante ao longo da recta que
passa por (t,z) com diregdo (1,b).

(b) Sabemos pela alinea anterior que uma solu¢do da equagdo é constante ao longo de
u(t+s,x+bs), seR, s+t>0.

Esta recta passando por (¢,x) atinge o eixo t = 0 para s = —t. Atendendo a condigdo inicial

temos entao que
u(t,z) = u(0,x — bt) = g(xz — bt).

Se g € C1(R) entdo u(x,t) := g(x — bt) é uma fungdo de classe C(R* x R), que verifica a
condi¢do inicial e trivialmente temos que

uz(t,z) = g'(x — bt), w(t,z) = —bg'(x — bt),

e portanto u(t, x) + buy(t,x) = 0,V(t,z) € RT x R.



