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1. Considere a equagdo diferencial

dy _ Y
— =z— .
dz 1+z
Determine a solugdo que satisfaz y(0) = —1 e o respectivo intervalo méximo de existéncia.

Resolugao: A equagio dada escreve-se na forma y' = a(x)y + b(z) pelo que é uma equagdo diferencial
linear. Ent3o existe um factor integrante u tal que

d

= (u@)y(@)) = pa)e.

e (1
dr  \l1+4z ik

u(a) = eIzl = en4a) =1 4 o

Para este caso, a fungdo p = p(x) satisfaz

logo podemos escolher

A solugdo do problema resulta de

y(z) = — (¢+ Pl +2)a]) = ! <O+f+x;>

1+2x 1+2x

y(0)=-1=C=-1.

O intervalo maximo de existéncia I, contém x = 0 pelo que

y(x) = 112 (1 - %2 - gf;) , V2 € Lpaw =] — 1, +00]
2. Considere a matriz . Lo
A= { 2 _—{ }
(a) Determine et
(b) Resolva o problema de valor inicial
y'=Ay+b . y(0)=(0,0)

em que b = (1,2).
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Resolucao:
(a) Os valores préprios da matriz A sdo dados por:

1-x —1/2

det(A—AI)=| " " %

=1-N(-1-N+1=X=0 & A=0

Assim sendo, se A for diagonalizavel, ent3o existe uma matriz n3o singular S tal que A = S0S~1,
onde 0 a matriz nula (2x2); desta forma:

A% = (50571 = 0.
Se A n3o for diagonalizdvel, ent3o existe uma matriz n3o singular, S, tal que A = SJS~1, com
01
=10 o]
Note que J2? = 0, pelo que:
A2 =8]8t sJs7t =825 = 0.

Em qualquer dos casos, A verifica A™ = 0, para qualquer n > 2. Assim:

a 10 to—t/2] [ 1+t —t/2
¢ I“A[o 1}*[275 S I TR

(b) Pela férmula da variacdo das constantes, a solu¢do do problema de valor inicial é dada por:

o (30 /)
L )
g AR

y(t)

3. Resolva o problema de valor inicial

{y'/+3y/+2y:5+2t, set>0
y(0) =0, ¢'(0)=1.

Resolucao: A equacgdo escreve-se na forma
(D*+3D+2) (y(t)) =5+ 2t, (1)
onde D = %. Além disso, o termo independente h(t) = 5+ 2t é solucdo da equacio diferencial
D?(h(t)) = 0.
Ent3o a solucdo do problema de valor inicial (PVI) é também solucdo da equagdo homogénea
D*(D*+3D+2) (y(t)) =0 < D*(D+1)(D+2)(y(t) =0.

Ent3o escrevemos

y(t) = cleft + 62672]5 + dl + dgt, (2)
N———— N—_——
yn(t) yp(t)

onde ¢y, ¢g,d1,ds sdo constantes reais. Note-se que y,(t) é a solugdo geral da variante homogénea da
equacido (1) logo, para que (2) seja solucdo de (1), é necessério que

Y43y 42y, =5+2t & 3dp+2(di+dot) =542t & di=dy=1.
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Assim a solugdo geral da equagdo (1) é
y(t) = cre t Fege 14t
logo calcular a solu¢do do PVI passa por determinar c¢; e ¢y a partir dos valores iniciais. Entdo

y(0) =0 c1+ce+1=0 c1+cg=-—1 - c1=—-2
y/(O):l —01—262+1:1 62:1 62:1

e a solugdo do PVI é
y(t) = —2e e 41+t

4. Considere o problema de valores iniciais e de fronteira

ou  %u

E—@—%L para x €]0,7[, t>0
u(0,t) = u(m,t) =0 para t>0

u(z,0) = f(z) para z € [0, 7]

onde f: [0, 7] — R é dada por:

o

<z<
<z<

f(m){ 0 se

2 se

5N N

N

(a) Determine a série de senos de f em [0, 7].

(b) Determine a solugdo do problema de valores iniciais e de fronteira.

(c) Justifique que a série obtida na alinea (b) converge em qualquer (z,t) tal que x € [0, 7] e t > 0.

Resolucao:
(a) A série de senos de f tem a forma

SSf(x) = Z by, sen(nx),

n=1
onde

2 K
by, = ;/0 f(x)sen(nz) dx

Tendo em conta que f(z) é nula no intervalo [0, 7/2[, entdo:

2 (" 4 "
b, = f/ 2rsen(nz)dr = —— cos(nz)
m 71'/2 n 71—/2
4 4
= - (cos(mr) — cos n77r> = (cos n%r - (—1)")

Assim:

SSf(x) = i % (cos % - (—1)") sen(nx).

(b) Vamos procurar solu¢des ndo nulas da forma u(z,t) = X (2)T(t) para a a equagdo diferencial parcial

e condi¢cBes auxiliares homogéneas. Substituindo na equagio diferencial, obtemos:

re . ,_ X"=)

X(z)T'(t) = X" (z)T(t) — 2X (2)T(t) < T(t) X(z) "

Esta igualdade é equivalente ao sistema seguinte, onde A é um ndmero real qualquer

X"(x) = AX (2) = 0.
/(1) = (A - 2)T(1)



Das condi¢Bes de fronteira, u(0,t) = wu(m,t) = O resulta, para as solu¢des ndo nulas da forma
T(t)X(x), que

0
TH)X0)=TH)X(r)=0 = { X(r) =0
Resolvemos, em primeiro lugar, o problema de valores préprios (para = € [0, 7]):

O polinémio caracteristico da equacdo diferencial, P(R) = R? — ), tem raizes R = /), pelo que
a expressdo para as solu¢des da equagio (4) dependem do sinal de A. Temos

BeVA® 4 Qe VA se A >0
X(z)=< Bx+C seA=0
Bcoswz +Csenwx  se A < 0.

onde B, C s3o constantes reais e w = \/|\| & A\ = —w? (com w > 0).
Impondo as condi¢cdes de fronteira as solugdes, X (x), acima determinadas, temos

(i) Para A > 0:

B+C=0 N C=-B - C=0
BeV ™ 4 Cem VAT = B(eﬁ“—Cefﬁ") =0 B=0

(ii) Para A =0 resulta que A= B = 0.

(iii) Para A < 0:
B=0 N B=0
Bcoswm 4+ Csenwr =0 C=0ouw=n
donde obtemos as solu¢des X (x) = Bsen(nz) com n = 1,2,... (correspondentes a w = n e
A= —n?).
Em consequéncia, a solucao do problema de valores préprios é:
A, = —n? , Xn(z) = sen(nx) , com n=1,23,...

Substituindo os possiveis valores de A\ na equacdo para T e juntando a condicdo inicial ja obtida,
obtém-se:

T+ (n* +2)T = 0.
As solugBes desta equagdo sdo da forma T'(t) = Ke_(”2+2)t, com K € R. Assim, podemos tomar
To(t) = e~(*+2)t,
As soluges da equacdo diferencial da forma T'(¢) X (z) que satisfazem as condi¢Bes de fronteira sdo
(a menos do produto por uma constante) fun¢des da forma:

—(n%+2)t

e sen(nx) com n=1,23...

Procuramos agora uma solug3o formal do problema (3) que seja uma sobreposicio das solu¢des acima
obtidas; ou seja:

(o)
u(z,t) = Z A=+t sen(nzx)
n=1

Utilizando a condigdo inicial e o resultado da alinea (a), entdo:

= = = — — — (=1 n .
321 Ay sen(nz) = u(z,0) = f(x) 25 (cos 5 (-1 )sen(n;v)
Desta forma, A, = 2 (cos & — (—1)").
Assim sendo, a solugdo (formal) do problema (3) é:
> 4 nm 2
. _ = _(_1\n)\ ,—(n"+2)t
u(x,t) E - (cos 5 (-1 )e sen(nz). (5)

n=1
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(c) Para x € [0,7] e t = 0, a série obtida reduz-se 3 série de senos da alinea (a). A extensio impar, f
de f ao intervalo [, 7] é seccionalmente de classe C!, tendo f e f’ apenas descontinuidades em
x = £7. Pelo teorema da convengéncia pontual das séries de Fourier, u(z,0) = SSf(x) converge
em [0, 7.
Para z € [0, 7] e t > 0 comegamos por estimar o termo geral da série (5):

- (cos — = (—1)”) e~ (n*+2)t sen(nz)| <

_ def
< 8(e7H = 8
——
TTL
Parat >0, r = e~* €]0,1], pelo que Y .~ 8r™ é uma série geométrica convergente; pelo critério
geral de comparacio, a série (5) é absolutamente convergente.

5. Mostre que o conjunto das fungdes y : R — R diferenciaveis e que satisfazem

VEER, () =3yt  y()=1,

possui, pelo menos, dois elementos distintos. Explique porque razdo este facto ndo contradiz o teorema
de Picard-Lindeloff. Justifique cuidadosamente a sua resposta.

Resolucao:

Seja y : R — R uma fung¢3o diferencidvel tal que, para um dado intervalo aberto I, y(t) # 0, para todo o
t € I. Entdo, parat €I,

SO =3O e T Y H=1 & () =1.

Entdo y(t) resolve a equagdo diferencial dada no intervalo I se e sé se, para esse intervalo, existe uma
constante C tal que, para todo t € I,

y)V3=t+C, ouseja, y(t)=(t+C)>.
Selel, y(l) =1 equivale a 1 = (1 + C)3, ou seja, C = 0. Portanto, para todo t € I, y(t) = t3 e

podemos considerar I = |0, +00], j& que nesse intervalo y(t) ndo se anula. Observando que lim+ y(t) =0,
t—0

consideremos as duas fungdes 7,y dadas por

N N 0 se t<0
VteR, §(t) =1, ylt) =9 5 .
t° se t>0.
Sdo duas fungdes diferencidveis em R, satisfazem a condicdo inicial em ¢t = 1 e satisfazem a EDO pelo
menos nos intervalos onde s3o diferentes de zero jd que s3o da forma obtida atras, tomando C' = 0. Por
outro lado, também satisfazem a EDO nos pontos onde se anulam:

70)=0 e 3(5(0)** =0,

VE<0, §#t)=0 e 3(5(1)**=0.
Concluimos assim que ambas s3o solu¢des da EDO em todo R.

Dado que a fungdo f(t,y) = 3y?/? é de classe C' em D = {(t,y) : y # 0}, logo localmente lipschitziana
em D, e (1,y(1)) = (1,1) € D, o PVI considerado satisfaz as hipSteses do teorema de Picard-Lindeloff. O
facto de existirem duas solu¢des diferentes do PVl em R n3o contradiz a conclusdo daquele teorema uma
vez que esta sé garante a unicidade localmente, isto é, sé garante que para « suficientemente pequeno
existe uma e uma s6 solu¢do em |1 — @, 1 + a[. Mas como ambas as solu¢des coincidem em 0, +o0], a
conclusao do teorema é valida.



