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[1,0 val.] 1. Escreva na forma a +1ib, com a,b € R, o nimero complexo dado por
(31)* + cos(3i).

Resolucao:

Usando as definicdes de poténcia e cosseno complexo tem-se:

(31)31 _ e3ilog(3i) _ e3i(1n(3)+i(7r/2)) _ e—3w/26i31n(3)
= e73/2 cos(31n(3)) +ie 32 sen(31n(3))

el3D) 4 =i(3) =3 4 (3

cos(3i) =

2 2
logo
3i e+ 2 2
(31)” + cos(3i) = ——+ e™37/2 cos(31n(3)) +ie >™/?sen(31n(3)).
[1,0 val] 2. Calcule todas as solugbes z € C, da equagio
(z° +8i) e* = 0.
Resolucao:

Dado que e* # 0, para qualquer z € C, tem-se

(23 + 81) =0 <« 23=-81 <« 3=8e ir/2)

& z=2e("312mR)/3 — Qei(_%Jr%), k=0,1,2.

[1,0 val] 3. Esboce a regido R={z€ C:[z—2| <2 e Im(z) <0} e asuaimagem f(R), pela fungdo f(z) = 1.
Resolucao:
A regido R é o interior da circunferéncia de centro em 2 e raio 2 restrito ao interior do quarto quadrante.
Logo a imagem pela inversdo complexa f(z) = % é dada por

f(R)={weC:w=f(z) ez€ R} ={w e C: Re(w) > 1 e Im(w) > 0}.



[2,5 val.] 4. Seja u: R? — R a funcgido definida por u(z,y) = e¥sen(z) — x +y + .

a) Determine uma fungdo inteira f = u +iv tal que f(w) = —i.
b) Calcule a fungdo derivada f'(x +1y).

c) Indique, justificando, o valor do integral

§I|§z|_2 (ZfEZI))Q dz,

onde a circunferéncia é percorrida uma vez no sentido horario.

Resolucao:

a) Para que f = u + iv seja inteira é necessdrio que sejam satisfeitas as equa¢des de Cauchy-Riemann

g—Z:% - g—Z: 2 (e¥sen(z) —x +y+m) = e¥ cos(z) — 1
g = — gZ %:—%(eysen(x)—x—l—y—l—ﬂ'):—eysen(ac)—l
o [ vy)=ecos(z) —y+C(z)
—eVYsen(x) + C'(z) = —e¥Ysen(x) — 1
Da segunda equagdo conclui-se que C/(z) = —1 pelo que C(xz) = —x + C onde C' é uma constante
real. Como f(m) = —i, tem-se v(w,0) = —1 < C' = 7 e portanto

flx+iy) =eYsen(z) —x+y+ 7 +i(eY cos(z) —x —y + 7).
b) Dado que f é diferencidvel em qualquer z = 2 + iy € C temos

of _ou_0u_ , (e
fl(x+iy) = 5~ Ba ay = eYcos(z) — 1 —i(eYsen(x) + 1).

c) Sendo f inteira e |i| < 2, a férmula integral de Cauchy garante que

7§ 1) = —omif (i) = —2n(1 +i(e — 1))
|

2=2 (7 = 1)

[1,5 val] 5. Determine o desenvolvimento em série de Laurent vélido para |z +1| > /5 da funcdo f : C\{—1,2i} — C
dada por

1
(2= (z+1)(z—2i)°

Resolucgao: Pela formula da soma da série geométrica obtemos

1 1 1 1 1
flz) = == . - = . .
(z+1)(z—=21)) z+1 z—-21 z+1 z+1—1—21

~ (z+1)2 1—1Z+T21i_ z:—i—l2 z+1

Z (1+2i)" 1 14+2 (1+2i)?
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Atendendo a regido de validade da férmula da série geométrica, a igualdade na linha do meio é vélida se
e sb se
14 2i

z+1

0 que estabelece a regido de validade da série de Laurent obtida.

<1, & |z+1]>|1+2i| =5,




[2,0 val ] 6. Considere a funcdo complexa de varidvel complexa f definida no seu dominio por

1 1+e* 1
1) = (922 +1)2 + z +COS(2+W) '

a) Classifique todas as singularidades de f e determine os seus residuos.

“+o0
, . 1
b) Usando a alinea anterior, calcule /0 m dx,

Resolucao:

a) Considere-se f(z) = f1(z) + f2(z) + f3(z), com

1 14e* 1
fl(z)*mv fa(z) = —— e fs(Z)COS<Z+7T>-
As singularidades de f sdo z = :I:%, provenientes de f;, 2z = 0 e z = —m, provenientes de fs e f3,
respectivamente.
As fungdes f1 e fo sao holomorfas em z = —m, donde a sua contribuicdo para as correspondentes

séries de Laurent de f, em torno destas singularidades, faz-se apenas na parte regular. A parte
principal das séries de Laurent e, consequentemente, o residuo neste ponto, provém apenas de f3,
pelo que podemos concluir que

Res(f, —m) = Res(f3, —7).

Um argumento andlogo sustenta que Res(f,0) = Res(f2,0) e Res(f, :l:%) = Res(f1, :I:%)

Para z = 0 tem-se (usando, por exemplo, a regra de Cauchy):

li = lim 2 2= = 2
mefle) = e

pelo que esta singularidade é um pélo simples e Res(f,0) = Res(f2,0) = 2.

Relativamente a z = +3, e em conta que f; é uma fung3o racional com numerador constante, a
ordem dos zeros do denominador de f; leva-nos a concluir que se tratam de pdlos de segunda ordem.

Assim

Res(f,£1) =Res(fi,£1) = lim £ ((zFi/3)%fi(z)) = U d (;)

ey ctisz dz \92(z £1/3)2
_ —2 R
T R(&H/3x1/3)° 12
Expandindo f3 em série de Laurent valida na regido dada por |z + 7| > 0:

PR NS S S N
B 2(z+m)?2 Al(z+m)?*r 6'(z+m)8

Y - (Z !
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Assim sendo, z = —7 é uma singularidade essencial de f; (e, também, de f), sendo que Res(f, —7) =
Res(f1,—m) =a_1 =0.

b) Reconhecendo que fi(x) = m é Sbvio que fi(x) = f1(—x), para todo x € R, ou seja, fi é
uma fungdo par em R. Por este facto,

° 1 1 *° 1 n
= dr== = ] .
/0 02+ 172 dx 5 / fi(x) dz 5 gl / fi(x) dz

— 00

Além disso, para cada R > 1/3

/_}lfl(x)dx = §I§R fi(2) dz_/m f1(2) dz

onde 'y = [-R,R] + yr é o caminho de Jordan, positivamente orientado, com v o arco de
circunferéncia, dado por vr(t) = Re®, t € [0, 7.



[1,0 val.]

Da alinea anterior tem-se que f1(z) é uma fun¢3o racional com singularidades isoladas em +i/3 em
que a diferenca de grau do polinémio denominador para o polinémio numerador n3o é inferior a 2,

pelo que
lim z)dz =
R—)-i—oo/y hi(z)

e pelo teorema dos residuos

oo R
/+ fi(z)dx = lim " fl( )dr = lim % fi(z)dz — hm / fi(z

—69 R— 400 R—+o00
= QﬂiRes(fl, i/3).

Novamente usando a alinea anterior conclui-se,

+oo 1 L[t 1 i s
== do = —ormi [—— ) = =.
/0 022 +1)2 " 2/,00 hi@)de =3 7”< 12> 12

7. Considere p um real positivo arbitrdrio e P(z) um qualquer polinémio em z € C. Mostre que

9§ P(2)dz = i2mp*P'(0),
|z|=p

onde o caminho é percorrido uma vez no sentido directo.
Resolugdo: Seja P(z) um polinémio arbitrario

P(Z>:Zakzk:a0+a12+a27;2+...+anzn.
k=0

% P(E)dz:Zakgg z*
|z|=p k=0 |z|=p

para qualquer n € Ny. Por aplicacdo directa da definicdo de integral obtemos que

Entao

9§ zZFdz =0, para k=0,2,3,...
|z|=p

% Zdz =i2mp?,
lz|=p

0 que termina a demonstracao. .



