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[1,0 val.] 1. Determine a solucdo geral da equacdo diferencial

! =1t+2.
VooVt

Resolucao:
A equacgio dada escreve-se na forma y’ + a(t)y = b(t), com

3

2+ 3t (*) T

a(t)

pelo que é uma equacgao diferencial linear. Ent3o escrevemos

d
Vray=bt) & = (FlO) = O,

ou seja,
eP[“(t)]y(t) =P [ep[a(t)]b(t)} +C

onde C' é uma constante real. Note-se que as primitivas envolvidas sdo imediatas com

Pla®] _ Plafs] _ In(2+3t) _ 9 + 3t,

P [ep[““)]b(t)] — 1 [(2 F30)(t+2)] =3+ 42 + 4.
Ent3o a solucdo geral da equagdo é

P +a+4t+C
B 2+ 3t

y(t)

[2,0 val] 2. Considere a seguinte equacdo diferencial

dy

~—o.
dt

(2t +1ny) + (t/y)

Mostre que a equacdo é exacta e calcule, justificando, a solu¢do da equagio que verifica y(1) = 1 e o
respectivo intervalo maximo de existéncia e unicidade.



[2,0 val]

Resolucao:

Verifica-se que a equagdo é exacta porque

0 1 0
a—y(2t+lny)— v 5 1Y)

Sabemos entdo que a solugdo geral da equagdo é dada implicitamente por ®(¢,y) = C, onde C' é uma
constante real e ®(t,y) satisfaz:

%Q)(t,y) =2t +Iny, (1)
a%cb(t, ¥) = t/y 2)

Integrando a equacgdo (2) em ordem a y obtemos
D(t,y) = tin(y) + C(¢) (3)

e derivando em ordem a t e comparando com (1) concluimos que C(t) = t2. A solug3o geral da equagio
é entdo dada implicitamente por
tin(y) +* = C,

e a condi¢ao inicial determina o valor C' =1 pelo que a solugdo com a condi¢do inicial indicada é
y(t) = et € Iae =0, +00].
A unicidade da solugdo resulta do teorema de Picard-Lindelof. De facto, a equagdo escreve-se

2t + In(y)

W jy)  com  flty)= 2

il

sendo que f € uma fungio de classe C' no seu dominio, o qual contém o ponto (1,1) .

. Considere

A:[gg], B@:eQﬂ?}.

(a) Calcule e/t

(b) Calcule a solu¢do do problema de valor inicial
Y' =AY + B(1), Y(0) = {

o |

(a) Dado que a matriz A é triangular superior os seus valores préprios sdo 3 e —2. Para os respectivos
vectores préprios tem-se

Resolucao:

(AMWO¢§[O 5]v[8

il Ao — || L
0 _s ] logo uma escolha possivel é v = [ 0 ] .

0 5 5 0 R
(A+2I)w[0} & [0 0:|W|:0:| Iogoumaescolhaposswelew[ 1 }

Atendendo a que a matriz A é diagonalizével, a sua forma candnica de Jordan é uma matriz diagonal, pelo

que
=1l

3 4 [1 =113 o 1

a=sast=[5 ][5 L]0 7

e consequentemente

1 -1 et 0 1 1 e3t 3t =2t
At _ g Jt a1 _ _
(& = Se S = |: 0 1 :| |: 0 6_2,5 :| [ 0 1 :| - |: 0 e—2t 3



[2,0 val.]

[2,0 val.]

4.

5.

(b) Pela férmula da variagdo das constantes, a solu¢do do problema de valor inicial é dada por:

Y(t) = eAtY(O)—i—/t A=) B(s) ds
0

| O ET e3(t=s)  3(t—s) _ o—2(t—s) 0 .
- [0 i 3 0 e—2(t—s) 11¢€ ds

t 3t,—5s _ ,—2t
L7 =)
0 e

Resolva o seguinte problema de valor inicial

y"+3y" +2y=¢",  y(0)=y'(0)=0.

Resolucao:

A equacdo escreve-se na forma
(D* 43D +2) (y(t)) = €™, (4)

5t é solucdo da equacio diferencial

onde D = 2L Além disso, o termo independente b(t) = e
(D = 5)(b(t)) =0.
Ent3o a solu¢do do problema de valor inicial (PVI) é também solucdo da equagdo homogénea

(D-5)(D*+3D+2) (yt) =0 <« (D-5)(D+1)(D+2)(y(t) =0.

Ent3o escrevemos

y(t) = cre™* + coe™ + die”, (5)
—_— ——
yr(t) yp(t)

onde ¢, c2, d1 sdo constantes reais. Note-se que yy,(t) é a solucdo geral da variante homogénea da equagao
(4) logo, para que (5) seja solugdo de (4), é necessario que

Yy + 3y, +2yp =€ & (25dy + 15dy +2d1)e” =€ & dy =1/42.
Assim a solug3o geral da equacdo (4) é
y(t) = cre™t + coe™* + L

logo calcular a solu¢ao do PVI passa por determinar ¢ e co a partir dos valores iniciais. Entao

y(O):O Cl+02+ﬁ:0 Czifclfﬁ 62:*%
~ ~ ~
{y’(O)O *201762+4—52:0 701:7%:7% 61:%

e a solucdo do PVI é

(a) Determine o desenvolvimento em série de Fourier de senos da fun¢gdo f: [0,1] — R dada por

—1 seOS:c<%7
f(z) =

1 1
5 SG§SIL’§1

Indique a soma da série para cada = € [0, 1].
(b) Determine a solugdo do problema, para « € [0,1], t > O:

ou 82u U(O, t) = ’U/(Lﬁ) = 0;
— =2 +3u

2 b
o O u(z,0) = f(x).



Resolucao:

(a) A série de senos de f tem a forma

SS[f](x) = Z by, sen(nma),

onde )
NES 2/ f(z)sen(nmzx) dx
0
Tendo em conta a defini¢do de f(x) no intervalo [0, 7/2][, tem-se:

1/2 1
by = 2/0 (—1)sen(nﬂ'x)dx+2/1 (1/2) sen(nmz) dx

/2
1/2 1
_ [ cos(mrx)] 4|z cos(mrz)]
nw

nm

0 1/2

Assim:

SSf(x) = nij:l (% oS (%) L (2+ (—1)")) sen(nmx).

nm

Para = € [0, 1] a série obtida é a série de Fourier da extensdo impar de f ao intervalo [—1,1]. Esta é
seccionalmente de classe C!, tendo apenas descontinuidades em = = i% e x = 0. Pelo teorema da
convengéncia pontual das séries de Fourier, SS[f](x) converge em [0, 1] com soma

-1 se0<x<%,
% se%<:c<1,
SS[f](z)
0 sexz=0,1,
1 seqp=1

(b) Vamos procurar solu¢des ndo nulas da forma u(x,t) = X («)T(t) para a a equagdo diferencial parcial
e condicBes auxiliares homogéneas. Substituindo na equacdo diferencial, obtemos:

X(@)T'(t) = X"(2)T(t) +3X (2)T(t)
onde A é um nuimero real qualquer. Esta igualdade é equivalente ao sistema,

X" (z) + AX (z) = 0.
T'(t) = -(A=3)T(®)

Das condigdes de fronteira, u(0,t) = u(1,t) = 0 resulta, para as solu¢des ndo nulas da forma
T(t) X (z), que

A solucdo do problema de valores préprios (para = € [0, 1]):

X"4+AX=0 ; X(0)=Xx(1)=0,

é dada por
2_2

Ap =0 , X, (z) = sen(nmx) , comn=123,...
Substituindo os possiveis valores de A\ na equacgdo para T e juntando a condi¢do inicial ja obtida,
tem-se: .,
T'+ (0?12 =3)T=0 &  T(t)=Cpre 'm0



[1,0 val.]

onde C,, € R.

As solucbes da equacdo diferencial da forma T'(¢) X (z) que satisfazem as condi¢des de fronteira sdo
funcdes da forma:

—(n?m2-3)t

e sen(nmx) com n=1,23...

Uma solucdo formal do problema que seja uma sobreposicao das solu¢es acima obtidas; ou seja:
oo
2_2
u(z,t) = Z Cre~ (™ =3t sen(nnz).
n=1
Utilizando a condig3o inicial e o resultado da alinea (a), ent3o:

i Cypsen(nmz) = u(x,0) = f(z) = Oj (i cos (%) - % 2+ (—1)”)> sen(nmx).

Desta forma, C,, = == cos (%)

nm

2+ (=1)").
Assim sendo, a soluc¢do (formal) do problema é:

_ L
nm

6. Seja A uma matriz 2 X 2 e v, w vectores ndo nulos, tais que

Av = v e AW = Aw + v,

onde A € R. Determine as solugdes do sistema Y’ = AY da forma Y (¢) = ¢(t)v + d(t)w onde ¢ e d sdo
funcdes escalares de varidvel real.

Resolugdo: Para osistema’Y’ = AY, podem encontrar-se duas solu¢des linearmente independentes Y (¢)

e Ya(t) em que ambas sdo combinagdes lineares dos vectores v e w. De facto, uma é Y (t) = e*v,

como se verifica de

Av = \v & eMAv = eMv & A (e”\tv) = % (e”\tv) ,

e outra é Yo(t) = e (w 4 tv). Para verificar esta (ltima basta somar as equacdes

Atev) = td (M)

eMAw = eMAw + ey & A (eMW) = % (eMW) + ey,

com resultado
A (e’\tw + te)‘tv) = % (e’\tw + te)‘tv) .

Conclui-se que qualquer solugdo é da forma
Y(t) = aY(t) + BY2(t) = aev + 8 (e’\tw + te’\tv) =c(t)v +d(t)w

onde o, B € R, c(t) = (a + ft)er e d(t) = Ber.



