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I (5 val.)

Seja

Aα =









−1 0 1 −1
2 α −2 2
0 0 α 1

−1 0 1 α









, com α ∈ R.

a) Determine a caracteŕıstica e a nulidade de Aα em função do parâmetro α.
b) Diga, justificando, quais são os valores de α para os quais Aα é invert́ıvel.
c) Para α = 1, calcule a entrada (2, 2) da matriz inversa A−1

1
.

d) Para α = −1, determine bases para o espaço das colunas e para o espaço nulo de A−1.
e) Para α = −1, determine a solução geral do sistema de equações lineares A−1u = b,

onde b = (0, 1, 0, 0).

II (2 val.)

Considere os seguintes subespaços de R
4:

U =
{

(x, y, z, w) ∈ R
4 : x − w = 0 e y = 0

}

e V = L ({(1, 1, 0, 0), (−1,−1,−1, 0)}) .

a) Diga, justificando, quais são as dimensões dos subespaços U + V e U ∩ V .
b) Determine uma base para R

4 que inclua dois vectores de U . Determine uma base
para U ∩ V .

III (3 val.)

Considere o espaço linear P1 de todos os polinómios reais de grau menor ou igual a 1.
Sejam S1 = {1,−1 + 2t} e S2 = {1 − t, 1 + t} duas bases (ordenadas) de P1.

a) Determine a matriz SS1→S2
de mudança da base S1 para a base S2.

b) Suponha que as coordenadas de um vector p(t) ∈ P1 em relação à base S2 são dadas
por (−1, 1). Determine as coordenadas do mesmo vector p(t) em relação à base S1.

c) Determine a matriz SS2→S1
de mudança da base S2 para a base S1.

IV (4 val.)

Considere a transformação linear T : R
3 −→ R

4 definida por

T (x, y, z) = (x + 2y,−y, z − x − 2y,−2x + 2z − 4y).

a) Determine a matriz M(T ;B3

c
;B4

c
) que representa T em relação às bases canónicas B3

c

e B4

c
de R

3 e R
4 respectivamente.

1



b) Determine o núcleo N (T ) de T . Diga se T é injectiva.
c) Determine o espaço imagem I(T ) de T . Diga se T é sobrejectiva.
d) Determine a solução geral da equação T (x, y, z) = (0, 0, 1, 2).

V (3 val.)

Considere a transformação linear T : R
3 −→ R

3 que em relação à base canónica de R
3 é

representada pela matriz:

A =





1 0 0
0 −2 1
0 1 −2



 .

a) Determine os valores próprios e os subespaços próprios de T .
b) Justifique que a matriz A é diagonalizável. Determine uma matriz de mudança de

base S tal que a matriz S−1AS seja diagonal.
c) Seja B uma matriz invert́ıvel do tipo n× n. Mostre que se λ é um valor próprio de B

então λ−1 é um valor próprio de B−1. Diga, justificando, qual é a relação existente entre os
vectores próprios de B e os de B−1.

VI (2 val.)

Considere no espaço linear M2×2(R) (de todas as matrizes reais do tipo 2× 2) o produto
interno definido da seguinte forma:

〈A, B〉 = tr (AT B).

Considere também o seguinte subespaço U de M2×2(R):

U =

{[

a b

c d

]

∈ M2×2(R) : a = d e b = c

}

.

a) Determine uma base ortogonal para U e uma base para U⊥.

b) Determine a distância de

[

1 0
0 0

]

a U .

VII (1 val.)

Considere a transformação linear T : R
3 −→ R

2 cuja representação matricial em relação
às bases canónicas B3

c
e B2

c
de R

3 e R
2 respectivamente, é dada pela matriz:

M(T ;B3

c
;B2

c
) =

[

1 0 2
−1 2 0

]

.

Determine a matriz M(T ;S1;S2) que representa T em relação às bases S1 = {u1, u2, u3}
de R

3 e S2 = {v1, v2} de R
2 com:

u1 = (1, 1, 0), u2 = (−1, 0, 1), u3 = (0, 2, 1), v1 = (1, 1) e v2 = (1, 2).
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