Instituto Superior Técnico 25 de Janeiro de 2003
Departamento de Matematica Duragao: 3h.

Seccao de Algebra e Analise

2° EXAME DE ALGEBRA LINEAR
CURSOS: Lic. Eng. Geoldgica e Mineira, Lic. Eng. de Materiais e Lic. Eng. Mecéanica

I (5 val.)
Seja
-1 0 1 -1
2 a —2 2
Ay = 00 a 1| coma € R.
-1 0 1 «

a) Determine a caracteristica e a nulidade de A, em fungao do parametro a.

b) Diga, justificando, quais sdo os valores de « para os quais A, ¢ invertivel.

c) Para a = 1, calcule a entrada (2,2) da matriz inversa A;".

d) Para o = —1, determine bases para o espago das colunas e para o espago nulo de A_;.
e) Para a = —1, determine a solugao geral do sistema de equagoes lineares A_ju = b,

onde b = (0,1,0,0).

IT (2 val.)

Considere os seguintes subespacos de R*:
U={(z,y,z,w) eR* :z—w=0 e y=0} e V=L({(1,1,0,0),(-1,-1,-1,0)}).

a) Diga, justificando, quais sao as dimensoes dos subespagos U +V e UNV.
b) Determine uma base para R* que inclua dois vectores de U. Determine uma base

para U NV.

III (3 val.)

Considere o espaco linear P; de todos os polinémios reais de grau menor ou igual a 1.
Sejam S} = {1,—1+2t} e Sy = {1 —t,1 + t} duas bases (ordenadas) de P;.

a) Determine a matriz Sg, s, de mudanca da base S; para a base Ss.

b) Suponha que as coordenadas de um vector p(t) € P; em relacao a base Sy sao dadas

por (—1,1). Determine as coordenadas do mesmo vector p(t) em relacao a base Sj.

c) Determine a matriz Ss,.s, de mudanga da base Sy para a base S;.

IV (4 val.)

Considere a transformacao linear T : R® — R* definida por
T(x,y,z) = (v +2y,—y,z—x — 2y, 2z + 2z — 4y).

a) Determine a matriz M (T; B3: B*) que representa T em relacdo as bases candnicas B3
) c? C s C

e B} de R? e R* respectivamente.



b) Determine o nicleo N'(T') de T. Diga se T é injectiva.
c¢) Determine o espago imagem Z(T') de T'. Diga se T' é sobrejectiva.
d) Determine a solugao geral da equagao T'(z,y, z) = (0,0,1,2).

V (3 val.)

Considere a transformacao linear T : R? — R3 que em relacdo & base candnica de R? é
representada pela matriz:

10 0
A=10 -2 1
0 1 -2

a) Determine os valores préprios e os subespagos préprios de T'.

b) Justifique que a matriz A é diagonalizédvel. Determine uma matriz de mudanga de
base S tal que a matriz S™'AS seja diagonal.

c) Seja B uma matriz invertivel do tipo n x n. Mostre que se A é um valor préprio de B
entdo A\~! é um valor préprio de B~'. Diga, justificando, qual é a relacdo existente entre os
vectores préprios de B e os de B7L.

VI (2 val.)

Considere no espaco linear Moy 5(R) (de todas as matrizes reais do tipo 2 x 2) o produto
interno definido da seguinte forma:

(A, B) = tr (A"B).

Considere também o seguinte subespago U de Mayo(R):

U:H‘C” Z] € Mys(R) :a=d e b:c}.

a) Determine uma base ortogonal para U e uma base para U+,

b) Determine a distancia de { (1) 8 } aU.

VII (1 val.)

Considere a transformacao linear 7' : R® — R? cuja representacao matricial em relacao
as bases canénicas B2 e B2 de R? e R? respectivamente, ¢ dada pela matriz:

1 0 2
. R3. 1R\ _

M(T; B3 B?) = { 9 ] .
Determine a matriz M (7T; S1;S2) que representa T' em relacao as bases Sy = {uq, ug, us}

de R? e Sy = {vy,v5} de R? com:

up = (1,1,0), wy=(-1,0,1), uz=(0,2,1), v =(1,1) e wvy=(1,2).



