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1? Ficha de exercicios para as aulas de problemas

1. Verifique que:

o[t 3]-[00] @[ a] - @[5 ] -

(W):Plé}m:{-i érm:[g 8] W)[;Z][gzi]:{g ﬁ}{é i]
1 1 17 00 0 9 —2 —417° 2 2 4
)| 1 1 1| = [0 00| (vi)|-1 3 4 | =]-1 3 4
|2 -2 -2 000 1 -2 -3 1 -2 -3
(viii) é [1()1]{% §§ @@3[1 51}%[2 :fr—-{g_%}
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A2%colunade | —1 —1 1 -7 1 6 el -1 -1 1 1| =] -2
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—senf cosf } é ortogonal (0 € R). Isto é,

[ cos 6 sen@]{ cosf sen@}T_[ cos senH}T[ cosf seHG}_I

—senf cosf —senf cosf —senf cosf —senf cosf
V3 V2 W6
3 2 6 1_ 2,
(xiv) \/?5 —2 \/?6 é ortogonal. (xv) | 2 2? 13 5. | € unitédria. Isto &,
VBg G 3 373
3 3
H H
12, 2 12, 2 12, 2 12, 2
2.3 3 2.3 3 _ | 273 3 2.3 3 -7
_2f 1% 2, _2 1% 2, _2 1% 2, _27 172
3 373 3 373 3 373 3 373
] 2 — 3 1 ) . )
(xvi) ;1 _9; | ¢umamatriz normal. Isto &,

2-3i 1 2-3 1 1" [2-3 1 1"[2-3 1
-1 1—2 — 1—-2 N -1 1—2 - 1—2
(xvii) As constantes a,b e ¢ que definem a fungao y = ax? + bx + ¢ cujo gréfico passa
pelos pontos (z1,y1), (2,92) e (r3,y3) (de abcissas distintas entre si), constituem a
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a i 21 1| wm

solugdo | b | do sistema linear cuja matriz aumentada é dadapor: | 22 x5 1 | s
2

c r3 x3 1 | ys



2. Efectue, sempre que possivel, as seguintes operacoes.
i [-% 2] J () [0 1]+ ! (iii) 2 2 3 :
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(vii) {\_/g}[zl ~1 2] (viii) —% 2[ V2 -3 ]
’ RN
1o 1 10 !
(ix) | 2 -3 31
-1 _1 4 1 _1
3 2 3 2 5 5
L5 13
1 -2 0 —27'T1 o 1 0] [1 -1 0 -2
(x)|0 -1 =3 0 -2 4 (xi) | =2 4 0 -1 -1 0
6 2 5 1 ~1 3 -1 3 6 2 5 1

3. Pretende-se arrumar livros em caixas. Ao colocar 7 livros em cada caixa, fica um livro
de fora. Ao colocar 8 livros por caixa, hd uma caixa que s6 tem 1 livro. Quantos livros
se pretende arrumar? Quantas caixas existem?

4. C' = Celsius, F' = Fahrenheit. A partir do ponto de congelacao (C, F') = (0,32) e do
ponto de ebuligao (C, F') = (100,212), deduza a equacao linear
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Verifique que o tinico valor comum a ambas as escalas é —40°.

5. Escreva a matriz A = (a;5),,, € Maxa (R) em cada um dos seguintes casos:

. 0 se 1>
a) a;=j*(-1)" b) a; =
: +1,_1 caso contrario,
i+j
1 se 1=1]
—aj para todo i,
c) —j se j=i+1 d) a;; =

J se j>1
1 —J caso contrdrio,
6. Verifique se a matriz (a;;) € Maxs (R) definida por a;; = 3i 4+ 2j, para todo 7, j = 1, 2,
¢é simétrica.

7. Determine as caracteristicas e as nulidades das seguintes matrizes reais, identificando
0s respectivos pivots.

00 123 2 1 1 2 3 4
G) |0 o0 Gi) [0 1 1 Gii) | 2 4 Gv) |5 6 7 8
0 0 12 3 1 -2 9 10 11 12



10.

11.

12.

13.

12 -1 3 2 1 3 -1
0 1 -1 1
Sl -1 1 3 =2 -1 |0 11 -5
v) 1_} ;_(1) M 97 0 g g My 53
33 -2 4 —6 4 1 1

6 9 2 10 -6 8 —
46 (x) | -1 -5 3 -4
2 3

5 —1 2]
-2 —-10 6 -8
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Quais das seguintes equacgoes sao equagoes lineares em x,y e z 7
1
(a) @z +V3y+z=1 (b) g +z=0 (c)r'43y—2=2 (d)z—yz=1

Diga qual dos seguintes pontos: (0,0),(1,1),(1,—1),(—1,1) é a solu¢ao do seguinte
sistema de equacoes lineares nas varidveis z, y.

r+y=0
r—2y=3
r—y =2

Diga quais dos seguintes pontos: (0,0,0,0),(1,—1,1,0),(1,-1,1,2), (3, -9,7,

NZd
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sao solugoes do sistema de equagoes lineares nas varidveis z,y, z € w.

r—2y—32=0
r+y+z=1

(i) Determine os coeficientes a, b, ¢ e d da fungao polinomial p(z) = az®+ bx?* + cx + d,
cujo grafico passa pelos pontos P, = (0,10), P, = (1,7), Ps = (3, —11) e Py = (4,—14).

(ii) Determine os coeficientes a,b e ¢ da equagao da circunferéncia
2+ +axr+by+c=0,
que passa pelos pontos P, = (—=2,7), P, = (—4,5) e P3 = (4,-3).

Seja « € R. Em fungao do pardmetro «, calcule a caracterfstica e a nulidade das
seguintes matrizes. Em cada alinea, indique ainda (se existirem), justificando, os val-
ores de o para os quais essas matrizes sao invertiveis.

1 0 1 1 o o 2 o? —«
G| -1 a « (i) | —2 1 2 (iii) | 2 1 1

0 o 1 3 —2—a -1 0 a?-1 a+1

-1 0 1 « -1 0 1 a 1 -1 « 0
. 0 1 0 0 0 1 -1 0 . 1 a -1 0
W s gao0l M1 02| D)1 1w o

-1 -1 1 2 2 0 -2 =2 -1 1 —a o*—-1
Resolva os seguintes sistemas de equagoes lineares.

20+ 3y =1 20 +4y =10 dr —2y =5
(a){5:1:—|—7y:3 (b){3x+6y:15 (C){—6x+3y:1
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20 +y—32=95
3r —2y+22=95
or — 3y — 2z =16

rT+2y+3z2=3
20 +3y+8z =4
3r+2y+17z =1

rTH+2y —z24+3w=3
2v+4y+ 42+ 3w =9
3r + 6y — 2+ 8w =10

2$3+3(E4 =1
2.%'1 —6&33+91’4 =7
2$1 —|—2ZL’2 - 51’3 +2]34 =4

§))

100z4 + 15023 — 20024 = 50

20 +3y —22=95
T—2y+3z2=2
dr —y+4z=1

20+ 3y =3

(8) § #—2y=5
3r+2y="7

{ r+5y+4z— 13w =3

3r —y+ 22+ 5w =2
20+ 2y+ 3z —4dw =1

r—2y+3z—w=1
(k) § 3z —y+2z+5w=2
—3r+ 6y — 924 3w = —6

14. Discuta em fun¢ao do parametro real a os seguintes sistemas de equagoes lineares (nas
varidveis x,y e z). Nos casos em que existirem solugdes, determine-as.

oar+y+z=1
(a) ¢ z+ay +2=1 (b){

r+y+az=1

ar +y+z=1
d < z+ay+z=a
T4y +az=a?

r+2ytaz=1
20 +ay +8z =3

THY+oaz=2
(c) § 3z+4y+2z=qa
20 +3y—z2=1

—r+y +az =1
20 + oy — 20z =«
—ar+ay +z=-1+2«a

15. Discuta os seguintes sistemas de equacoes lineares em termos dos pardmetros reais «
e 3. Nos casos em que existirem solucoes, determine-as.

2z 4+aw =
r+y+z+3w=1 (c)
20 + 2y + 2z 4+ w =2
r+y+3z+ 14w =4

r+4y+ 32 =10
(a) ¢ 22 +Ty—22=10 (b)
r+by+az=p0

ar+y—z+aw=>0
rT—=2y+2z4+w=1
r—y+z+(a+H)w=p

16. Diga para que valores de a, b e ¢ tém solugoes os sistemas.

rT+2y—3z2=a r—2y+4z=a
(a)  3x—y+22=0 (b) { 224+3y—2z=0
T—5y+8z=c r+y+2z=c

17. Determine um sistema de equagoes lineares cujo conjunto de solugoes seja:
(a) S={(1+t,1—-1t):teR} (b) S={(t,1—-2t,1):t € R}
(c) S={(3t,2t,t):t € R}
(d) S={Bt—s,t+2s—1,s—2t+1):s5teR}
(e) S={(2t—3s,t+s—1,2s+1,t—1):5s,t € R}
) S={1-s,s—1t,2s,t—1):5,t R} (g) S=o2

. . . . 1 2
18. Determine todas as matrizes reais 2 x 2 que comutam com a matriz [ 3 4 }



19.

20.

21.

22.

23.

24.

Existem 16 matrizes 2 X 2 s6 com 0 e 1 nas respectivas entradas. Quantas sao in-
vertiveis?

Seja A € M« (R) tal que A? 4+ 2A + 21 = 0.Verifique que A ¢ invertivel e determine
a sua inversa.

3 4
79
um dos seguintes casos, determine a matriz X que satisfaz a equacao

Sejam A, B, X € M, (R) matrizes invertiveis tais que (AB)* = [ } . Em cada

(i) AXB+AB=0 (ii) BXA-A'B'=0

~1
Determine A € My (R) tal que (2] - (SAil)T> - [ ;1 :; } '

Determine (se existirem) as inversas das seguintes matrizes.

Oy o] @yl am |y

1 2 3 1 2 3 1 2 =2 1
(v) | 4 5 6 (vi) | 0 1 2 (vii) 3 1 2 2
789 0 01 2 1 =2
L 02 L2l cos @ — sen «
i) |03 06 406 [ T
E 0 00 0 0 0 K&
. 1 £ 00 0 ko
(xi) 01 k 0 |com E#0 (xii) 0 ks 0 0| com ky, ko, k3, kg # 0
00 1 &k ks 0 0 O
[ 5 2 2 _81 1 -1 _1 117
13 13 13 13 2 T2 2
7
R I -5 1 0 =
(xiii) (xiv)
2 6 _1 2 19 1 1
13 13 13 13 2 2
8 2 2 5 11 1
L "3 13 13 13 L 2 2 T2 i
(i) Seja A € Myxn (R) tal que
AF =0

para algum k € N\ {1}. Verifique que

(I—A)'=T+A4.. + A1

e )

11
(ii) Calcule | 0 1
00



25.

26.

27.

28.

29.

2 2 =2
Seja A=|5 1 —3
1 5 =3

(i) Verifique que A® = (ii) Calcule (I — A) (I + A+ A?).

o O O
o O O
o O O

Para cada parametro real «, considere o sistema de equacgoes lineares de varidveis reais
cuja matriz aumentada é dada por:

14 2 | 10
2 7 2 | 20
15 a | 10

a) Discuta em termos de « a existéncia ou nao de solugao do sistema de equagoes
lineares anterior.

b) Para o = 4, determine o conjunto soluc¢ao do sistema de equagoes lineares corre-
spondente.

1 0 —1 0
2
Seja Ay, = (1) i\ A ;\—,u )\: ,com \, i € R.
LA N+p A+

(a) Determine a caracteristica e a nulidade de A, , em funcao de A e p.

(b) Determine os valores dos pardmetros A e p para os quais Ay, é invertivel.

1 0 8 2
2
Seja Ag = _24 g —653 g , com 3 € R.
g0 pop

(a) Determine a caracteristica e a nulidade de Az em funcdo do parametro g e diga,
justificando, quais sao os valores de 3 para os quais Ag é invertivel.

(b) Para = 1, determine a inversa da matriz A;.

0

o NN O

2 O

1
. a
Seja By = p | > coma, beR.

2
0
3 06 0

(a) Determine a caracteristica e a nulidade de B,; em fungio de a e b.

(b) Para a = 1 e b = 0 calcule a matriz inversa da matriz By g, isto ¢, (Byo) .

(c) Determine a solugéo geral do sistema linear BjpX =C,C=[1 -2 3 -1 ]T.
(d) Para b = 1, determine a soluca@o geral do sistema linear B, ; X = D, em que D é o
simétrico da 3% coluna de B, ;.



