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3% Ficha de exercicios para as aulas de problemas

1. Verifique que os seguintes subconjuntos de R?, com as operacoes usuais, nao sao sube-
spacos de R2.

@) {(z,y) eR?:x >0} (i) {(z,9) eR?ray =0} (iii) {(z,y) e R? 1y =27}
2. Verifique que os seguintes conjuntos, com as operagoes usuais, sao (todos os) subespagos

de R2.

(1) {(0,0)} (i) Vi ={(z,kx): 2 € R} com k € R

(iii) U = {(0,a) :a € R}  (iv) R?

3. No espago linear R3, considere o subconjunto Uy = {(z,y, k) : 7,y € R} onde k é uma
constante real. Determine os valores de k para os quais Uj, é subespaco de R3.

4. Considere o espaco linear V' = R3. Diga quais dos seguintes subconjuntos de V, com
as operagoes usuais, sao subespacos de V' e indique os respectivos conjuntos geradores.

(i) {(z,y,2) e R3: 2 =2} (i) {(z,y,2) eR3 :x+y— 2 =0}
(iii) {(z,y,2) € R3: 2z > 0} (iv) {(0,0,2) : z € R}
V) {(z,y,2) eR¥:y =22 e 2=3z} (vi){(z,y,2) eR®: 0 +y=1}
(vil) {(z,y,2) eR*:24+y+2=0 e 2 —y—2=0}
(viii) {(z,y,2) eR3*: 2=y ou y ==z}
(ix) {(z,y,2) eER3*:z—y=0 e 2y+2=0} (x){(z,y,2) € R®: 2y =0}
5. Seja P, o espaco linear de todos os polinémios reais de varidvel real e de grau menor ou

igual a n, com as operacoes usuais. Diga quais dos seguintes subconjuntos de P5, com
as operacoes usuais, sao subespacos de P, e indique os respectivos conjuntos geradores.

(i) {ao + a1t + a2t2 €Py:iag= 0} (ii) {CLQ + a1t + a2t2 € Py:ay=2a9€ea; = 0}
(iii) {ao + art + ast> € Py:a; =1} (iv) {ag + ait + ast? € Py i ag — a; = 2}
(v) {ag + a1t + ast? € Py : ag — ay + 2a9 = 0}

6. Seja M,,xn(R) 0 espago linear de todas as matrizes do tipo m X n com entradas

reais. Diga quais dos seguintes subconjuntos de My 3(R), com as operagoes usuais,
sao subespagos de My 3(R) e indique os respectivos conjuntos geradores.

(i){{?l ’ 8}6M2X3(R):b:a+c} (ii){{g ’ HGMM(R);R()}

(iii){{g 2 ;]EMZX;J,(R):@:—% e f:2e—|—d}.



7. Determine o espago das colunas, o espaco das linhas e o niicleo das seguintes matrizes.

10.

11.

12.

13.

14.

- 2 11

. 1 -1 . 1 2 3 0 00 .
(i) [ 0 0 } (ii) [ 00 0 } (iii) 00 0 iv) |0 0 1
- 000
10 1 2 [0 0 1 01
(v) |2 3 (vi) | 2 4 (vii) [ 0 O (viii) [ 2 3 0
2 1 2 4 [0 0 2 10

. Verifique que, com as operacoes usuais, o seguinte conjunto de matrizes

1 0 0 0 0 0 0 0
ool.,l1o0l,lo1],]00
0 0 0 0 0 0 01
a 0
gera o subespaco b ¢ | € Ms3x2(R):a,bc,d €R } do espago linear M3y o(R).
0 d

. Considere, no espago linear R3, os vectores v; = (1,2,1), vo = (1,0,2) e v3 = (1,1,0).

Mostre que os seguintes vectores sao combinagoes lineares de vy, vy € vs.

Considere, no espago linear R?*, os vectores v; = (1,0,0,1), v = (1,—1,0,0) e vz =
(0,1,2,1). Diga quais dos seguintes vectores pertencem ao subespago L ({vy,vs,v3}).

() (-1,4,2,2) (i) (2,0,2,2) (i) (1,1,-2,2)  (iv) (0,1,1,0)

Determine o valor de k para o qual o vector u = (1, -2, k) € R? é combinacdo linear
dos vectores

v=(3,0,-2) e w=(2,—1,-5).

Considere, no espago linear Py, os vectores py(t) = 2 + t + 2t2, po(t) = —2t + 12,
p3(t) =2 — 5t + 5t e py(t) = —2 — 3t — t2. O vector

qit) =2+t -+t

pertence & expansao linear L ({p1(t), pa(t), ps(t),pa(t)})? Podem os vectores pi(t),
pa(t), p3(t) e pa(t) gerar Po?

Verifique que os seguintes conjuntos de vectores geram R3.
(1) {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}  (ii) {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}
(i) {(1,1,1),(-1,1,-1),(1,—-1,-1),(—-1,-1,1)}

1 S .
1 1 } como combinagao linear das matrizes

a=[13] e[00) - [0 2]

2

Escreva a matriz [
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Encontre uma matriz 2 x 2 que nao pertenca a

I 11 00 0 2
10’1 1’0 -1 '
Antes de a determinar, explique porque é que essa matriz existe.

Determine os vectores (a,b, ¢) de R? que pertencem a L ({u,v, w}) onde

u=1(2,1,0), v=(1,-1,2) e w=(0,3,—4).

Sejam
1 -1 -1
a=[113] e st S0
3 -1 3

Verifique que o espaco das linhas de A é igual ao espaco das linhas de B. Conclua entao
que os espacos das colunas de AT e de BT sao iguais.

Encontre um conjunto de geradores para cada um dos seguintes subespacos do espaco
linear R%.

() {(z,y,z,w) ER*:2=0 e y+2=0}

(ii) {2, 2, w) € RY w4 y+ 2+ w = 0}

(iii) {(z,y,z,w) eER* 12 +2y—2=0 e z+y+2w=0 e y—2z+w =0}

Defina por meio de sistemas de equagoes homogéneas os seguintes subespagos.

(i) Em Py: L({1—¢2,1+1t})  (ii) L({(1,0,1),(0,1,0),(—=2,1,—-2)})

(111) L ({(07 L, 0)7 (_27 L, _2>}) (IV) L ({(17 L, 2)7 (27 L, 1)}> (V) L ({<17 0, -1, 1)})
(vi) L({(1,-2,5,-3),(2,-4,6,2),(3,—6,11,—1),(0,0,1,—2)})

Determine as condigbes que os parametros «;, 3,(i = 1,2) devem verificar para que os
vectores (aq, 31,3) e (az, B5,9), no espaco linear R3, sejam linearmente independentes.

Diga se os seguintes conjuntos de vectores em R?® sdao linearmente dependentes ou
linearmente independentes? Nos casos em que sejam linearmente dependentes, indique
(para cada um) um subconjunto linearmente independente com o maior n° possivel de
elementos e escreva os restantes como combinagao linear desses vectores.

(1) {(4,2,1),(2,6,-5),(1,-2,3)} (i) {(1,2,-1),(3,2,5)}
(iii) {(1,2,3),(1,1,1),(1,0,1)} (iv) {(1,0,-1),(0,0,0),(0,1,1)}
(v) {(1,1,0),(0,2,3),(1,2,3), (z,y,2)} (com z,y,z € R).

Determine todos os valores de a para os quais {(a?,0,1),(0,a,2),(1,0,1)} é uma base
de R3.

Sejam U = L ({(1,1,0,0),(0,1,1,0)}) e Vx = L ({(2,%,1,0),(0,0,0,1)}) subespagos de
R*. Determine os valores de k para os quais dim (U N'V;) = 1.
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25.
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27.

28.

No espaco linear R3, construa uma base que inclua os vectores:
(1) (17072) e <071?2) (ii) (27_171> e (_47271)' (lii) (_17271) e (1707_1)'

Verifique que os seguintes subconjuntos do espaco linear de todas as fungoes reais de
varidvel real sao linearmente dependentes. Indique (para cada um) um subconjunto
linearmente independente com o maior n° possivel de elementos e escreva os restantes
como combinagao linear desses vectores.

(i) S = {cos?t,sen?t, cos 2t} (ii) S = {2,sen®t, cos? t}
(iii) S = {e',e7*, cosht} (iv) S = {1,t,¢% (t +1)*}

Determine uma base para cada subespago L(.S) e calcule a respectiva dimensao.

Seja V' o espaco linear de todas as funcoes reais de varidvel real. Sejam f, g, h € V', com
f(t) = sent, g(t) = cost e h(t) = t. Mostre que o conjunto {f,g,h} é linearmente
independente.

Diga quais dos seguintes conjuntos de vectores sao bases de R%. Caso nao sejam
bases, determine subconjuntos desses conjuntos que sejam bases e as dimensoes dos
espacos gerados por cada um desses subconjuntos. Em cada base de R? encontrada,
exprima o vector (0, —1) como combinacao linear dos vectores dessa base ordenada.
Isto é, determine as coordenadas do vector (0, —1) em cada base ordenada encontrada.
Relativamente a cada base ordenada de R?, determine ainda o vector cujas coordenadas
sao (0,—1).

(1) {(1,3), (1, =1} (i) {(0,0),(1,2)} (iii) {(2,4)}

(iv) {(=5,0),(0,2)} (v) {(1,2),(2,-3),(3,2)} (vi) {(1,0),(0,1)}

Diga quais dos seguintes conjuntos de vectores sao bases de R?. Caso nao sejam bases,
determine subconjuntos desses conjuntos que sejam bases e as dimensoes dos espacos
gerados por cada um desses subconjuntos. Em cada base de R? encontrada, exprima
o vector (—1,1,—2) como combinagao linear dos vectores dessa base ordenada. Isto
é, determine as coordenadas do vector (—1,1, —2) em cada base ordenada encontrada.

Relativamente a cada base ordenada de R3, determine ainda o vector cujas coordenadas
sao (—1,1,-2).

(1) {(1,2,3),(0,0,0),(0,1,2)} (ii) {(1,2,0),(0,1,—-1)}

(iii) {(3,2,2),(—1,2,1),(0,1,0)} (iv) {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}

(V) {(la 1, _1)v (27 3, 4)7 (4> 1, _1)7 (07 L, _1>} (Vl) {<1’ 07 0)7 (07 L, 0)7 (0> 0, 1)}

Diga quais dos seguintes conjuntos de vectores sao bases de R*. Caso nio sejam bases,
determine subconjuntos desses conjuntos que sejam bases e as dimensoes dos espagos

gerados por cada um desses subconjuntos. Em cada alinea indique uma base de R*
que inclua pelo menos dois vectores do conjunto apresentado.

(i) {(1,0,0,1),(0,1,0,0),(1,1,1,1),(0,1,1,1)}
(i) {(1,—1,0,2),(3,-1,2,1),(1,0,0,1)}
(iii) S = {(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,1,0),(0,0,1,1)}
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(iv) {(17 07 07 2)7 (17 07 27 O>7 (17 27 07 0)7 (37 07 07 O)}

(V) {<17 _27 57 _3>7 (27 _47 67 2)7 (37 _67 117 _1)7 (07 07 57 5)}

(vi) S = {(2,1,-1,2),(—-1,-1,1,2),(4,-2,2,-2),(5,—2,2,2)} . Nesta alinea, veri-
fique que (8,—-3,3,5) € L(S) e determine uma base de L (S) que inclua o vector
(8,-3,3,5).

Diga quais dos seguintes conjuntos de vectores sdo bases de P (espaco linear dos
polinémios reais de grau menor ou igual a 2). Caso nao sejam bases, determine sub-
conjuntos desses conjuntos que sejam bases e as dimensoes dos espacos gerados por
cada um desses subconjuntos. Determine as coordenadas do vector 1 —t em cada base
ordenada de P, encontrada. Relativamente a cada base ordenada de P,, determine
ainda o vector cujas coordenadas sao (—1,3,2).

(i) {2+t — %2t + 2%, —t?} (i) {2t — 3,1 —2t22 +t,1 — 4t}
(iii) {1+t — 31—t + 2621 + t} (iv) {-1+2t+t%2 -t}
(V) {1+2t =33 +2 5+ 4t — 2, -2 + 2t — t*} (vi) {1,¢,t%}

00 11 01 11
para o espaco linear Moy (R).

. 13 0 1172 5] [41] 3 -2 .
s =4[ 45| 5 5 L1 T 5] e 5 ) s e

subespago de Mayo(R) gerado por S. Determine uma base para W que inclua vectores
de S.

Mostre que as matrizes [1 1}, {0 0},{1 O} e {O 1} formam uma base

Determine uma base para Msyo(R). Qual é a dimensao do espago linear M3yo(R)?
Determine uma base para cada um dos seguintes subespacos de M3.3(R) e calcule a
respectiva dimensao:

(1) O conjunto de todas as matrizes (reais) diagonais do tipo 3 x 3.

(ii) O conjunto de todas as matrizes (reais) simétricas do tipo 3 x 3.

Determine as dimensoes e indique bases para: o micleo, o espago das linhas e o espago
das colunas das seguintes matrizes.

0100 11 2
(i)[_36 _12] (ii){i’gigg} Gi) |00 1 0] (iv) | -1 2 1
000 1 0 1 —1
1 1 2 —1
0(1)8 -1 302 2320
(v) (vi)| 0 2 2 0 (vii)
00 1 30 s 34 1 1
00 0 11 -1 1

Determine tambem a caracteristica e a nulidade de cada uma delas.

Sejam U e V subespacgos de W tais que dimU = 4,dimV =5 e dimW = 7. Diga
quais as dimensoes possiveis para U N V.



36.

37.

Determine bases e calcule as dimensoes de U +V e UNV, dizendo em que casos U +V
¢ a soma directa U @ V' (determine-a) dos subespagos U e V.

i) U=L{(1,-1,1),(0,1,1)}), V =L({(1,1,2),(-1,1,1)}) em R3.

() U={(z,y,2) eR¥:2+y—2=0 ¢ o+y=0}, V=L{(1,1,1)}) em R3.
(iii) U = L({(1,0,1),(-1,1,2)}), V ={(z,y,2) e R®*: 2 + y + 32 = 0} em R3.
(V) U={(z,y,2)eR3:z=y=2},V={(r,y,2) e R : 2 =0} em R3.

(VM U=L{1+t,1—-1t2}), V={ao+art +ast®? € Py:as —as +ap =0} em Ps.
(Vi) U=L{1+t,1-83}), V=L{1+t+t3t—1t31+t+t*}) em P;.

(vii) U = L({(2,-2,1,~2),(~1,1,1,3), (0,0, =6, —8), (—1,1,—5, —5)}),

V =L({(0,0,0,—1),(0,1,2,3), (0,2,4,8)}) em R*.

(viii) U = {(z,y,2,w) ER*: 2 + 2y + 32 =0 e y+ 2z + 3w = 0},

V= L({(2,5 -4,1),(0,9,-6,1), (—4,~1,2,—1)}) em R*.

Neste alinea (viii) mostre que U = V.

(ix) Seja U o subespago de R® gerado por
{(1,-1,-1,-2,0),(1,-2,-2,0,-3),(1,—1,-2,-2,1)}.

Seja V' o subespaco de R® gerado por
{(1,-2,-3,0,-2),(1,-1,-3,2,—4),(1,—-1,-2,2,-5)}.

Comece por escrever U e V' como solugoes de sistemas de equagoes lineares homogéneas.

(x) Sejam U e V subespagos de R* gerados respectivamente por F' e por G, com

F = {(1,0,-1,0),(0,1,1,1),(1,0,0,-2),(0,0,—1,2)},
G = {(1,1,1,1),(1,2,0,—1),(0,0,1,1)}.

1 -1 0 21
0O 0 2 40
Seja A= 2 -2 —-1 2 1
-1 1 2 21
0O 0 0 00

(i) Calcule a nulidade e a caracteristica de A.
(ii) Determine bases para o espago das colunas de A e para o nicleo de A.

(iii) Usando a alinea anterior, determine a solugao geral do sistema de equagoes lineares
homogéneo Au = 0.

(iv) Resolva o sistema de equagoes Au = b, com b = (1,0,2, —1,0). Note que b é igual &
1% coluna de A e use esse facto de modo a encontrar uma solugao particular de Au = b.
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Utilize a informacao da seguinte tabela para, em cada caso, determinar a dimensao do
espaco gerado pelas linhas de A, do espaco gerado pelas colunas de A, do nitcleo de
A e do niicleo de AT, Diga tambem se o correspondente sistema de equacoes lineares
nao homogéneo AX = B é possivel, determinando para esses casos, o nimero de
pardmetros que entram na solucao geral de AX = B.

A 3x3 3x3 3x3 H5x9 9xb5 4x4 6x2
car A 3 2 1 2 2 0 2
car [A| B] 3 3 1 2 3 0 2

Construa uma matriz cujo ntcleo seja gerado pelo vector (2,0, 1).

Existe alguma matriz cujo espacgo das linhas contém o vector (1,1,1) e cujo nicleo
contém (1,0,0)?

Quais sao as matrizes do tipo 3 x 3 cujo nicleo tem dimensao 37

Seja A € M, (R) tal que C(A) = N(A). Prove que A € M,,»,,(R) com n par. Dé
um exemplo para n = 4.

Seja A € M,,xn(R) tal que car A = n e A> = A. Prove que A = I.

Sejam B; = {(1,2),(0,1)} e By = {(1,1),(2,3)} duas bases ordenadas de R?. Seja
v=(1,5).

(i) Determine as coordenadas de v em relagao a base B;.

(ii) Determine a matriz Sp, .5, de mudanca da base B; para a base Bs.

(iii) Determine as coordenadas de v em relagao a base By, usando as alineas anteriores.
(iv) Determine, directamente, as coordenadas de v em rela¢ao a base Bs.

(v) Determine a matriz Sp, .5, de mudanca da base By para a base Bj.

(vi) Determine as coordenadas de v em relagao a base Bj, usando a alinea anterior, e
compare com o resultado obtido em (i).

Sejam B; = {v1,v5} € By = {w;,wy} duas bases ordenadas de R?, onde
v1 = (1,2), vy =(0,1).

Suponha que a matriz Sp, .5, de mudanga da base B, para a base B;, é dada por:

2 1
St =[2 1]

Determine B,.
Sejam By = {vy,v5} € By = {wy,wy} duas bases ordenadas de P, onde

w1:—1+t, U}2:1+t
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Suponha que a matriz Sp, . p, de mudanca da base B; para a base Bs, é dada por:

2 3
SB1—>B2 - |: _1 2 } *

Determine Bj.

Sejam By = {1,1 —t,t*} e By = {1,141+ ¢+ t*} duas bases ordenadas de Ps.

(i) Suponha que as coordenadas de um vector p(t) € P, em relacao a base By sao
dadas por (1,2,3). Determine as coordenadas do mesmo vector p(t) em relagao a base
B;.

(ii) Determine a matriz Sp, 5, de mudanga da base B; para a base Bj e utilize-a para
determinar as coordenadas do vector 2 — ¢ + ¢? na base Bs.

Sejam By = {v1,v2} e By = {wy, wy} duas bases ordenadas de P;, onde
w1 = t, Wy = 1—¢.

Suponha que a matriz Sp, .5, de mudanca da base B, para a base Bj, é dada por:

2 3
SB2—>31 - |: _1 2 } *

Determine Bj.

Sejam By = {vy1, v, v3} € By = {wy, wy, w3} duas bases ordenadas de R?, onde
V1 = (1,0,1), Vo = (1,1,0), V3 = (0,0,1)

Suponha que a matriz Sp, .5, de mudanga da base B; para a base Bs, é dada por:

1 1 2
Spop =12 1 1
1 -1 1

Determine Bs.

sam={[5 (35 ][2 8] [5 1]}
={ 00 LA A

duas bases ordenadas de My 2(R). Determine a matriz Sg, .5, de mudanga da base

. . 1 2
B, para a base Bs e utilize-a para determinar as coordenadas do vector [ 3 4 } em

relacao a base Bs.

Seja B = {v1, v} uma base ordenada de P;. Sejam (1, —1) e (2,2) respectivamente as
coordenadas de dois polinémios 1 +¢ e 1 — ¢ em relagao a base B. Determine B.

Sejam By = {v1,v2} € By = {wy,wy} duas bases ordenadas de P;. Suponha que (1, —1)
e (2,2) sdo respectivamente as coordenadas de um polinémio p (¢) em relagao as bases
Bj e Bs. Suponha ainda que (1, 1) e (2, —2) s@o respectivamente as coordenadas de um
polinémio ¢ (t) em relagao as bases By e By. Determine a matriz Sp, .5, de mudanca
da base By para a base Bs.



