Instituto Superior Técnico - Algebra Linear - 1° Semestre 2011/2012
LEAN - LEMat - MEAmbi - MEBiol - MEQ
2° Ficha de exercicios para as aulas de problemas: 10 Out. - 21 Out.

1. Classifique quanto a paridade as seguintes permutagoes de nimeros de 1 a 6:
(1) (312645) (ii) (234516) (iii) (654321) (iv) (123456)
(v) (546321) (vi) (453261) (vii) (634125) (viii) (123465)

2. Na expressao do determinante de uma matriz do tipo 6 x 6 diga qual o sinal que afecta
cada uma das seguintes parcelas:

(1) (23031042056014065 (11) A16A25034043052061

(iii) asaaasae3a32a26011 (iv) ai6a23a31041 062055

3. Verifique que

0 0 0 14

0 0 a13 0
. 0 o oo Q23 Q24 |
(1) (22 Ag23 | = — Q13022031 (11) 0 = 1402303241
a3z Q33 aA34
a31 azz Aas3

Q41 Q42 Q43 Q44

(iii)
0 0 QA1n
o« o o oo .« . n—1
det = (=1)"7 aip...(n_1 20m
0 Ap—12 Qp—1n
an1 : Qnn

4. Calcule os seguintes determinantes e diga quais sao as matrizes singulares:

) 1 2 (i) 18563 18573 (iif) 1+v2 2—-3
3 4 21472 21482 243 1-v2
] cos @ — sen f —2 01 . 2 3 2
(iv) son 6 cos O (v)| 5 30 (vi)| 5 -1 -3
-5 1 2 2 1 1
2 1 1 8 12 8 1 2 3 (1) (1) (1) 8
(vii)| 5 -1 =3 | (viii)| 5 -1 -3| (ix)|4 5 6 (x) 010 1
2 3 2 2 1 1 7 8 9 00 10
2 -2 8 6 1 3 -1 1 0 0 0 5
0 1 2 0 ol =1 =2 -1 1 el | 00 =3 —23
D g o 3 _9g| G} o 4 (i) | g 7 o
0 0 0 5 2 0 -2 0 2 -2 8 6
04000 a 000 b
2 2 2 2
;23222‘512 000 20 b a 00 0
(xiv) 92 42 52 2 (xv) |0 0 0 0 1 (xvi) |0 b a 0 O
P2 e 00300 00 b a0
50000 000 b a




9 0 -6 4 -2 74 1 3
I _24 8 _52 5 -3 0 -1 2 00 0 -2
(xvii) (xviii) | 8 0 4 1 1 (xix) |0 0 5 8
2 1 -3 8
9 _9 0 4 -6 0 3 -1 3 00 =3 =
7 0 5 2 3 5 3 =7 9
n n-—1 2 1
2 10 0 . . 5 1
-7 3 0 =2 A
(xx) r 31 1 (xxi) |
3 90 0 2 2 2 1
1 1 11

5. (i) Verifique que a matriz

SO oo O
O O+ O R
o O oo
> O 0 OO
O QO OO

nao é invertivel para quaisquer a,b,c,d,e, f,g,h € R.
(ii) Diga, para que valores de a, b, c,d, e, f,g,h,i,j € R, é invertivel a seguinte matriz

0O a O0O0O0O
f 00 000
0 g 0¢c 0O
0 0h OdO
0 00 ¢ 0 e
|00 00 5 0

6. Determine todos os valores do escalar A\ para os quais a matriz A — A\[ é nao invertivel,
onde A é dada por:

1 0 2
(i) {g _31} G) |0 -1 —2
2 -2 0

i) |1 11 (iv) :
1 11 1 -+ 1

nxn

7. Indique trés matrizes A do tipo 2 x 2 tais que tr A = 7 = det A.

8. Seja

A, = 0 , com a€ R

o
S o
—_
—_

|
éloHocn



10.

11.

12.

13.

14.

15.

a) Diga, justificando, quais s@o os valores de « para os quais A, é invertivel.
b) Seja n € N. Calcule det ((Ay)" + (Ag)"?).

c) Considerando os valores de « para os quais A, ¢é invertivel, calcule a entrada (3, 1)
da matriz inversa de A,,.

Use a férmula de inversao de matrizes para inverter:

1 9 1 11 -1 0 4
(i) [ 3 4 ] @) {011 (iii) 1 -1 -3
0 01 | 0 6 0
. . . 0 1] 0 1
Determine a matriz A do tipo 2 x 2 tal que I — 5 9 A = Adet [ 5 9 }
0 0 -1 1
) _ 1 0 3 -3 6 A5
Seja A = 9 L Calcule det (A° — A°).
0 -2 1 0
0 0 1 1 0 1
Sejam A=|10 1 0| eB= 0 2 0 [|. Determine a matriz X tal que
1 00 -1 01
AXB— B=AXdet (A"A).
Sejam
-3 2 0 2 -1 0 0 2
-1 0 0 3 4 0 1 0
A= 0O 9 -2 0 B = 0 1 0 =3
3 -1 0 2 0 -1 2 2

(i) Justifique que A e B sao invertiveis e determine as entradas (2,2) de A™! e (2,3)
de B~1.

(ii) Verifique que det (A + B) # det A + det B e det (A — B) # det A — det B.

Use a regra de Cramer para calcular as solugoes dos sistemas:

. r+y=1
(i){?iiiy:;) Gi) { 2042 =1
y= T+ 2y+22=—1
1 0 1 9 -8 -1
Sejam C'= | 2 3 2 eD=| -7 -3 0
01 -2 -2 0 0

Verifique que C' e D sao invertiveis e calcule:
(i) det (2C1)

(ii) det (C®(2C)™")

(iif) det ((C"20) ™)



16.

17.

18.

19.

(iv) det (CT1C2)
(v) det (C*+2D)

(vi) det (—2CT ((—g Ds)*l) <( pr)~t 0)1)

Sugestdo: Sejam m € N, X escalar, A, B e S matrizes n X n com S invertivel, tem-se

(a) det (AB) = (det A) (det B)
(b) det (AB) = A" det B
(c) det (AT) =det A
oy L
det A
(e) (AB)T = \BT
(£) S7m = (57H)"

(d) det (A1)

Sejam A e B matrizes 3 x 3 tais que det A = /3 e det B = 1. Calcule det(247B~?).

a 1 2
Sejam a,b,c € R. Seja B= | 1 b 2 | . Sabendo que det B = 2, calcule:
1 2 ¢
1 1 a a+3 -1 =2
@12 b1 ) [ b+3 b—2 -2 (iii) det (%BTB)
c 2 2 c+3 2—c —c
a b 0 ¢
Sejam a, b, c,d, e, f € R. Sabendo que ;Z Z 8 ]: =5, calcule:
r y —1 =z
d e f —a —b —c a+d b+e c+ f
G |g h i (i) | 2d 2e 2f (iii) d e f
a b c —-g —h —i g h i
2i 2h 2g a g d
(iv) | f—3c e—3b d—3a (v)| b h e
c b a c i f
a b c
Sejam a,b,c € R. Sabendo que | 2 1 0 | =1, calcule:
1 21
a b ¢
@l 6 3 0
-4 -1 -
a b c
(i) | 2a+2 20+1 2c
a+1 b+2 c+1



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

a—1 b—2 c—1
(iii) 3 3 1
1 2 1
1 -1 -1
(iv) 2 1 0
3a+1 3b+2 3c+1
1 2 « 1 2 «
Sejam «, § € R. Sabendo que | 1 1 |=1,calcule | B Ba+p* 28 |
1 a+p5 2 Ba a a
A 1 1 1 1 1
A A+1 2 2 2 2
. . A A+ A+2 3 3 3 16
Seja A € R. Verifique que A A4l A42 A+3 4 A =\
A A+ A+2 A4+3 A+4 5
AA+1T A+2 A+3 A+4 A+5

Seja A € R. Calcule o determinante da seguinte matriz do tipo n x n.

A A A
1 A+1 1 1
1 A+1
: 1 1
: A+1 1
1 1 1 I A+1

Sejam 3 # 0 e A = (ay),..,,- Mostre que det A = det (/Bi_ja/ij).

Que condicoes devem os parametros reais a, b e ¢ verificar para que a matriz

seja invertivel?

Verifique que

1 1 1
(1) det 1 Y1 N ]
Ty Tz Y2
2 21
T2

xs

(
(i) det E
(

X
N
~— — —
w
N N N
8
n
~— —
[ V)
—_ = =

Xyg

Mostre que:
b+c c+a b+a
i) a b c
1 1 1

=0

= (y1 — 71) (Y2 — T2)

IS
N

S
[}

— =
o oL
[\]

Q

= ($1 - ZL‘2) ($1 - l‘3) ($1 - I4) ($2 - I3) ($2 - I4) ($3 - I4)



27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

b1—|—61 b2+02 b3+03 ay b1 C1

(li) c1+a; ¢+ as C3 + as | = 2 a9 bg Co
a; + bl as + b2 as + b3 as bg C3
a; + bl ay — bl C1 aq bl C1

(iii) as + b2 ag — b2 Cy | = —2 ag bQ Co
as + b3 as — b3 Cs as bg C3
ay bl a; + b1 + aq bl C1

(lV) (05} b2 as + bg +cy | = | a2 bg Co
as bg as + b3 + c3 as b3 C3

Verifique que
by dy

ag C2

a1+b1 Cl+d1
as + by co 4 do

ay
Az Cg

a G

by dy

+ +

by dy
by da

Sem calcular explicitamente o determinante, mostre que para x =0 e x = 2 se tem

Sem calcular o determinante, diga qual o coeficiente de 2® na expressao

2c z 1 2
1 =z 1 -1
3 2 x 1
9 8 7 =z
Resolva as seguintes equagoes.
1 a1l P 4o lal1
(1)(1]—[1);:0 (11)xx4x:0 (111)11901:0
r r x 4 1 1 1 =z
3 3
Sabendo que 533,715 e 871 sao muiltiplos de 13, justifique que | 7 1 5 | é também
8 7 1
miiltiplo de 13, sem calcular o determinante.
2 1 8
Sem calcular o determinante, verifique que | —1 0 10 | é multiplo de 5.
3 =7 4

Seja A = (ay;), ., com n fmpar e tal que a;; + aj; = 0, para todos os i,j = 1,...,n.
Mostre que A nao é invertivel. Isto é, toda a matriz anti-simétrica de ordem impar
nao é invertivel.

Mostre que se uma matriz for ortogonal entao o seu determinante ou é 1 ou é —1. E
se a matriz for unitdria?



