Instituto Superior Técnico - Algebra Linear - 1° Semestre 2011/2012
LEAN - LEMat - MEAmbi - MEBiol - MEQ
Resolugao da 3* Ficha de exercicios

1. (i) Seja U = {(z,y) € R?: x > 0}. Por exemplo:
(1,1) e U, mas (—1)(1,1)=(-1,-1)¢U.

Logo, U nao & subespaco de R2.

(ii) Seja U = {(x,y) € R? : zy = 0}. Por exemplo:

(1,0),(0,1) € U, mas (1,0)+(0,1) = (1,1) ¢ U.

Logo, U nao & subespaco de R2.

(iii) Seja U = {(z,y) € R? : y = 2°}. Por exemplo:

(1,1) e U, mas 2(1,1)=(2,2) ¢ U.

Logo, U nao é subespaco de R2.

2. Atendendo as respectivas dimensoes, os seguintes subespacos de R?, com as operagoes usuais,
sao todos os subespacos de R2.
(i) {(0,0)} ¢ subespago de R?.

(ii) Seja Vi, = {(z,kz) : # € R} com k € R (fixo). Vi # @ pois (0,0) € Vj. Sejam (x1, kx1), (22, kxg) €
Vi e o € R. Tem-se
(1‘1, ]{ZZL’1> + (1’2, ]{?Ig) = (Il + Zo, k (ZEl + l’g)) e Vi

e, com (z, k) € Vj,
a(z, kx) = (ax, k (ax)) € V.

Logo, para todo o k € R, V}, é subespaco de R2.
Em alternativa, uma vez que

Ve = L({(1,K)}),
para todo o k € R, conclui-se que V;, é subespago de R? (para todo o k € R).

(iii) Seja U = {(0,a):a € R}. U # @ pois (0,0) € U. Sejam (0,a1),(0,a2) € U e a« € R.
Tem-se
(0,a1) +(0,a2) = (0,01 + az) € U
e, com (0,a) € U,
a(0,a) = (0,a) € U.
Logo, U é subespaco de R2.
Em alternativa, uma vez que

U=L{(0,1}),

conclui-se que U é subespaco de R?.



(iv) R? ¢ subespago de R?.
3. U, é subespaco de R? se e s6 se k = 0.

4. (i) Seja U = {(z,y,2) € R3: 2 =2}. Ora (0,0,0) ¢ U. Logo, U nao ¢ subespago de R3.
(ii) Seja U = {(z,y,2) € R* : z +y — 2 = 0}. Tem-se
U={(z,y,v+y): 2,y € R}.

Uma vez que
(,y,2+y) = (2,0,2) + (0,y,y) = 2(1,0,1) + y(0,1,1),

para quaisquer x,y € R, tem-se:
U=L({(1,0,1),(0,1,1)}).

Logo, U & subespaco de R3.
Alternativamente, note que U = N (A) é subespago de R?, com A = [ 11 —1 } .

(iii) Seja U = {(x,y,2) € R? : & > 0}. Ora (0,0,0) ¢ U. Logo, U nao é subespago de R3.
(iv) Seja U = {(0,0, 2) : z € R}. Uma vez que (0,0, z) = (0,0, 1), para qualquer z € R, tem-se:
U= L{(0,0,1)}).
Logo, U é subespaco de R3.

(v) Seja U = {(z,y,2) e R®:y =2z e z=3x}. Tem-se U = {(z,2x,3z) : z € R}
Uma vez que (z,2z,3x) = x(1,2,3), para qualquer = € R, tem-se:

U=L({(123)}).
Logo, U é subespaco de R3.

—2101

Alternativamente, note que U = N (A) é subespago de R?, com A = { 30 1

(vi) Seja U = {(z,y,2) eR3®: 2 +y=1}. Ora (0,0,0) ¢ U. Logo, U nao ¢ subespago de
R3.
(vii) Seja U = {(z,y,2) eR¥*:24+y+2=0 e z—y—2z=0}. Tem-se
U={0,y,—y):y €R}.

Uma vez que
(0,9, —y) =»(0,1,-1),
para qualquer y € R, tem-se:
U=L({(0,1,-1)}).
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Logo, U é subespaco de R3.
Alternativamente, note que U = A (A) é subespago de R?, com A = { 1 _11 _11 } .
(viii) Seja U = {(z,y,2) € R*:x =y ou y = z}. Tem-se:
U= {(x,y,z) eR3 :.r:y} U {(x,y,z) eR3 :y:z}

Por exemplo:
(1,1,2),(1,2,2) €e U, mas (1,1,2)+(1,2,2) =(2,3,4) ¢ U.

Logo, U nao & subespaco de R3.
(ix) Seja U = {(z,y,2) eR3*:2 —y =0 e 2y+ 2 =0}. Tem-se
U={(z,z,—2z):z € R}.

Uma vez que
(x,z,—2z) = x(1,1, —-2),

para qualquer x € R, tem-se:
U=L({(1,1,-2)}).

Logo, U é subespaco de R3.
Alternativamente, note que U = N (A) é subespago de R?, com A = [ (1) _21 (1) }
(x) Seja U = {(z,y,2) € R®: xy = 0}. Por exemplo:
(1,0,1),(0,1,0) € U, mas (1,0,1)+ (0,1,0) = (1,1,1) ¢ U.

Logo, U nao é subespaco de R3.
O conjunto de todos os polinémios reais de grau igual a n:

U={ap+art+---+a,t" € P, :ap,ai,..,a, € R e a, # 0},
com as operagoes usuais, ndo ¢ um espago linear. Por exemplo: o polinémio nulo p(t) =0 ¢ U.
5. Seja P, o espaco linear de todos os polinémios reais de varidvel real e de grau menor ou igual

a 2, com as operacoes usuais.
(i) Seja U = {ag + ayt + ast? € Py : ag = 0}. Tem-se

U= {alt -+ a2t2 tap, a9 € R} =L ({t,tQ}) .
Logo, U é subespago de Ps.
(ii) Seja U = {ag + ait + ast® € Py : ay = 2a9 € a; = 0}. Tem-se

U:{a0+2a0t2:a0€R}.



Uma vez que
ag + 2a0t2 = CLO(l + 2t2),

para qualquer a¢ € R, tem-se:
U=1r({1+22}).

Logo, U é subespago de Ps.

(iii) Seja U = {ag + a1t + ast® € Py : a; = 1}. Por exemplo: o polinémio nulo p(t) = 0 ¢ U.
Logo, U nao é subespaco de Ps.

(iv) Seja U = {ag + a1t + ast® € Py : az — a; = 2}. Por exemplo: o polinémio nulo p(t) = 0 ¢
U. Logo, U nao é subespaco de Ps.

(v) Seja U = {ag + a1t + ast® € Py : ay — ay + 2ag = 0}. Tem-se
U= {a0+a1t+(a1 —2&0)t2 L Qp, Qg GR}

Uma vez que
Qo —f- alt + ((1,1 — 2&0) t2 = CL()(l — 2t2) —I— a1<t —I— t2),

para quaisquer ag, a; € R, tem-se:
U=L({1-2t+t}).

Logo, U é subespago de Ps.

6. Seja My, 3(R) o espago linear de todas as matrizes do tipo 2 x 3 com entradas reais.

(i) SejaU—{{a b C} Engg(R):b—a—l—c}. Tem-se

d 00
. a a+c c |
U_{{d 0 0}.a,c,d€R}.

Uma vez que
a atc c | 110+011+d000
d 0 o] %oool 000 1001/

para quaisquer a,c,d € R, tem-se:

cr({[han] B o sl [Y 0 )

Logo, U ¢é subespaco de May3(R).

o -

(ii) Seja U = { [ ?l ; } € Ma3(R) : b < 0}. Por exemplo: a matriz nula



Logo, U nao ¢ subespago de My 3(R).

a b ¢

(iii) Seja U = {[ d e f} € May3(R):a=—2c e f:2€+d}. Tem-se

—2c b c
U:{[ 1 e 2e+d].b,c,d,e€R}.

Uma vez que

2 b ¢ o0, [—201]), Joo0o0], o0
d e 2+d| "looo|l"° 0o 00 101|7°¢

para quaisquer b, ¢, d, e € R, tem-se:
U—1 010 -2 01 0 00 0 00
N 0O0O0(’f 0 OO0O(’fT 01|01 2 '
Logo, U & subespago de May3(R).
1 -1

0 0
Seja u = (z,y) € R%. Atendendo a que

1 -1 T
{0 Ol[y]—O@x—y—O,

7. (i) Seja A = { } . Temse C(A) = L ({(1,0)}) e £(A) = L ({(1,—1)}).

o nicleo de A é dado por:

NMA) = {ueR: Au=0}={(z,y) eR*:z—y =0} =
= {(z,x):xeR}={z(1,1): 2 e R} = L{(1,1)}).

(if) Seja A — { é g g ] Tem-se C(A) = L ({(1,0)}) e £(A) = L({(1,2,3)}).
Seja u = (x,y, 2) € R3. Atendendo a que

T
1 2 3
{0 0 0]{z]0<:>x+2y+320,

o nicleo de A é dado por:
NA) = {ueR: Au=0}={(z,y,2) ER* 12+ 2y + 32 =0} =
= {(—2y—3z,9,2) :y,z € R} = {y(—2,1,0) + 2(-3,0,1) : y,z € R}
= L({(-2,1,0),(=3,0,1)}).



(iii) Seja A — 8 8 8 } Tem-se C(A) = {(0,0)} e £(A) = {(0,0,0)}.
O miicleo de A é dado por: N'(A) = R3.

[2 1
(iv) Seja A= |0 0
[0 0

o~ -

] . Tem-se

C(A)=L({(2,0,0),(1,1,0)}) e L(A)=L({(21,1),(0,0,1)}).

Seja u = (x,y, z) € R3. Atendendo a que
11 T 2v+y+2=0
01 y | =0&
0 0 z z=0

NA) = {ueR: Au=0} ={(z,y,2) ER’: 22 +y+2=0 e 2=0} =
= {(x,-22,0): 2 e R} ={x(1,-2,0): x € R} = L ({(1,-2,0)}).

S O N

o nicleo de A é dado por:

= w o

1
(v) Seja A = [ 2 ] . Tem-se
2

C(A> :L({(LQ?Z)?(O’S?I)}) e ‘C(A) :L({<1’O)7(273)})7
pois A .
(2, 1) = 5(1,0) + 5(2,3).

Seja u = (7,y) € R%. Atendendo a que

|

NA) ={ueR: Au=0}={(z,y) eR*:2=0 e 22+3y=0 e 2z +y =0} ={(0,0)}.

z=0

] {ﬂ:m@ 22 + 3y =0

20 +y =20

NN
= w O

o nicleo de A é dado por:

N N
=~ DN

(vi) Seja A = [ ] . Tem-se

CA) = L({(1,2,2)}) e L(A)=L{(L2)}).
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Seja u = (x,y) € R% Atendendo a que

] [5]0@{ T4 2y =0

20+ 4y =0

o nicleo de A é dado por:

N(A) = {u€R2:Au:O}:{(x,y)eRQ:x+2y:0}:
{(—2y,y):yeR} ={y(-2,1):y e R} = L({(-2,1)}).

] . Tem-se

C(A) = {(0,0,0)} e L(A)={(0,0)}.

] . Tem-se

C(A)=1L({(1,2,2),(0,3,1),(1,0,0)}) e L(A)=L({(1,0,1),(2,3,0),(2,1,0)}).
Seja u = (x,y, 2) € R3. Atendendo a que

(vii) Seja A =

o O O
o O O

O nticleo de A ¢é dado por:
N(A) =R%

(viii) Seja A = [

NN
_= w O
o O =

r+2=0
1 01 x 1 0 1 x
2 30 y|=0&101 -2 y|=0&4¢ y—22=0
210 z 00 4 z
42z =10

o nicleo de A é dado por:

N(A) ={ueR’: Au=0} ={(0,0,0)}.

Observagao: Como N (A) = {(0,0,0)} e sendo A quadrada 3 x 3, tem-se L(A) = C(A) = R3.

a 0
U{[b c] Engg(R):a,b,c,dE]R}.
0 d

8. Seja



Uma vez que

O o
QL O O
|
S
o O =
o O O
+
jop
o = O
o O O
+
9}
o O O
O = O
+
IS
o O O
— o O

com a,b,c,d € R, tem-se

U=1L

o O =
o O O
o = O
o O O
o O O
o = O
o O O
— o O

9. Considere, no espago linear R3, os vectores v; = (1,2,1), vo = (1,0,2) e v3 = (1,1,0). Tem-se
(i) (3,3,0) =0(1,2,1) +0(1,0,2) 4+ 3(1,1,0)

(i1) (2,1,5) =1(1,2,1) +2(1,0,2) + (—1)(1,1,0)

(iii) (—1,2,0) = 2(1,2,1) + (=1)(1,0,2) + (=2)(1,1,0)

(iv) (1,1,1) = 2(1,2,1) + £(1,0,2) + £(1,1,0).

10. Considere, no espago linear R*, os vectores v; = (1,0,0,1), vy = (1,—1,0,0) e v3 =
(0,1,2,1). Tem-se

1 1 0] -1]2] 1 |0 1 1 0] -1]2] 1 |0
O -1 1] 4 0] 1 |1 . o -1 1] 4 |0 ]| 1 |1 .
0 O 2 | 2 | 2 | _2 | 1 —L1+L4— Ly 0 O 2 | 2 | 2 | _2 | 1 —Lo+Lg— Ly
10 1] 2 | 2| |0 0 -1 1] 3]0 1 |o
1 1 0] -1]21] 1| o0
0 -1 1] 4 |0 1 | 1 )
LotLioLs | 00 21 2 | 2] =211
00 0] -1]0] 0 | -1
Logo, (2,0,2,2),(1,1,-2,2) € L ({v1,v2,v3}), com
(2,0,2,2) = (1,0,0,1)+ (1,—1,0,0) + (0,1,2,1)
(1,1,-2,2) = 3(1,0,0,1) + (=2)(1,—1,0,0) + (~1)(0,1,2,1).
Atendendo a (*), (—1,4,2,2),(0,1,1,0) ¢ L ({vy,vs,v3}).
11. Tem-se
3 2 | 1 302 | 1 3 2 | 1
0 -1 | -2 — 0o -1 | -2 — 0 -1 | -2

—2 —5 | k | shtbemls | o 1173 | k42/3 | “stethola | 00 0 | k48
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Logo, —8 ¢é o unico valor de k para o qual o vector u = (1, —2, k) € R3 ¢ combinagao linear dos
vectores
v=(3,0,-2) e w=(2,—1,-5).

12. Considere, no espago linear Py, os vectores py(t) = 2 +t + 2t2, py(t) = =2t + 12, p3(t) =
2 — 5t + 5t e pa(t) = —2 — 3t — t2. O vector

qit) =2+t +t°

pertence & expansao linear L ({p1(t),p2(t), p3(t), pa(t)})? Podem os vectores pi(t), p2(t), p3(t) e
pa(t) gerar Py? Tem-se

2 0 2 -2 | 2 2 0 2 -2 ] 2
1 -2 =5 =3 | 1 — 0 -2 -6 -2 | 0 —
2 1 5 -1 ] 1 —shitle=L: | g 1 3 1 | -1 3La+Ls—Ls
—Li1+L3—Ls
2 0 2 -2 | 2
— |0 -2 =6 =2 | 0 |. (*9

00 0 0 | -1
Atendendo a (**), q(t) =2+t +t2 ¢ L ({p1(t), p2(t), p3(t), pa(t)}). Logo,

{p1(t), p2(t), p3(t), pa(t)} nao pode gerar Ps.

13. (i) Seja U = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Seja (x,y, z) € R3. Tem-se
(x,y,2) =2(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1).
Logo, U gera R3.
(ii) Seja U = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}. Seja (z,y,2) € R3. Tem-se
(x,y,2) =x(1,1,1) + (y —x) (0,1,1) + (2 — y) (0,0, 1).
Logo, U gera R3.

(iii) Seja U = {(1,1,1),(-1,1,-1),(1,-1,-1),(=1,—1,1)}. Seja (z,y, 2) € R3. Determinemos
os valores dos escalares A, Ao, A3, A4 para os quais se tem

x 1 —1 1 —1
Yy :/\1 1 +/\2 1 —|—)\3 -1 —|-/\4 -1
z 1 -1 -1 1

Ora a ultima igualdade é equivalente a

T 1 -1 1 -1 il
yl=1]11 -1 -1 ;

3
z 1 -1 -1 1 N



1 -1 1 -1 | 1 -1 1 -1 | =«
11 -1 -1 |y — 002 -2 0 | y—u
1 -1 -1 1 | 2|97 r2lo o0 =2 2 | 2—2
Logo
'A1:%x+%y+s
Ao=3y—32+s
Agzéx—%z—ks
[ =35, seR
e assim
B B 1+11+ _11+11+ 11+_1
y | =(grtgyts 557t 5T = 57 TS s
z 1 -1 -1 1
com s € R. Logo, U gera R3.
14.
)\1:3
3 1 M A2 A2 = 1 A =3
_ _ 1 1 3 1 3= -
[1 —1}_>‘1A+/\23+/\30_{>\1+)\2 AQ—A?,]‘:’ Mth=1 T RTT?
g = —

A2 — A3 =—1

R A R
sarv=r (13051 ] [0 5 ]))

Existe D € Mays (R) tal que D ¢ U uma vez que

Logo

U C Maya (R) e dimU < dim Moys (R)

<3 —4

. b b .. .
Seja [ ch d } € U. Tem-se [ Z d } € U se e s6 se existirem escalares o, 5,7 € R tais que

a b
{C d} =aA+ B +4C.

)\1:a

{ab]:aAJrﬁBJrfyC@[ib}:{ M A2 ) 22 =0

c d d /\1—|—)\2 /\2—/\3 )\1+)\2:C

A —A3=d
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10 0 | a 10 0 | a

10 2 | b 00 2 | b—a

11 0 | ¢ —ng—mz 01 0 | c—a —L3$—>L4

01 -1 | d]| Btlezls| 01 -1 | d sLatLa—Ls

100 | a 100 | a

. 00 2 | b—a |0 10 | c—a

—Ls+Ls—Ls | 0 1 0 | c—a LyeLs | 0 0 2 | b—a
sletla=La | 0 0 0 | d+3(b+a)—c 000 | d+sz(b+a)—c

Logo, para que o sistema linear anterior seja possivel é necessario que se tenha
1
d+§(b+a)—c:0.

Deste modo podemos escrever

U—{{Z 2] eszz(R):dJr%(bJra)—c—O}

a b

e assim, sendo V = {[ . d} EMQXQ(R):d+%(b—|—a)—c7é0},tem—se

Mo (R)=UaV.

Ou seja, qualquer vector de V' que nao seja o vector nulo, esse vector nao pertence a U. Por exemplo

E R ((EIR i R )]

u=1(2,1,0), v=(1,-1,2) e w=(0,3,—4).

O vector (a, b, c¢) de R? pertencerd a L ({u,v, w}) se existirem «, 8,7 € R tais que

15. Sejam

(a” b? C) = a(27 1’ O) + /8(1’ _1’ 2) + ,}/(07 37 _4)7
isto é, se o seguinte sistema (nas varidveis a, /3 e 7) for possivel e determinado:

20+ =a
a—B+3y=0>
20 — 4y =c.

Considerando entao a matriz aumentada deste sistema, tem-se:

2 1 0 | a 2 1 0 | a
1 -1 3 | b — 0 =3/2 3 | b—a/2| —
0 2 —4 | c —3L1+Ly—Lo 0 ) 4 | c 2Lo+L3—Ls
2 1 0| a
o -323] b3
shetba=la 1 g 0 0 | c+%b—12a



Assim, o vector (a, b, c) de R? pertencerd a L ({u,v,w}) se:

4 2
—b——-a=0.
c—i—3 Sa

Observagao: Deste modo, tem-se L ({u,v,w}) # R3?. De facto, uma vez que

1 1
V= —u— -w

2 2

tem-se L ({u,v,w}) = L ({u,w}) e como tal {u,v, w} nao pode gerar R3.

16. Sejam
1 -1 -1
A:B ;) 153} e B=|4 -3 -1
3 -1 3
Tem-se
(1105 1157
A‘[2 3 13}2&35%2[0 1 3]‘A
(§
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
B=|4 -3 —1 — 0 1 3 — 0 1 3
3 -1 3| aiirtrlo o2 6] TR o 00 0

Atendendo ao método de eliminacao de Gauss:
L(A)=L(A) e L(B)=L(B.

Além disso, uma vez que
(1,-1,-1) = (1,1,5) — 2(0, 1, 3),

tem-se
Finalmente, como se tem sempre

C(A") = L(A) e L(B)=C(B),

conclui-se que C(AT) = C(BT).

17. (i) Seja U = {(z,y,2,w) ER*: 2 =0 e y= —2}. Tem-se
U={(0,—-zzw):zweR}.

Atendendo a que
(0, —z,z,w) = 2(0,—1,1,0) + w(0,0,0,1),
tem-se

U = L({(0,—1,1,0),(0,0,0,1)}).

12
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(ii) Seja U = {(z,y,z,w) € R*: 2+ y + 2z + w = 0}. Tem-se
U={(-y—z—w,y,z,w):y,z,w € R}.
Atendendo a que
(—y —z—w,y,z,w) =y(—1,1,0,0) + 2(—-1,0,1,0) + w(—1,0,0,1),

tem-se

U=L{(-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(—1,0,0,1)}).

(iii) SejaU = {(z,y,z,w) ER*: 2 +2y—2=0 e x+y+2w=0 e y— z+w = 0}. Observe-
se que

1 2 -1 0
U=N(A), com A=|11 0 2
01 -1 1
Tem-se
1 2 -1 0 1 2 -1 0 1 2 -1 0
A=111 0 — 0 -1 1 — 0 -1 1 2| =A4A
01 —1 1| ™2l 1 11" 10 0 0 3

Logo, U = N (A) = N(4). Assim,
U:{(x,y,z,w)€R4::1:+2y—z:O e —y+z+2w=0 e 3w:()}:

= {(—2,2,2,0): 2 €R} = {2(~1,1,1,0) : z € R} = L ({(—1,1,1,0)}).

18. (i) Seja U = L ({1 —t*,1 + t}) um subespago de Ps. Seja p (t) € U, com p(t) = ag + a1t +
ast?. Entdo, existirdo o, 3 € R tais que

) =ao+at+at’=a(l—1)+5(1+1).

Tem-se entao a matriz aumentada

1 1 | ao I 1] a 11| ao
0 1 ‘ aq I L—> I 0 1 ’ aq I L—> I 0 1 | ay
-1 0 | (05} b ha 0 1 | Qo + a9 ThetheThs 0 0 | Qo + a9 — aq

Logo, para que o sistema linear anterior seja possivel é preciso que ag + as — a; = 0. Assim,

U:{p(t):a0+a1t+a2t26732:a0+a2—a1:0}.

(ii) Seja U = L ({(1,0,1),(0,1,0),(—2,1,—2)}). Seja (z,y, z) € U. Entdo, existirao a, 3,7 € R
tais que
(x,y,2) = a(1,0,1) + £(0,1,0) + (2,1, —2).
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Tem-se entao a matriz aumentada

10 -2 | = 10 -2 | =
01 1 |y s 01 1 | y
10 -2 | 2| ™~ "loo0 0 | 2—2

Assim,
U={(z,y,2) eR®: 2 — 2 =0}.

Observagao extra: U = L ({(1,0,1),(0,1,0),(—2,1,-2)}) = L({(1,0,1),(0,1,0)}), uma vez
o (—2,1,-2) = (-2)(1,0,1) + (0, 1,0).

(iii) Seja V = L ({(0,1,0),(—2,1,—-2)}). Seja (x,y,z) € V. Entao, existirdao «, € R tais que
(x,y,2) = a(0,1,0) + B(—2,1,-2).

Tem-se entao a matriz aumentada

0 -2 | =z 1 1 |y 1 1 | vy
1 1 |y — 0 -2 | =z . 0 -2 | =z
0 -2 | 2|20 =2 2| """ ""lo 0 | 22

Assim,
V={(z,y,2) ER*: z —x =0}

Observagao extra: V = L ({(0,1,0),(-2,1,—-2)}) = L ({(1,0,1),(0,1,0)}), uma vez que
1 1
(=2,1,-2) = (=2)(1,0,1) + (0,1,0) e (1,0,1) = (—§> (<2,1,2) 4 5(0,1,0).
(iv) Seja W =L ({(1,1,2),(2,1,1)}). Seja (z,y, z) € V. Entao, existirao «, 5 € R tais que

(x,y,2) = a(1,1,2) + 5(2,1,1).

Tem-se entao a matriz aumentada

1 2 | = 1 2 | x 1 2 | x
Ly i, | 0 7L Ly storieors | O 1 oy
2 1 | 2| L0000 3 | z=22 | TR0 0 | z—3y+a

Assim,
W={(z,y,2) eR’>: 2 —3y+2=0}.

Observagao extra: W = L ({(3,1,0),(—-1,0,1)}) = L ({(1,1,2),(2,1,1)}), uma vez que

(3,1,0) =2(2,1,1) + (=1)(1,1,2), (=1,0,1) = (1,1,2) + (—1)(2,1,1)
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(1,1,2) = (3,1,0) + 2(—1,0,1), (2,1,1) = (3,1,0) + (—1,0,1).

(v) Seja U = L ({(1,0,—1,1)}). Seja (x,y, z,w) € U. Entao, existird a € R tal que
((Ea Y, %, ’LU) = Oé(l, 07 _17 1)

Tem-se entao a matriz aumentada

1 | =z 1| T
0 |y N 0| vy
—1 ’ z Li+Ls—Lg 0 | x4+ z
1 | w | Wftla—hl o | w2

Assim,
U:{(w,y,z,w)€R4:y:O ex+z2=0 e w—:z::()}.

(vi) Seja U = L ({(1,-2,5,-3),(2,-4,6,2), (3, 6,11, —1), (0,0, 1, —2)}). Como

1 1
(3,—6,11,-1) = (1,-2,5,-3) + (2,—4,6,2) e (0,0,1,—2) = 5(1, —2,5,-3) — 1(2, —4,6,2)

entao
U=L{(1,-2,5,-3),(2,-4,6,2)}).
Seja (x,y, z,w) € U. Entao, existirdo «, f € R tais que
(z,y,z,w) =a(l,—2,5,-3) + 5(2,—4,6,2).

Tem-se entao a matriz aumentada

1 2 | = 1 2 | oz
-4 |y . 0 0 | 224y .
5 6 | z | 2Li+Lo—L, | 0 —4 | —bx+z | 2Lg+La—Ls
_ —5L1+Lg—1L
302 | w ]| St 0 8 | Butw
1 2 | 1 2 | x
. 0 0 | 2x + y |0 4 | -5 + 2
2Lg+La—Ls | 0 —4 | —5r + 2 LoLy | 0 0 | 2r+vy

0 0 | —Tz+2z+w 0 0 | —Tz+2z+w

Assim,
U:{(x,y,z,w)ER4:2x+y:0 e —7x+2z+w:0}.

19. Podemos colocar os vectores do conjunto {(«q,,3), (a2, 55,9)} como colunas de uma
matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss. Se a; # 0, tem-se

o y -
ap Qy b
0 —Q + /
A= | By B, 5 - aq Ba = A
9 —iL1+L2—>L2
_3
ap Litls—Ls 0 _3@2 49
L (0751 J
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As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivots, for-
mam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto {(ay, 84, 3), (a2, 55,9)}

é linearmente independente se a; # 0 e (ﬁ2 # &062 ou &2 #3). Se a; =0, tem-se
g

0 o 3 9 3 9
51 52 L—L> 51 52 5 - 0 —351 + 52
3 9 TR0 g | T Ditle=L | g

Logo, o conjunto {(a1,f4,3), (e, 85,9)} € linearmente independente se ay = 0 e (35 # 33, ou
ag # 0). Assim, o conjunto {(aq, 31,3), (a2, 55,9)} € linearmente independente se e s6 se

(al#O e <ﬁ27é5—1a2 ou %7&3)) ou (ap =0 e (By#36; ou as #0)).

« 1

20. (i) Podemos colocar os vectores do conjunto {(4,2,1),(2,6,—5),(1,—2,3)} como colunas
de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss:

4 2 1 1 -5 3

A=12 6 -2 Lot 2.6 -2 St Lo

14> —2L1+La—Lo

1 -5 3 ’ 4 2 1 —4L1+Ls—L3
1 -5 3 1 =5 3 1 -5 3

— 0 16 -8 — 0 2 -1 — 0 2 —-1|=A4.
0 22 —11 | skrlz |9 2 —1 | TR g 0 0
LLs—Lg

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivots, for-
mam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto { (4,2, 1), (2,6,—-5),(1,—-2,3)}
é linearmente dependente, mas o conjunto {(4, 2, 1), (2,6, —5)} é linearmente independente. Procure-
mos entao «, 5 € R tais que

(1,-2,3) = a(4,2,1) + B(2,6, —5).

Atendendo ao que ja se fez e considerando a 3% coluna como o termo independente do sistema,
tem-se

da+20 =1

a—56=3 04:%
20+ 60 =-2 & &

260 =—1 :—%.
a—50=3

Pelo que
1 1
1,-2.3)=—=(4,2,1) — =(2,6, —5).
(1,-2,3) = 5(4,2.1) - 5(2,6,-5)
ii) Podemos colocar os vectores do conjunto
(i) j

{(1,2,-1),(3,2,5)}
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como colunas de uma matriz e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss.

1 3 13 13
A=1] 2 2 — 0 —4| — |0 —4|=4
15| et lo s | TR0 0

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto {(1,2,—1),(3,2,5)}
¢é linearmente independente.

(iii) Podemos colocar os vectores do conjunto {(1,2,3),(1,1,1),(1,0,1)} como colunas de uma
matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss.

111 111 111
A=1]210 — 0 -1 -2 — 0 -1 -2 | =4
31 1) it o —2 2| PR 00 2

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivots, for-
mam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto {(1,2,3),(1,1,1),(1,0,1)}
é linearmente independente.

Observacao extra: encontrdmos trés vectores de R3 linearmente independentes. Como a
dimensao de R? ¢ 3, entao o conjunto {(1,2,3),(1,1,1),(1,0,1)} é desde logo uma base de R3, sem
ser preciso verificar se gera R3.

(iv) O conjunto {(1,0,—1),(0,0,0),(0,1,1)} contém o vector nulo, logo é linearmente depen-
dente. Facilmente se vé que {(1,0,—1),(0,1,1)} & linearmente independente. Facilmente também

se vé que
(0,0,0) =0(1,0,—1) + 0(0, 1, 1).

(v) Como a dimensao de R? é 3, entdo qualquer conjunto de vectores de R® com mais do que
trés vectores € linearmente dependente. O conjunto

{(17 ]‘7 0)7 (07 27 3)7 (]‘7 27 3)7 (xJ y? Z)}
¢ formado por quatro vectores de R?, logo & linearmente dependente para quaisquer z, v, z € R.

Resolugao alternativa para verificar a dependéncia linear: Podemos colocar os vectores
do conjunto {(1,1,0),(0,2,3),(1,2,3), (x,y, 2)} como colunas de uma matriz A e de seguida aplicar
a essa matriz o método de eliminacao de Gauss.

1 01 «x 1 01 T
A=|12 2y — 021 y—u .
033 2| W93 3 o | 3lethol
1 0 1 T
, 021 y— = A
Telethsmla g0 32— 3(y—u)



As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A" que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto

{(1,1,0),(0,2,3),(1,2,3), (z,y,2)}

é linearmente dependente para quaisquer x,y, z € R, mas o conjunto {(1,1,0), (0,2,3),(1,2,3)} é
linearmente independente.

Observagao extra: encontramos trés vectores de R3 linearmente independentes. Como a
dimensao de R? ¢ 3, entao o conjunto {(1,1,0),(0,2,3),(1,2,3)} & desde logo uma base de R?, sem
ser preciso verificar se gera R3.

Procuremos entao a, 3,7 € R tais que

(z,y,2) = a(1,1,0) + £(0,2,3) + v(1,2, 3).

Atendendo ao que ja se fez e considerando a 4* coluna como o termo independente do sistema,

tem-se
a+v7=2 a+vy==x azm—%z—I—y

at+28+y=y & 28+y=y—z & f=y-2)-32
3+3y==2 Sy=z2-3%(y—u) y=2z—-y+u
Pelo que

(2,9, 2) = <x—§z+y) (1.1,0) + ((y—x}—%z) (0,2,3) + (%z—y+az) (1,2,3).

21. Podemos colocar os vectores do conjunto {(a?,0,1), (0, a,2),(1,0,1)} como colunas de uma
A matriz e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss.

a? 0 1 1 21
A=10 a 0 — 0 a O L
1 92 1 Li+—L3 a2 0 1 —a*Ly+L3—L3
1 2 1 1 2 1
— 0 a 0 — 0 a 0 =A.

—a2L1+L3—L 2alLo+Ls— L3
cTEsTEs L) —2a% 1 —a? 0 0 1—a?

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto

S, ={(a*,0,1),(0,a,2),(1,0,1)}

¢ linearmente independente se e s6 se a ¢ {—1,0,1}. Logo, uma vez que dimR3 = 3 e¢ S, tem 3
vectores, S, serd uma base de R?® se e s6 se a ¢ {—1,0,1}.

18



22. Sejam U = L ({(1,1,0,0),(0,1,1,0)}) e Vi = L ({(2,%,1,0),(0,0,0,1)}) subespagos de R*.
Determine os valores de k para os quais dim (U NV}) = 1. Coloquemos os vectores geradores de U
e de V' como colunas da matriz:

10 2 0 10 2 0
11 %0 . 0110 .
01 1 0| Lesis | 1 1 &k O | —L1+Ls—Ls
00 01 0 0 01
10 2 0 10 2 0
. 01 1 0 . 01 1 0
—Li+Ls—Ls | 0 1 kK—2 0 | —Lo+L3—L3 | O 0 =3 O
00 0 1 00 0 1

Note que U + V}, = L (U U V). Como
dim (UNVy) =dimU +dimV, —dim (U 4+ V;) =2+ 2 —dim (U + V}) = 4 — dim (U + V},)

3 sek=3

@MU+WF{4 o k43

entao dim (U NVy) =1 se e s6 se k = 3.

23. (i) Seja (z,y,2) € R3. Podemos colocar os vectores do conjunto

{(1,0,2),(0,1,2), (2,9, 2)}

como colunas de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss.

1 0 =z 10 x 10 .
A=10 1 y — 01 y L 01 Y =4
9 9 —2L1+L3—L3 0 2 2—92¢ —2L2tLs—Ls 0 0 z—2z— 2y

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivots, for-
mam um conjunto de vectores linearmente independente. Qualquer conjunto {(1,0,2), (0, 1,2), (z,y, 2)}
em que z — 2z — 2y # 0 constitui uma base de R3.

ii) Seja (x,y, z) € R3. Podemos colocar os vectores do conjunto
)

{(27 _17 1)7 (_4? 27 1)7 (‘7;7 Y, Z)}

como colunas de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminagao de Gauss.

2 —4 «x 2 —4 T 2 —4 T
A= -1 2 y| — 0 0 y+3 T 0 3 z—-5|=4"
1 1 | zhtlemle g 3 -2 | #7210 0 y+2
—1L14+L3—Ls

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, qualquer conjunto

{(27 _17 1)7 <_47 27 1)7 (J}, Y z)}
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em que y + 7 # 0 constitui uma base de R3.
(iii) Seja (z,y, z) € R3. Podemos colocar os vectores do conjunto

{(_1727 1)7 (1707 _1)7 (:c,y, Z)}

como colunas de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminagao de Gauss.

-1 1 =z -1 1 T
A=1 2 0 y it 0 2 y+2z | =A.
]. _]. Z 2L 11:1132:[/32 0 0 Z + ZE

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, qualquer conjunto

{(_1727 1)7 (170’ _1>’ (:L‘7ya z)}

em que 2z + x # 0 constitui uma base de R3.

24. (i) Seja
S = {COS2 t,sen’t, cos 2t}.

O conjunto S é linearmente dependente, pois:
cos 2t = cos® t — sen’t.

Mas, o conjunto
S" = {cos’t,sen t}

¢é linearmente independente pois se tivermos A, 4 € R tais que
Acos?t 4+ psen®t =0,

para todo o t € R, entdo se fizermos ¢ = 7 obtemos p = 0 e a seguir se fizermos ¢ = 0 obtemos

A = 0. Logo, A = 1 = 0. Pelo que, o conjunto S" = {cos?t,sen?t} é uma base de L(S), pois gera
L(S) e é linearmente independente. E entdo,
dim L(S) = 2.
(ii) Seja
S = {2, sen? t,cosgt} .
O conjunto S é linearmente dependente, pois:

2 = 2cos’t + 2sen’t.

Mas, o conjunto
S" = {cos’t,sen’ t}

¢ linearmente independente pois se tivermos A, € R tais que

Acos?t 4+ psen®t =0,
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para todo o t € R, entao se fizermos ¢ = 7 obtemos p = 0 e a seguir se fizermos ¢ = 0 obtemos

A = 0. Logo, A = 1 = 0. Pelo que, o conjunto S" = {cos?t,sen?t} é uma base de L(S), pois gera
L(S) e é linearmente independente. E entao,

dim L(S) = 2.
(iii) Seja
S = {et,e_t,cosht}.
O conjunto S é linearmente dependente, pois:

el +et
5

cosht =

Mas, o conjunto
S ={e e "}
¢ linearmente independente pois se tivermos A, 4 € R tais que

e + pe t =0,

para todo o t € R, entao se fizermos ¢t = 0 obtemos A 4+ p = 0 e a seguir se fizermos ¢t = 1 obtemos
el + pet = 0. Logo, A = u = 0. Pelo que, o conjunto S’ = {e’, e~} ¢ uma base de L(S), pois
gera L(S) e é linearmente independente. E entao,

dim L(S) = 2.

(iv) Seja
S={1,t, (t+1)*}.

O conjunto S é linearmente dependente, pois:
dimPy =3 e S tem 4 vectores.

Mas, o conjunto

S ={1,t,t*}

¢é linearmente independente pois trata-se da base canénica de P,. Logo,

L(S)=P, e dimL(S) =dim P,y = 3.

25. Seja V' o espaco linear de todas as fungoes reais de varidvel real. Sejam f,g,h € V, com
f(t) =sent, g (t) = cost e h(t) =t. Vejamos que o conjunto {f, g, h} & linearmente independente.
Sejam a, 3,v € R tais que

af + g+ ~vh =0.

Note que

af+Bg+vh = 0& af(t)+Bg(t)+~h(t) =0, paratodooteR <«
& asent + fcost+~t =0, paratodoot e R.
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s -
Parat=0,t=m,t= 5 tem-se respectivamente as seguintes equacoes

([ asen0 + Bcos0+~0=0 (=0
f=0
asent + fBcosT+yr =0 o ) —[fH+yr=0 v =0
T s T T a=0.
— — — =0 —=0
Lasen2+ﬁcos2+72 \a+’y2

Logo a = 8 = =0, e assim o conjunto { f, g,h} é linearmente independente.
Observagao. Como {f,g} C {f,g,h}, as funcoes sent e cost sdo linearmente independentes.

26. (i) Podemos colocar os vectores do conjunto {(1,3), (1, —1)} como colunas de uma matriz
A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminagao de Gauss:

11 1 1],
A_[S —1:|3L1+—L2>HL2|:0 —4]_A'

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A" que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto formado pelos vectores
das colunas 1 e 2 da matriz A:

{<1a 3)7 (17 _1)}

¢ linearmente independente. Temos assim, dois vectores de R? linearmente independentes. Como a

dimensao de R? ¢ 2, entao o conjunto B = {(1,3),(1,—1)} é desde logo uma base de R%. (Nao foi

preciso verificar se B gera R?). Isto é, B ¢ base de L(B) = R? e dim L(B) = dimR? = 2.
Determinemos agora as coordenadas do vector (0, —1) em relacao a base

B={(1,3),(1,-1)}
de R2. Isto é, queremos encontrar o, 3 € R tais que
(0,—-1) = «(1,3) + 5(1,—1).

Formando a matriz aumentada do sistema, tem-se

1 1 | O . 1 1 | 0
3 =1 | =1 | -8Li+Lo—1, | 0 —4 | —1
Logo,
a+p8=0 a=—1
=
—48 = -1 B = le
e assim,

0, 1) = &(1,3) + 3(1, _1).

Finalmente e ainda em relagao a base B de R?, o vector cujas coordenadas sao (0, —1) nessa base,
¢ dado por:
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(ii) O conjunto S = {(0,0),(1,2)} contém o vector nulo, logo o conjunto é linearmente depen-
dente, pelo que nao pode ser base de R%. No entanto, S’ = {(1,2)} ¢ linearmente independente e
S" é base de L(S") = L(S). Logo, dim L(S) = 1.

(iii) O conjunto S = {(2,4)} nao pode ser base de R? uma vez que tem s6 um vector e qualquer
base de R? tem sempre dois vectores (pois dimR? = 2). No entanto, S = {(2,4)} ¢ linearmente
independente e S ¢é base de L(S5). Logo, dim L(S) = 1.

(iv) Facilmente se vé que o conjunto B = {(—5,0),(0,2)} ¢é linearmente independente. Temos
assim, dois vectores de R? linearmente independentes. Como a dimensao de R? ¢ 2, entao o conjunto
B = {(-5,0),(0,2)} & desde logo uma base de R%. (Nao foi preciso verificar se B gera R?).

Determinemos agora as coordenadas do vector (0, —1) em relacao a base

B = {(_57 0)7 (0’ 2)}

de R2. Isto é, queremos encontrar o, 3 € R tais que
(0,—1) = a(—5,0) + 5(0, 2).

Facilmente se vé que § = —% e a=0. Isto é,

(0, —1) = 0(=5,0) + (—%) 0,2).

Finalmente e ainda em relagao a base B de R?, o vector cujas coordenadas sao (0, —1) nessa base,
¢ dado por:
0(_57 O) + (_1)(07 2) = (07 _2)

(v) Como a dimensdao de R? ¢ 2, entdo qualquer conjunto de vectores de R? com mais do
que 2 vectores ¢ linearmente dependente. O conjunto S = {(1,2), (2, —3), (3,2)} é formado por trés
vectores de R?, logo ¢ linearmente dependente e como tal nao pode ser uma base de R%2. No entanto,
podemos colocar os vectores do conjunto S = {(1,2), (2, —3),(3,2)} como colunas de uma matriz
A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminagao de Gauss:

[1 2 3 1 2 371
A—[z -3 2}_%1?@3@{0 —7 —4}—’4'

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto formado pelos vectores
das colunas 1 e 2 da matriz A:

B=1{(1,2),(2,-3)}

¢ linearmente independente. Temos assim, dois vectores de R? linearmente independentes. Como a
dimenséao de R? ¢ 2, entao o conjunto B = {(1,2),(2,—3)} é desde logo uma base de R?. (Nao foi
preciso verificar se B gera R?).

Determinemos agora as coordenadas do vector (0, —1) em relagao a base

B = {(17 2)’ (27 _3)}
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de R2. Isto é, queremos encontrar o, 3 € R tais que

(0,-1) = {(1,2) + 5(2, -3)} .

Formando a matriz aumentada do sistema, tem-se

1 2 | O . 1 2 | 0
2 =3 | =1 | —2L14Lo—1, | O =7 | —1
Logo,
_ _ 2
a+26=0 a=—:
<~
—78 = -1 g=1
e assim,
(0,-1) = ~2(1,2) + 2(2,-3)
) - 7 ) 7 ) .

Finalmente e ainda em relagao a base B de R?, o vector cujas coordenadas sao (0, —1) nessa base,
¢ dado por:

(vi) B? ={(1,0),(0,1)} é a base canénica de R?. As coordenadas do vector (0, —1) em relagao
a base B2 sao precisamente 0 e —1. Ainda em relagao a base B2, o vector cujas coordenadas nessa
base sao (0, —1) é precisamente o vector (0, —1).

27. (i) O conjunto {(1,2,3),(0,0,0),(0,1,2)} contém o vector nulo, logo o conjunto ¢ linear-
mente dependente, pelo que nao pode ser base. Mas,

L({(1,2,3),(0,0,0),(0,1,2)}) = L({(1,2,3),(0,1,2)})
e facilmente se vé que o conjunto {(1,2,3), (0, 1,2)} é linearmente independente. Logo,
dim L ({(1,2,3), (0,0,0), (0,1,2)}) = 2
e o conjunto {(1,2,3),(0,1,2)} é uma base de L ({(1,2,3),(0,0,0),(0,1,2)}).

(ii) Facilmente se vé que o conjunto {(1,2,0),(0,1,—1)} é linearmente independente. Logo, o
conjunto {(1,2,0),(0,1,—1)} ¢ uma base de L ({(1,2,0),(0,1,-1)}) e

dim L ({(1,2,0), (0,1, —1)}) = 2.

(iii) Podemos colocar os vectores do conjunto {(3,2,2), (—1,2,1),(0,1,0)} como colunas de uma
matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss:

3 -1 0 3 -1 0 3 -1 0
A=12 2 1|  — 083 1|  — 083 1 |=A.
2 1 0| shfleml2 g 5/3 (| “sfetlsmls g o —5/8

—2L1+L3—Ls
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As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivots, for-
mam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto {(3,2,2),(—1,2,1),(0,1,0)}
¢ linearmente independente. Temos assim, trés vectores de R? linearmente independentes. Como a
dimensao de R3 é 3, entdo o conjunto {(3,2,2),(—1,2,1),(0,1,0)} é desde logo uma base de R3.
Vamos agora escrever o vector (—1, 1, —2) como combinacao linear dos vectores desta base. Isto ¢é,
procuremos «, 3,7 € R tais que

(=1,1,-2) = (3,2,2) + B(—1,2,1) +~(0,1,0).

Temos entao

3 10| -1 3 -1 0] -1 3 -1 0 | -1
2 2 1| 1 s 083 1| 5/3 — 083 1 | 5/3
2 1 0 | —2 | ihtl~la| g 5/3 0 | —4/3 | “sPetlemls | g 0 —5/8 | —19/8
—2L1+L3—L3
Logo,
3ao—p=-1 a=-3

Pelo que
3 4 19

Finalmente e ainda em relagao a base {(3,2,2), (—1,2,1),(0,1,0)} de R3, o vector cujas coordenadas
sdo (—1,1,—2) nessa base, ¢ dado por:

(iv) Facilmente se vé que o conjunto {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} é linearmente independente.
Temos entao trés vectores de R? linearmente independentes. Como a dimensao de R? é 3, entdo o

conjunto {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} é desde logo uma base de R*. Vamos agora escrever o vector
(—1,1, —2) como combinagcao linear dos vectores desta base. Isto ¢, procuremos «, 3,7 € R tais que

(_17 17 _2) = Oé(l, ]-7 1) + 6(07 17 1) + 7(07 07 1)

Temos entao:

a=—1 a=—1
a+p=1 S =2
a+f+y=-2 v = —3.

Pelo que
(—1,1,-2) = (—1)(1,1,1) + 2(0,1,1) + (—3)(0,0, 1).

Finalmente e ainda em relagao a base B de R?, o vector cujas coordenadas sao (—1,1,—2) nessa
base, é dado por:

(—1)(1,1,1) + (0,1,1) + (=2)(0,0,1) = (—1,0,—2).
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(v) Como a dimensao de R? é 3, entdo qualquer conjunto de vectores de R® com mais do que
trés vectores é linearmente dependente. O conjunto

{(1,1,-1),(2,3,4),(4,1,-1),(0,1,—1)}

¢ formado por quatro vectores de R?, logo ¢ linearmente dependente. Vamos procurar o nimero
méximo de vectores linearmente independentes que, em conjunto, geram

L({(1,1,-1),(2,3,4),(4,1,-1),(0,1,-1)}).

Podemos colocar os vectores do conjunto {(1,1,—1),(2,3,4),(4,1,—1),(0,1,—1)} como linhas de
uma A matriz e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss:

1 1 -1 1 1 -1
A 2 3 4 . 0 1 6 .

4 1 —1 | —2L4+Lo—L, | O =3 3 3Ly+L3s—Ls

01 =1 —4L1+Ls—Ls 0 1 -1 —Lo+Ls—L4

11 -1 11 -1 11 -1
. 01 6 . 01 6 . 01 6 Y
8LotLa—Ly | 0 0 21 | 1y py | 0 0 1 | Lotra—ra [ O O 1 '

“letla=la | g 0 —7 ira—rs |0 0 —1 0 0 O

As linhas nao nulas da matriz em escada A’ sdo linearmente independentes. Logo, o conjunto
{(1,1,-1),(0,1,6),(0,0,1)} ¢ formado por trés vectores de R3, linearmente independentes. Aten-
dendo a que a dimensdo de R? é 3, o conjunto

{(1,1,-1),(0,1,6),(0,0,1)}
é desde logo uma base de R*. Uma vez que £L(A) = L(A’) temos entao:
L({(1,1,-1),(2,3,4),(4,1,-1),(0,1,-1)}) = L ({(1,1,-1),(0,1,6),(0,0,1)}) = R,

Logo,
dim L ({(1,1,-1),(2,3,4),(4,1,-1),(0,1,—-1)}) = 3.

Vamos agora escrever o vector (—1,1, —2) como combinagao linear dos vectores da base
{(1,1,-1),(0,1,6),(0,0,1)}.
Isto é, procuremos «, 3,7 € R tais que
(—-1,1,-2) = a(1,1,-1) + 5(0,1,6) + v(0,0, 1).

Temos entao:

a=—1 a=—1
a+p=1 S f=
—a+68+7= -2, v = —15.

Pelo que
(—1,1,-2) = (-1)(1,1,—-1) + 2(0,1,6) + (—15)(0,0, 1).
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Finalmente e ainda em relagao a base {(1,1, —1),(0,1,6),(0,0,1)} de R3, o vector cujas coordenadas
sdo (—1,1,—2) nessa base, é dado por:

(vi) B® = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} ¢ a base canénica de R3. As coordenadas do vector

(—1,1,—2) em relagao a base B3 sdo precisamente —1,1 e —2. Ainda em relagdo a base B2, o
vector cujas coordenadas nessa base sao (—1,1, —2) é precisamente o vector (—1,1, —2).

28. (i) Podemos colocar os vectores do conjunto {(1,0,0,1),(0,1,0,0),(1,1,1,1),(0,1,1,1)}
como colunas de uma matriz e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss:

1 010 1 010
01 11 . 0111
0 01 1| -y424—s | 0 0 1 1
1 011 0 001

Logo, o conjunto {(1,0,0,1),(0,1,0,0),(1,1,1,1),(0,1,1,1)} & linearmente independente. Temos
assim, quatro vectores de R* linearmente independentes. Como a dimensao de R* é 4, entdao o
conjunto {(1,0,0,1),(0,1,0,0), (1,1,1,1),(0,1,1,1)} é desde logo uma base de R* e

dim L ({(1,0,0,1), (0,1,0,0), (1,1,1,1),(0,1,1,1)}) = dimR* = 4.

(ii) Podemos colocar os vectores do conjunto {(1,—1,0,2), (3,—1,2,1),(1,0,0,1)} como colunas
de uma matriz e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminagao de Gauss:

1 3 1 1 3 1
1 -1 0 . 0 2 1 .
0 2 0 Li+Lo—Lo 0 2 0 —Lo+L3—Lg
2 1 1| #htlanbe |0 -5 —1 | 3LatLi—ls
1 3 1 1 3 1
. 0 2 1 . 0 2 1
—LotLs—Lz | O 0 —1 3L+ La—La 0 0 —1
slatlamLa | 0 0 3 00 O
Logo, o conjunto {(1,—1,0,2),(3,—1,2,1),(1,0,0,1)} & linearmente independente e é assim uma

base do subespaco de R*:
L({(1,-1,0,2),(3,-1,2,1),(1,0,0,1)})

tendo-se
dim L ({(1,-1,0,2),(3,-1,2,1),(1,0,0,1)}) = 3.

Atendendo ainda ao método de eliminacao de Gauss, uma base de R* que inclui pelo menos dois
vectores do conjunto apresentado:

{(1,-1,0,2),(1,0,0,1), (0,0,1,0), (0,0,0, 1)}
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uma vez que

1 100 1100
-1 0 0 0 0100
—
0 010 0010
2 101 0001
car:Zr

(iii) Podemos colocar os vectores do conjunto
{(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,1,0),(0,0,1,1)}

como colunas de uma matriz e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss:

100 10 100 1 0
e 01 100 . 011 0 O .
01 01 1| —y42u—s | 01 0 1 1| —LotL3—L3
1 0101 001 —-11
10 0 1 0 10 0 10
. 01 1 0 O . 01 1 0O _
“Lotls—Lz; | O 0 =1 1 1 | pg4is4—zs [ O O =1 1 1 ’
00 1 —-11 00 0 0 2

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A" que contém os pivots, formam um

conjunto de vectores linearmente independente. Logo, os vectores das colunas 1,2,3 e 5 da matriz
A:
{(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1) }

sao uma base de R*, por serem quatro vectores linearmente independentes de um espaco linear de
dimensao 4. E

dim L ({(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1)}) = dimR* = 4.

(iv) Facilmente se vé que o conjunto {(1,0,0,2),(1,0,2,0),(1,2,0,0),(3,0,0,0)} é linearmente
independente. Temos entdo quatro vectores de R* linearmente independentes. Como a dimensao
de R* & 4, entdo o conjunto

{(1,0,0,2),(1,0,2,0),(1,2,0,0),(3,0,0,0)}
¢ desde logo uma base de R* e

dim L ({(1,0,0,2), (1,0,2,0), (1,2,0,0), (3,0,0,0)}) = dimR* = 4.

(v) Podemos colocar os vectores do conjunto

{(1,-2,5,-3),(2,-4,6,2), (3, —6,11, 1), (0,0,5,5)}
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como colunas de uma matriz e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss:

1 2 3 0 1 2 3 0
Ao |2t s0] |32 15
N 5 6 1]. 5 Lo« Ly 5 6 11 5 3L1+Lo—Lo
_ _ _ _ _ —5L1+L3—L
3 2 —-15 2 —4 —6 0] jhilals
1 2 3 0 12 3 0
ojos s s oss 5|,
3L1+La—Lo 0 -4 —4 5 %L2+L3_)L3 0 0 0 15 N '
—5L1+Ls—L
2L11+L41L43 0O 0 0 O 000 O

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A" que contém os pivots, formam um
conjunto de vectores linearmente independente. Logo, os vectores das colunas 1,2 e 4 da matriz A
formam um conjunto linearmente independente:

{(17 _27 5> _3)7 (27 _47 6a 2)7 (07 Oa 57 5)} :
Assim, o conjunto {(1,—-2,5,—3),(2,—4,6,2),(0,0,5,5)} ¢ uma base de
L ({<17 _27 57 _3>7 (27 _47 67 2)7 (Oa 07 57 5)}) )

tendo-se
dim L ({(1,-2,5,-3),(2,—4,6,2),(0,0,5,5)}) = 3.

Atendendo ainda ao método de eliminacao de Gauss, uma base de R* que inclui pelo menos dois
vectores do conjunto inicial:

{(1,-2,5,-3),(0,1,0,0), (2, -4,6,2), (0,0,5,5)}

uma vez que

1 0 2 0 10 2 0
21 —4 0 01 0 0
5 06 5| |00 -4 5
30 2 5 00 0 15
car=4

(vi) Podemos colocar os vectores do conjunto
{(2,1,-1,2),(-1,-1,1,2),(4,-2,2,-2),(5,-2,2,2) }
como colunas de uma matriz e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminagao de Gauss:

2 -1 4 5 1 -1 -2 =2
1 -1 -2 =2 2 -1 4 5
—
-1 1 2 2 Ly Ly 2 2 =2 2 —2L14Ly— Ly
2

_ L3« Ly _ —2L1+L3—L3
2 2 2 2 1 1 2 Ly
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1 -1 -2 -2 1 -1 -2 =2
o os 9 oo s 9 |,
at+Le—Ils | O 4 2 6 Al,+Is—Ls | 0 0 =30 =30 |
“2Litls—Ls | 0 0 0 0 0 0
Li+Ls—Ly

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A" que contém os pivots, formam um
conjunto de vectores linearmente independente. Logo, os vectores das colunas 1,2 e 3 da matriz A
formam um conjunto linearmente independente:

{(2,1,-1,2),(—1,-1,1,2),(4,-2,2,-2)}.
Assim, o conjunto {(2,1,-1,2),(-1,-1,1,2),(4,—2,2,—2)} é uma base de
L({(2,1,-1,2),(—-1,-1,1,2),(4,-2,2,-2)}),

tendo-se
dim L (S)=dim L ({(2,1,-1,2),(-1,-1,1,2), (4,-2,2,-2)}) = 3.

Uma base de R* que inclui pelo menos dois vectores do conjunto
{(2,1,-1,2),(—1,-1,1,2),(4,-2,2,—-2) } :

{(2,1,-1,2),(~1,-1,1,2), (4, 2,2, ~2),(0,0,0,1)} .

Vejamos que (8,—3,3,5) € L(S) e determinemos uma base de L (S) que inclua o vector
(8,—3,3,5). Isto &, procuremos «, 3,7 € R tais que

(8,-3,3,5) = a(2,1,—1,2) + B(—1,—1,1,2) + (4, —2,2, —2).

Temos entao:

2 -1 4 | 8 1 -1 -2 | -3
1 -1 -2 | =3 . 2 -1 4 | 8 .
_1 1 2 | 3 Li<—Lo 2 2 _2 | 5 —2L1+Lo— Lo
_ Ly—L —2L1+L3—L
2 2 2 | 5 b 11 2 | 3 Ller4iL43
1 -1 -2 | =3 1 -1 -2 | -3
. 0o 1 8 | 14 . 0 1 8 | 14 *)
—2Li+Lo—Ly | O 4 2 | 11 | —2ry4Ly—L, | O O =30 | —45 |~
—2L1+L3—L —2L1+L3—L
PN 0o 0 0 | O PN 0 0 0O | ©
Logo,
a=2
f=2
v=2
Pelo que

(8,-3,3,5) =2(2,1,-1,2) + 2(—1,—1,1,2) + 2(4, —2,2,-2).
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Atendendo a (*), o conjunto
{(2,1,-1,2),(—1,-1,1,2),(8,-3,3,5)}

¢ uma base de L (S) que inclui o vector (8,—3,3,5).
Atendendo ainda ao método de eliminacao de Gauss, uma base de R* que inclui pelo menos dois

vectores do conjunto inicial:
{(2,1,-1,2),(—-1,-1,1,2),(0,0,1,0),(8,—-3,3,5)}

uma vez que

2 -1 0 8 2 -1 0 8

1 =10 -=3|__ [0 -1/2 0 -7

-1 1 1 3 0 0 -4 0

2 2 0 5 0 O 0 —45
car=4

29. (i) Podemos colocar os coeficientes dos vectores do conjunto
{2+¢—¢%2t 4 267, -7}

como colunas de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss:

2 0 0 -1 2 -1
A= 1 2 0 — 1 2 0 —
R R R
-1 2 -1 -1 2 -1
LH—E;Lz 04 -l L1+Z:>L2 04 -1 = A
obtisors L O 4 =2 ] opqr,o, | 0 0 —1

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto

{2+t—¢%2t 4267, —1%},

formado por trés vectores de Ps, é linearmente independente. Como a dimensao de P5 é 3, entao o

conjunto
{2+t—¢%2t 4 26%, -7}

¢é desde logo uma base de P, tendo-se

L({2+t—1t*2t 426 —1*}) =P

dim L ({24t — ¢*,2t + 2%, —t*}) = dim P> = 3.

Vamos agora escrever o vector 1 — ¢ como combinagao linear dos vectores da base
{2+t—¢%2t 4267, -1}
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Isto é, procuremos «, 3,7 € R tais que
1—t=a(2+t—1t)+ B2t +2t°) +y(—t?).

Temos entao:

200 =1 a=3
a+28=-1 s g=-3
—a+28—~v=0, v =-2.

Pelo que
1 3
1—t= 5(2 +t—1%) — Z(Qt + 2t%) — 2(—t?).

Finalmente e ainda em relagao & base {2+t — t2, 2t + 2t%, —t?} de P,, o vector cujas coordenadas
sao (—1,3,2) nessa base, é dado por:

(=1)(2+1t — %) + 3(2t + 2t7) + 2(—t?) = —2 + 5t + 5t°.

(ii) Podemos colocar os coeficientes dos vectores do conjunto
{2t —*,1 2%, 24+ t,1 — 4t}

como colunas de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminacao de Gauss:

0 1 2 1 2 0 1 —4
A= 2 0 1 4| — | 0 1 2 1 .
1 20 0 | 1 20 0o |zkthels
2 0 1 —4 20 1 —4
. 01 2 1 s 012 1 |=A4.
shitlamla | g g 1 _g | 2ethemla ] g g 9

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots, formam um
conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto dos vectores correspondentes as
colunas 1,2 e 3 da matriz A:

{2t — ¢, 1 —2t* 2+ t}

é uma base de
L({2t -1 -2 2+¢,1—4t}).

Como a dimensao de Ps € 3, entao o conjunto
{2t —*,1— 22,24+ t}
¢é desde logo uma base de P, tendo-se

L({2t—t*1-2%24t,1—4t}) =L ({2t — >, 1 -2, 2+ t}) =P,

dim L ({2t —t*,1 — 2t*,2 4+ 1,1 — 4t}) = dim P, = 3.
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Vamos agora escrever o vector 1—¢ como combinagao linear dos vectores da base {2t — t2,1 — 2¢?,2 + t}.
Isto é, procuremos «, 3,7 € R tais que

1—t=a2t—t*)+B(1—2t%) +v(2 +1).

Temos entao:

—a—20=0, a=—20. az—%.

Pelo que

2 1 1
1—t=—=(2t—t)+-(1-=2t))+=(2+1).
S =)+ Z(1-20) + 5 (241)

Finalmente e ainda em relagao a base {2t — t2,1 — 2t2,2 4 t} de Ps, o vector cujas coordenadas sao
(—1, 3,2) nessa base, ¢ dado por:

(—1)(2t —*) +3(1 — 2t*) +2(2 +t) = 7 — 5t°.

(iii) Podemos colocar os coeficientes dos vectores do conjunto
{1+t —1*1—t+26%1+1t}

como colunas de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminagao de Gauss:

1 0 1 1 1 0 1 1 10 1 1
A=]10 1 =11 . 0 1 -1 1 . 01 -1 1] =A4"
1 -1 2 Bt I N B TR B B N O )

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots, formam um
conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto dos vectores correspondentes as
colunas 1,2 da matriz A:

{1+¢,t -}

¢ uma base de
L({1+t—t1—t+251+1}),

tendo-se
L{1+8t—1—t+21+t}) =L ({1+¢t—¢})

dimL ({1+ 8¢t =2, 1—t4+2* 1 4+1}) =dim L ({1 + %t —*}) = 2.

(iv) Facilmente se vé que o conjunto {—1 + 2t + ¢?,2 — t} ¢ linearmente independente. Logo,

ele préprio é uma base de
L({-1+2t+t*2-1t}),

e tem-se
dim L ({-1+2t+t*,2—t}) = 2.
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(v) Podemos colocar os coeficientes dos vectores do conjunto
{1+2t—*3+*5+4t — %, -2+ 2t — *}
como colunas de uma matriz A e de seguida aplicar a essa matriz o método de eliminagao de Gauss:
1 3 5 =2 1 3 5 =2
A= 2 0 4 2 — 0 -6 —6 6 —

—2L1+La—Ls2 lro—Ls
_]_ ]_ _1 _1 L1+L3—>L3 0 4 4 _3 6

1 3 5 =2 1 3 5 =2
— 0o -1 -1 1 — 0o -1 -1 1 = A
%LQHM 0 4 4 _3 4Ly+L3—Ls 0 0 0 1

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A" que contém os pivots, formam um
conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto dos vectores correspondentes as
colunas 1,2 e 4 da matriz A:

{142t —* 3+, —2+2t— 7}

¢ uma base de
L({1+2t—¢3+15+4t—*,—2+2t —1%}).

Como a dimensao de Ps € 3, entao o conjunto
{1+2t— 23+, —2+2t— 7}
¢é desde logo uma base de P, tendo-se
L({1+2t—t* 34+ 5+4t—1*,-2+2t—¢*}) =

=L({1+2t—t* 34+ 242 —}) =P,

dim L ({142t — 2,3+ 12,5+ 4t — 12, =2+ 2t — 1*}) = dim P, = 3.

Vamos agora escrever o vector 1 — ¢ como combinagao linear dos vectores da base
{1+2t—*3+1*, -2+ 2t — 1},
Isto é, procuremos «, 3,7 € R tais que
1—t=a(l+2t—t*) + BB +) + (=242t — 7).

Temos entao:

1 3 -2 «a 1
2 0 2 Bl=1|-1
-1 1 -1 7y 0
Aplicando entao o método de eliminacao de Gauss a matriz aumentada do sistema anterior, temos:
1 3 —2 | 1 1 3 -2 ] 1
2 0 2 | -1 . 0 -6 6 | -3| —

—2L1+Lo— Lo lLg—‘»LQ
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shewlz | g g —3 | 1 00 1 | -1
Logo,
1
a=:
2
p= -1
v=-1
Pelo que

1—t= %(1+2t—t2) + (—%) (3+12) 4 (1) (=2 + 2t — t2).

Finalmente e ainda em relagao a base {1 + 2t — 2,3 + %, —2 + 2t — t*} de Ps, o vector cujas coor-
denadas sao (—1, 3,2) nessa base, é dado por:

(1)1 +2t —t3) + 33+ 1) + 2(=2 + 2t — t?) = 4 + 2t + 2%,

(vi) O conjunto {1,¢,¢*} é a base canénica de Py. As coordenadas do vector —1 + 3t + 2¢? em
relagdo a essa base sdao precisamente —1,3 e 2. Ainda em relacdo & base {1,t,t2}, o vector cujas
coordenadas nessa base sido (—1,3,2) é precisamente o vector —1 + 3t + 2t%

30. Como o espago linear Msy2(R) tem dimensao 4, entao para verificar que as matrizes

ool L) Lov] V1]

formam uma base de Masyo(R) basta ver que s@o linearmente independentes. Sejam «, 3,7, € R

tais que
11 00 10 0 1
Lo e[V ] o vl i) e

onde 0 é a matriz nula [ 0 1 . Queremos provar que a = =y =9 = 0.

0 0
Temos entao:

55t loa]

B+6 B+y+46 00
isto é,
a+v=0
a+d=0
B+6=0
B+v+0=0,
ou ainda
1 010 Q 0
1 0 01 g1 |0
01 01 v |0
01 11 ) 0

35



Aplicando entao o método de eliminacao de Gauss & matriz dos coeficientes do sistema homogéneo
anterior, temos:

1 010 1 0 1 0
1 0 01 00 -1 1
01 0 1| tiitocin | 01 0 1| y0ls
01 11 01 1 1
1 0 1 O 1 0 1 1 0 1 O
. 01 0 1 . 01 0 . 01 0 1
LowsLs | O 0 —1 1 | —iosi4—14 | O O —1 La+L,—Ls | O O =1 1
01 1 1 0 0 00 0 1

Logo, a tnica solugao do sistema é: («, 3,7,9) = (0,0, 0,
11 0 0
0 0}’ 1 11’

é uma base de Moy o(R).

. B 1 3 0 11 2 =5 4 1 3 =2 .
31. SeJaS—{[_l 2},{_5 3],{3 1 },[1 5},{2 3 ]} Seja W um sube-

spago de Mayo(R) gerado por S. Determinemos uma base para W que inclua vectores de S.
Sejam i, Ag, A3, A\g, A5 € R tais que

00 13 0 11 2 -5 41 3 —2
LRI R R g e i R F R

Temos entao:

Assim, o conjunto

i)y

0
1
1
0
0).
v

1 0 2 4 3 1 0 2 4 3
3 11 -5 1 -2 . 0 11 -—-11 —-11 -11 .
-1 -5 3 1 2 | 3L44Le—12 | 0 =5 5 3 3 5 Lo+Ls—Lg
2 3 1 5 3 —gﬂfﬂfi 0 3 =3 =3 =3 | 3t
1 0 2 4 3
N 0 11 —-11 —-11 -11
%L2+L3HL3 0 0 0 0 0

—%L2+L4—>L4 0 0 0 0 0

pelo que sendo as 2 primeiras colunas da matriz em escada anterior independentes, o conjunto de

matrizes
1 3 0 11
-1 21’ -5 3

¢ uma base de W, atendendo também a que
2 =5 4 1 3 =2 clL 1 3 0 11
3 1 ['[1 5("l2 3 -1 2|’ -5 3 '
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32. A dimensao do espagco linear M3y5(R) é 6. Assim, para encontrar uma base de M3y2(R),
basta encontrar 6 matrizes do tipo 3 x 2 que sejam linearmente independentes. O seguinte conjunto
de 6 matrizes do tipo 3 x 2:

10 0 1 00 00 00 00
oofl,loo|,]10]|,l0o1],]oo0]|,|00
00 00 00 00 10 0 1

é linearmente independente. Logo, é uma base de M34»(R). (Chama-se a esta base, a base canénica

de M3.2(R).)

33. (i) Uma matriz diagonal do tipo 3 x 3 tem a seguinte forma:

a 0 0
0 b 0 com a,b,ceR.
0 0 ¢
E tem-se -
a 0 0 1 00 0 00 0 00
0bO0O|=a|l00O0]|+0l01O0]|+c|0O0O0
0 0 ¢ 0 0 0| 0 00 0 01
Isto é, o subespago formado por todas as matrizes diagonais do tipo 3 x 3, é gerado pelo conjunto
100 [0 0 0 0 00
D = 00O0(,]01O0{,[/000
0 00 | 000 0 01

Além disso, este conjunto é linearmente independente. Temos entao que o conjunto D é uma base do
subespago formado por todas as matrizes diagonais do tipo 3 x 3. Logo, o subespaco tem dimensao
3.

(ii) Uma matriz simétrica do tipo 3 x 3 tem a seguinte forma:

a b c
b d e com a,b,c,d,e, feR.
c e f
E tem-se
a b c 100 010 0 01
b de|l=al00O0]|+b]10O0|+c|0O0O0]|+
c e f 0 00 0 00 100
0 00 0 00 0 00
+d| 0 1 0| 4+elO0 0 1|+f]0O00
0 00 010 0 01
Isto é, o subespaco formado por todas as matrizes simétricas do tipo 3 x 3, é gerado pelo conjunto
100 010 0 01 0 00 000 0 00
S = ooo0of(,]r00}{,{f00O0}|,{01O0(,/00T1],{00°0
0 00 0 00 100 0 00 010 0 01
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Além disso, este conjunto é linearmente independente. Temos entao que o conjunto S é uma base do

subespago formado por todas as matrizes simétricas do tipo 3 x 3. Logo, o subespaco tem dimensao
6.

34. (i)

3 1 3 1],
A_{—G —2LL1+TQLL2[0 0}_/1'

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots, formam um
conjunto de vectores linearmente independente. Logo,

C(A) =L{(B,-6)})

e o conjunto {(3,—6)} é¢ uma base de C(A). Por outro lado,

L(A)=L{HGB DY),
e o conjunto {(3,1)} ¢ uma base de L(A). Desta forma:
carA =dimC(A) = dim L(A) = 1.

Por definigao:
N(A) ={ueR: Au=0}.

Temos entao, pelo método de eliminagao de Gauss,
Au=0< A'u=0.

A equacao

é equivalente a equacao
3U1 + Uy = 0.

Logo,
N(A) = {(u1, —3u1) :u3 € R} = L({(1,-3)}).

O conjunto S = {(1,—3)} & linearmente independente. Como S ¢é linearmente independente e gera
N (A), temos entao que S ¢ uma base de NV (A) e:

nuld = dimN(A) = 1.
(ii)

30 -6 0 30 -6 0
A= — = A
|: 1 0 =2 0 :| f%L1+L2HL2 |: 0 0 0 0 :|

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots, formam um
conjunto de vectores linearmente independente. Logo,

C(A) = LB, 1)})
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e o conjunto {(3,1)} ¢ uma base de C(A). Por outro lado,
e o conjunto {(3,0,—6,0)} é uma base de L(A). Desta forma:
carA = dimC(A) = dim L(A) = 1.

Por definicao:
N(A4) ={ueR: Au=0}.

Temos entao, pelo método de eliminagao de Gauss,

Au=0< A'u=0.

A equacao
(51 0
3 0 —6 0 up | {0
00 0 O us | | 0
Uy 0
¢é equivalente & equacao
3U1 - 6’U3 = 0,
ou seja a
uy = 2U3.
Logo,
N(A) = {(2u3, up, us, uq) : us, uz, ug € R}.
Como
(2U3, Uz, U3, U4) = Ug(?, 07 17 O) + u2<07 17 07 0) + U4<0, 07 07 1)7
tem-se:

N(A) = L({(2,0,1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}).

O conjunto S = {(2,0,1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)} é linearmente independente. Como S é linear-
mente independente e gera N (A), temos entdo que S é uma base de N (A) e:

nulA = dim N(A4) = 3.

(iii)

A:

o O O
o O =
o = O

0
0
1

As colunas da matriz A que contém os pivots, formam um conjunto de vectores linearmente inde-
pendente. Logo,
C(A) =L ({(17 0, 0)7 (07 L, O>7 (07 0, 1)})

e o conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} & uma base de C(A). Por outro lado,

L(A) = L({(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}),
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e o conjunto {(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} é uma base de L(A). Desta forma:
carA = dimC(A) = dim L(A) = 3.

Por definigao:
N(A) ={ueR: Au=0}.

A equacao
01007/ " 8
0010 =1,
000 1|
Uy 0
¢é equivalente ao sistema
Uy = 0
Uz = 0
Uy 0

Logo,
N(A) = {(u1,0,0,0) : u; € R} = L ({(1,0,0,0)}).

O conjunto S = {(1,0,0,0)} ¢é linearmente independente. Como S é linearmente independente e
gera N'(A), temos entdo que S é uma base de N'(A) e:

nuld = dimN(A) = 1.

(iv)
11 -2 11 -2 11 -2
A=|-12 1 — |0 3 -1 — 03 -1 |=A4.
0 1 —1 |"M*ert2lg 1 1 | “sletlemls | g g -2

3

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots, formam um
conjunto de vectores linearmente independente. Logo,

C(A) = L({(1,-1,0),(1,2,1), (=2,1, -1)})
e o conjunto {(1,—1,0),(1,2,1),(—2,1,—1)} é uma base de C(A). Por outro lado,

L(A)=L{(1,1,-2),(-1,2,1),(0,1,-1)}) =L <{(1, 1,-2),(0,3,-1),(0,0, _§>}) )

e quer o conjunto {(1,1,-2),(—1,2,1),(0,1,—1)}, quer o conjunto
2
{(17 ]-7 _2)7 (07 37 _]-)) (07 07 _g)} 9

sao bases para L£(A). Desta forma:

carA = dimC(A) = dim L(A) = 3.
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Por definigao:
N(A) ={ueR’: Au=0}.

Como se tem sempre:
n° de colunas de A = carA + nulA,

entao

N(A) = {0}
nulA = dim N(A4) = 0.
Alternativamente poderiamos verificar que se tem mesmo
N(A) ={0}.

Pelo método de eliminacao de Gauss, temos

Au=0< Au=0.

A equacao
1 1 -2 U 0
0 3 -1 upy | =10
00 -2 U3 0

3
é equivalente ao sistema
Uy + Uy — 2U3 =0
3U2 — Usg = 0

—§u3 =0
ou seja a
up = Uy = ug = 0.
Logo,
N(4) ={(0,0,0)}
e como tal

nulA = dim N'(A) = 0.
(v)

A=

o O =
o = O
_ o O

=}

0 0

As colunas da matriz A que contém os pivots, formam um conjunto de vectores linearmente inde-
pendente. Logo,
C(A) = L({(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)})

e o conjunto {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)} é uma base de C(A). Por outro lado,
L(A) = L({(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}) = R?,
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e o conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} & uma base de L(A). Desta forma:
carA = dimC(A) = dim L(A) = 3.

Por definicao:
N(A) ={ueR’: Au=0}.

A equacao
1 00 u 0
010 o 0
00 1|2,
000 ’
é equivalente ao sistema
Uy =0
Uy =
Us 0
Logo,
N(A)={(0,0,0)} e nuld=dimN(A4)=0.
vi)
-1 3 0 2 -1 3 0 2
A= 0 2 2 0 — 0 22 0| =A4.
130 2| 0 000
As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A" que contém os pivots, formam um

conjunto de vectores linearmente independente. Logo,
C(A) = L{(=1,0,-1),(3,2,3)})
e o conjunto {(—1,0,—1),(3,2,3)} é uma base de C(A). Por outro lado,
L(A)=L(A)=L({(-1,3,0,2),(0,2,2,0)}),
e o conjunto {(—1,3,0,2),(0,2,2,0)} é uma base de L(A). Desta forma:
carA =dimC(A) = dim L(A) = 2.

Por definicao:
N(A4) ={ueR: Au=0}.

Temos entao, pelo método de eliminagao de Gauss,

Au=0< Au=0.

A equagao
130 2 h 8
0 2 2 0 Y2 | 0
0 000 Us
U4 0
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é equivalente ao sistema
{ —uy + 3ug +2uy =0

QUQ + QU3 =0
ou seja a
uy = 3’LL2 + 2U4
Uz = —Us.
Logo,
N(A) = {(3U2 + 2uy, Ug, —Usg, U4) D U9, Uy € R} .
Como

(Bug + 2uy, ug, —us, ug) = (3uz, uz, —usg, 0) + (2u4, 0,0, us) = ua(3,1, —1,0) + u4(2,0,0, 1),

tem-se:

N(A)=L({(3,1,-1,0),(2,0,0,1)}).

O conjunto S = {(3,1,—1,0),(2,0,0,1)} é linearmente independente. Como S ¢ linearmente inde-
pendente e gera N'(A), temos entdao que S é uma base de N'(A) e:

nulAd = dimN(A4) = 2.

(vii)

12 3 -1 1 2 3 -1 1 2 3 -1
A 23 2 0 . 0O -1 —4 2 . 0 -1 —4 2 oy
o 3 4 1 1 —2L1+Lo— Lo 0 _2 _8 4 —2Lo+L3—Ls O 0 O 0 - '
11 -1 1 | Bhtle=ls ) g 1 —4 2 | “lethamla 19 0 0 0
—Li+Ls— Ly

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots, formam um
conjunto de vectores linearmente independente. Logo,

C(A)=L({(1,2,3,1),(2,3,4,1)})
e o conjunto {(1,2,3,1),(2,3,4,1)} é uma base de C(A). Por outro lado,
L(A)=L({(1,2,3,-1),(0,—1,-4,2)}),
e o conjunto {(1,2,3,—1),(0,—1,—4,2)} é uma base de L(A). Desta forma:
carA =dimC(A) = dim L(A) = 2.

Por definicao:
N(A) = {ueR": Au=0}.

Temos entao, pelo método de eliminagao de Gauss,

Au=0< Au=0.
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A equacao

1 2 3 —-1][w 0
0 —1 —4 2 upy || 0
00 0 0 us | 0
00 0 0 Uy 0

é equivalente ao sistema
U1+QUQ+3U3—U4:0
—Ug — 4U3 + 2U4 =0

ou seja a
Uy = —2U2 - 3’LL3 + Uy
Ug = —4U3 + 211,4
e ainda a
uy = 5U3 — 3U4
U9 = —4U3 + 2U4.
Logo,
N(A) = {(bus — 3ug, —4us + 2uy, uz, ug) : uz, uq € R} .
Como
(5uz — 3ug, —4us + 2uy, uz,ug) = (dug, —4us, us, 0) + (—3uy, 2uy, 0, uy)
= U3(5, _47 17 O) + U4<_37 27 07 1)7
tem-se:

N(A)=L({(5,-4,1,0),(-3,2,0,1)}).

O conjunto S = {(5,—4,1,0),(—3,2,0,1)} é linearmente independente. Como S é linearmente
independente e gera N (A), temos entdao que S é uma base de N'(A) e:

nulA = dim N(A4) = 2.

35. Sejam U e V subespacos de W tais que dimU =4,dimV =5 e dimW = 7. Tem-se
dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U+V)=9—dim (U + V).
Como U + V' é subespaco de W, tem-se
5=dimV <dim((U +V) <dimW =7
e assim dim (U + V') € {5,6,7}. Logo,

dim (U NV) € {2,3,4} .

36. Determine bases e calcule as dimensoes de U + V' e U NV, dizendo em que casos U + V é
a soma directa U & V' (determine-a) dos subespagos U e V.
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(i) Em R3, considere os subespagos:
U=L{(1,-1,1),(0,1,1)}) e V=L({(1,1,2),(-1,1,1)}).

Logo, U4+ V =L(UUV)=L({(1,-1,1),(0,1,1),(1,1,2),(—1,1,1)}). Facilmente se verifica que
{(1,-1,1),(0,1,1),(=1,1,1)} é uma base de U + V, ou melhor de R3. Logo, dim (U +V) =3 e

dm(UNV) =dimU +dimV — dim (U + V) =2+2—-3=1.

Seja (z,y,z) € U. Tem-se

1 0| = 10| = 10 | z
—1 1|y — 01 | z+4+y — 01 | r+y
11| e ot | e | TR 00| 220y
Logo
U = {(50.5) RO : 2~ 20—y =0},
Seja (x,y,z) € V. Tem-se
1 -1 | 2 L -1] = 1 -1 | v
11 Jy| — |02 | y-a| — 02| y-z
2 1 | x| gptlemle g3 | pogp | THethaml |0 0 | z-3y-1g

Logo
V={(z,y,2) €eR*: 22 — 3y —z =0} .

Deste modo
UnV ={(z,y,2) eER*:z2—20—y=0 e 22-3y—xz=0} = L({(1,3,5)})

e como tal, {(1,3,5)} ¢ uma base de U NV, tendo-se dim (UNV) =1
Neste caso, como U NV # {0} entao U + V nao ¢ a soma directa dos subespagos U e V.

(ii) Sejam U = {(z,y,2) eR*:z+y—2=0 e z+y =0}, V=L{(1,1,1)}).
Tem-se (1,1,1) ¢ U pois 1 +1 —1 # 0. Logo

UNV ={0} e dim(UNV)=0.
Por outro lado, como
U= {(_y>y70> € RS Yy e R} = L({(_17 170)})7

tem-se

U+V =L ({<_1’ 170)7 (17 L, 1)})

e sendo {(—1,1,0),(1,1,1)} uma base de U + V', dim (U + V') = 2.
Além disso, como U NV = {0},

U+V=UaV=L({(-1,1,0),(1,1,1}).
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(iii) Em R3, considere os subespagos:
U=L{(1,0,1),(-1,1,2)}) e V={(x,y,2):x+y+32=0}.

Seja v € U, entao

com «, f € R. Para que v esteja também em V' é preciso que:

a—FB+pB+3(a+2p)=0.

isto &,
3
Assim,
5t 1 5 1
=«(1,0,1 -1,1,2)=(—= =B | = ——,1,=].
v a( 707 >+B( ) Y ) ( 2/87/872ﬂ> /8< 27 72)
Logo,

v () s} -5 (2 2))

e como tal, {(—g, 1, %)} é uma base de U NV, tendo-se dim (U NV) =1
Tem-se
V=L({(-1,1,0),(-3,0,1)}).

Logo,
i U+V=L{UUV)=L({(1,0,1),(-1,1,2),(—1,1,0),(=3,0,1)}).

Facilmente se verifica que {(1,0,1),(—1,1,2),(—1,1,0)} é uma base de U + V, ou melhor de R3.
Logo, dim (U + V') = 3.

Neste caso, como U NV # {0} entdo U + V' nao é a soma directa dos subespagos U e V.

(iv) Em R?, considere os subespagos:

U={(z,y.2) eR?:z=y=2} e V={(z,y,2) eR*:2=0}.

Tem-se U = L ({(1,1,1)}) e V = L ({(0,1,0),(0,0,1)}).
Como {(1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de U +V = L (U U V) entao

dmU+V)=3 e U+V=UaV =R

Como U NV = {0} entdo dim (UNV) = 0.

(v) Em Ps, considere os subespagos:
U:L({1+t,1—t2}) e V= {a0+a1t+a2t2 6P23&2-CL1+(10:0}.
Seja p (t) € U. Entao existem «, § € R tais que
p(t) =ao+ arit +ast’ =a(l+1t)+ 6 (1—1¢%).
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Atendendo a

1 1 | on) 1 1 | Qg 1 1 | Qo
1 0 | o LT 0 -1 | ai—ap e 0 —1 | a; — ap
0 =1 | ag | ™20 -1 | a TR0 0 | ag—ay +ag

Logo, tem-se
U=V

pelo que
U+V=U=V e UNV=U=V.

Assim, {1 +¢,1 —t*} ¢ uma base de U, de V, de U + V e de U NV, tendo-se
dim(U+V)=dim((UNV) =2.
Neste caso, como U NV # {0} entdo U + V nao ¢ a soma directa dos subespagos U e V.
(vi) Em Pj3, considere os subespagos:
U=L({1+t,1-¢*}) e V=L{1+t+ ¢t 1+t+¢}).

Logo
U+V=LUOUV)=L{1+t,1 - 1+t+8 1 1+t+1}).

Vejamos quais dos vectores do conjunto
{1+t 1 - 1+t+2 -1+t + 1%}

sao linearmente independentes. Coloquemos entao os coeficientes desses vectores como colunas de
uma matriz:

1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1

R I e O O LA S e
0 O 1 0 O —L1+Lo—Lo O O 1 0 O —Lo+Lg—1Ly4 O 0 1 O O
0 -1 0 -1 1 0 -1 0 -1 1 0 0 0 -2 1

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A" que contém os pivots, formam um
conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto

{1+6,1-14t+%t -1}

¢ uma base de U + V, tendo-se dim (U + V') = 4 e deste modo U + V = Ps.
Por outro lado, também se conclui de (*) que o conjunto

{1+t,1-¢}
¢é base de U, tendo-se dim U = 2, e como
1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1
0O 1 0 . 0O 1 0 . 01 0 . 01 0
1 O O —L1+L3—Ls O 0 _1 2Lo+La— L4 0 0 _1 L3+ Ls—Ly4 O O —1
0 —2 1| Wtbs=ls | 0 2 1 00 1 00 O
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o conjunto
{1+t+2t -3 14t+¢}

é base de V, tendo-se dim V' = 3.
Logo,
dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U+V)=2+3-4=1.
Neste caso, como U NV # {0} entdo U + V nao ¢ a soma directa dos subespagos U e V.
Determinemos U NV. Seja p (t) = ag + ait + ast? + ast® € U. Tem-se

1 1 | Qg 1 1 | Qg 1 1 | ao

1 0 | aq 0 —1 | a; — Qo 0 —1 | a1 — Qg

0 0 | ao Itla—lz | 0O | as Lytla—is | 0 O | as

0 —1 | as 0 -1 | as 0 0 | as + ag — aq

U= {a0+a1t+a2t2+a3t3€733:a2:0 e a3+a0—a1:0}.
Seja q (t) = ag + a1t + axt® + ast® € V. Tem-se

1 0 1 | ao 1 0 1 | a
1 1 1 | (5} 0 1 0 | a; — Qo
1 0 0 | as | -Lattoozs | 0 0 —1 | as—ag | Lotiesls
0 -1 1 | a3 | Pfls=ls |0 -1 1 | a
i 10 1 | ap 10 1 | aop
N 0 1 0 | a1 — Qg N 0 1 0 | a; — Qg
Lo+Ls—Ls | 0 0 —1 | as — ap Ls+Ls—Ls | 0 0 —1 | as — ag
|00 1 | a;—ap+as 0 0 0 | ai+as—2a9+as

Logo
V:{a0+a1t+a2t2+a3t36733:a1+a2—2a0+a3:0}.

Deste modo

UNV ={ag+art +axt’ +ast> € Py:az =0 e ag—ar+a3=0 e —2ap+a;+as+az3=0}=

0O 0 10
=aqg + a1t + a2t2 +a3t3 € Ps: (ao,al,@,ag) eN 1 -1 0 1
-2 1 11
Atendendo a que
0O 0 10 0O 0 1 0 1 -1 01 1 -1 01
1 -1 01 — 1 101 — (O O 10| — |0 —-11 3
2 1 1 1|l 11 3P0 st 130 0 10
tem-se

UﬂV:{a0+a1t+a2t2+a3t36773:ao—a1+a3:O e —ay+as+3a3=0 e a2:0}:

:{a0+a1t+a2t2+a3t36733:@0:2a3 e CL1:36L3 (S CLQZO}:
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= {2a3 +3ast +ast’ € Ps:a3 € R} = {a3 (2+3t+t°) € Ps:ag e R} = L ({2+ 3t +1°}) .

e como tal, {2 + 3t + t3} ¢ uma base de U NV, tendo-se dim (U N'V) = 1.
(vii) Em R*, considere os subespagos:

U=L({(2-21,-2),(~1,1,1,3),(0,0,—6,—8), (1,1, -5, —5)})

e
V = L({(0,0,0,-1),(0,1,2,3),(0,2,4,8)}).
Atendendo a que
2 -1 0 -1 0 00 2 -1 0 -1 0 00
A_—2101012 . o0 0 0 0 12|
Tl 11 =6 =5 0 2 4| LitLooLs 0 3/2 =6 —9/2 0 2 4| L,
-2 3 -8 -5 —1 3 8| shtls~Ls | 2 -8 —6 -1 38
Li+Ls—Ly
2 -1 0 -1 0 00 2 -1 0 -1 0 0 0
|02 -8 -6 -1338 . 0 2 -8 —6 -1 3 8 _A4
LoeLy | 0 3/2 =6 —=9/2 0 2 4| 877,40, 0 0 0 0 3/4 —-1/4 -2| '
0 0 0 0 0 1 2 0O 0 0 0 0 1 2

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots, formam

um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto
{(2,-2,1,-2),(-1,1,1,3),(0,1,2,3),(0,2,4,8) }

¢ uma base de U + V, tendo-se dim (U + V) = 4 e deste modo U + V = R*.
Por outro lado, também se conclui de (*) que o conjunto

{(2,-2,1,-2),(-1,1,1,3)}

¢é base de U, tendo-se dim U = 2, e como

0 0 0 -1 3 8 -1 3 8
-1 3 8 0 0 0 0o 1 2
3/4 —1/4 —2 | nioLy | 3/4 —1/4 =2 | LyoLs | 3 —1 —8 | 3Li+LooLs

0 1 2 0 1 2 | Ms=ls ) 0 0 0

-1 3 8 -1 3 8

. 0 1 2 . 0 1 2

3L1+Ls—Ls 0 8 16 | —8Lot+L3z—L3 0O 00

0 0 0 0 00

o conjunto

{(0,0,0,-1),(0,1,2,3)}

é base de V, tendo-se dim V' = 2.
Logo,
dim(UNV)=dmU +dimV —dim(U+V)=2+2—-4=0.
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Neste caso, como U NV = {0} entdo

U4+V=UaV =R4

(viii) Em R*, considere os subespagos:

U:{(x,y,z,w)€R4:x+2y+3z:0 e y+2z+3w:0}

V=L({(2,5-4,1),(0,9,—6,1),(—4,—-1,2,-1)}).
Seja (x,y, z,w) € V. Entao existem «, 3,7 € R tais que

(z,y,z,w) = a(2,5,—-4,1) + 5(0,9,—6,1) + v(—4,—1,2,—1).

Atendendo a

2 0 -4 | =z 1 1 -1 | w
509 1| y| |5 9 1]y .
—4 —6 2 ’ z Li—Ly4 —4 —6 2 ’ z —5L1+Lo— Lo
_ _ 411 +Ls—L
1 1 -1 | w 2 0 4 | x| bl
1 1 -1 ] w 11 -1 | w
0 4 4 — bw 0 4 4 — bw
. 44y . v *)
~5LitLa—Ly | 00 =2 =2 | z+dw | 15,0050, | 0 0 0 | swt3y+2
_42LL1:F+L£4_;€£4 0 -2 =2 | o—2w | lppiry—r, [0 0 0 | 22— %w + %y

Logo, tem-se

3 1 9 1

:{(x,y,z,w)€R4:y+2z+3w:O e x+2y+3z:0}:U

pelo que
U+V=U=V e UNV=U=V.

Atendendo ainda a (*), o conjunto {(2,5,—4,1),(0,9,—6,1),(—4,—1,2,—1)} é linearmente depen-
dente, sendo linearmente independente o seguinte seu subconjunto

{(2,5,—4,1),(0,9,—6,1)}.
Assim, {(2,5,—4,1),(0,9,—6,1)} é uma base de U, de V, de U + V e de U NV, tendo-se
dim(U+V)=dim((UNV)=2.
Neste caso, como U NV # {0} entdo U + V nao é a soma directa dos subespagos U e V.
(ix) Seja U o subespaco de R® gerado por

{(1,-1,-1,-2,0),(1,-2,-2,0,—3),(1,-1,-2,—2,1)}.
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Seja V' o subespaco de R® gerado por
{(1,-2,-3,0,-2),(1,—-1,-3,2,—4),(1,—-1,-2,2,-5)}.

Atendendo a que

1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1
-1 -2 -1 -2 -1 -1 0 -1 0 -1 0 0
A=]-1 -2 -2 -3 =3 -2 — |0 -1 -1 -2-2-1| —
1+La— —Lo+L3—
-2 0 -2 0 2 2 | /IATAl0 2 00 2 4 4 | nnee
0 -3 1 -2 —4 -5 |2Li+tly—Ls [ 0 -3 1 -2 —4 -5 | —3L2+Ls—Ls
11 1 1 1 1 11 1 1 1 1
0 -1 0 -1 0 0 0 -1 0 -1 0 0
T e T e e N el U T B s U
—La+Lz— +Ls— 34+ Ls—
a0 0 0 0 4 4 | TTFPTPL0 0 0 0 4 4 |2hthols
“8Lo+Ls—Ls | 0 0 1 1 —4 =5 00 0 0 -6 —6
11 1 1 1 1
0 -1 0 -1 0 0
— 0 0 -1 —1 =2 —1|=A (%.
shatle=ls | g g 0 0 4 4

o 0 0 0 0 0

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots, formam
um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto

{(1,-1,-1,-2,0),(1,-2,-2,0,—3), (1, —-1,-2,-2,1), (1, =1, —3,2, —4)}

¢ uma base de U + V, tendo-se dim (U + V') = 4.
Por outro lado, também se conclui de (*) que o conjunto

{(1,-1,-1,-2,0),(1,-2,-2,0,-3),(1,-1,—-2,-2,1)}

¢é base de U, tendo-se dim U = 3, e como

111 111 111
1 0 0 0 1 1 011
1 -2 1| — o -10| — |o0o01
0 4 4 T 0 4 4 SR 0 000
0 0 0 0 0 0 000

o conjunto
{(1,-2,-3,0,-2),(1,—-1,-3,2,-4),(1,-1,—-2,2,-5)}

é base de V, tendo-se dim V' = 3.
Logo,
dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U+V)=3+3 -4 =2.

Neste caso, como U NV # {0} entdo U + V nao é a soma directa dos subespagos U e V.
Determinemos uma base para U N V.
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Atendendo a

1 1 1 | = (1 1 1 T

-1 -2 -1 | To 0 —1 0 ’ T+ X9

-1 -2 =2 | z3 e 0 -1 =1 | az1+ua3 e

+Lo— — +L3—

=2 0 =2 | @4 | i |02 0 | 2mi4w | apgir,r,

0 -3 1 | x5 | 2LitLla—La |0 -3 1 ] x5 —3Lo+Ls—Ls

1 1 1 T i 1 1 1 | T

0 -1 0 ’ 1+ T2 0 —1 0 ‘ X1+ X9

LT) I 0 0 -1 ’ —X9 + T3 I L—>L 0 0 -1 | —T2 + T3
;LQZ—&J—FLE:LE 0 0 0 | dzi+2m+ay Tl 0 0| 41 + 239 + 14
—3La+Ls—Ls 0 0 1 | —3r1 — 315 + x5 ] 0O 0 0 | —3x1 — 4z + T3 + T5
tem-se

U= {(x1,$2,$3,x4,$5) ER’ 1 4xy+ 229 4+2,=0 ¢ —3x1—4x2+$3+x5:0}.

Por outro lado, atendendo a

1 1 1| = 1 1 1 T
-3 -3 -2 | xIs3 ol ? I 0 0 1 ’ 3.%'1 -+ I3 2L+—L> L
+ — — —

0 2 2 | x4 3L1+L§—>L§ 0 2 2 | Ty L31L5iL54

-2 —4 =5 | m5 | 2Latls—Ls | 0 —2 =3 | 2x;+ x5

1 1 1| 1 111 | T

0 1 1 | 2.%1 + 29 01 1 | 21’1 + 29
T 0 0 1 | 3r; + 23 T 00 1 | 3z, + 23

Tl 0 00 0| = 2mp ey | L0000 | —dwy -2ty
0 -2 -2 ‘ 51’1 + 23+ x5 0 0 0 ’ 91’1 +21‘2+$3+1‘5
tem-se

V= {(xl,x2,x3,x4,x5) ERY: —dx; — 209+ 12,=0 e 9x1+2x2+x3+x5:0}.

Logo
UAV — (71, T2, 3,74, 75) ER® 14z + 209+ 24 =0 ¢ —3x; —4z9+ 23+ 25=0
N e —41’1—21‘2—|—CE4:0 € 9$1+21‘2+$3+.’L‘5:O
Como
4 2 010 4 2 010 4 2 010
-3 -4 1 01 -3 —4 1 01 0—%1%1
— — —
—4 -2 0 1 0| Li+Ls—Ls 0 0 0 20 2Ly Ly— Lo 0 0 0 2 0| -4LotLy—1Ly4
9 2 1 0 1 |3fetlazla 0 —-10 4 0 4 0 —10 4 0 4
4 2 0 1 0 4 2 010
. 0 -3 1 2 1 . 0 —10 4 3 4
—dLo+Is—Ls | O 0O 0 2 O 4Lo— Lo O 0 0 20
0 0 0 —3 0| 3LstLa—=Las [ 0 O O 0 O
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tem-se

4ry + 209 + 24 =0 xlz—%xgz—%xg—%%

—10xy + 423 + 324 + 425 =0 < Ty = %ZL‘3 + %I5

2.%'420 .1'4:0

pelo que
1 1 2 2
unv = {(—5333 — gl’g,, 5.1'3 + 51'5,1’3,0,(135) € R5 1 T3,T5 € R} =
1 2 1 2
= L __7_717070 ) __7_707071 .

SI) 5 9

Como o conjunto

12 12
—Z, 21 ~2,2,0,0,1
{( 5757 7070)7( 57570707 >}

gera U NV e é linearmente independente, entdao é uma base de U NV, tendo-se dim (U NV) = 2.

(x) Atendendo a que

1 0 1 0O 1 1 0 1 0 1 0O 1 1 O
A 0 1 0 0O 1 2 0 . 01 O 0O 1 2 0 .
-11 0 -1 1 0 1 Li+Ls—Ls 01 1 -1 2 1 1| —rosis3—14
0 1 —2 2 1 —1 1| -skh+ls=Ls [0 1 —2 2 1 —1 1 | “fetlazla
Li+Ly—Ly
1 0 1 0O 1 1 0 101 0 1 1 0
. 01 0 0O 1 2 0 . 010 0O 1 2 0 A
“ILot+Ils—Lz | O O 1 -1 1 —1 1| 2m3404—, | 0 0 1 -1 1 -1 1 ’
“letla=la 1 g0 -2 2 0 -3 1 000 0O 2 -5 3

As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots, formam
um conjunto de vectores linearmente independente. Logo, o conjunto

{(1,0,—1,0),(0,1,1,1),(1,0,0,—2),(1,1,1,1)}

¢ uma base de U + V, tendo-se dim (U + V) = 4 e assim U + V = R*,
Por outro lado, também se conclui de (*) que o conjunto

{(1,0,—1,0),(0,1,1,1),(1,0,0,—2)}

¢é base de U, tendo-se dim U = 3, e como

1 1 O 1 1 O 1 10 1 10
1 2 0 . 0O 1 O . 010 . 010
1 -1 1 L1+ Lo—1Ls 0 —2 1 | 2Lo+i3—25 | 0 O 1 | —8r34+L4—124s | O O 1
—L1+L3—L _ TLo+Ls— Ly
2 -5 3 _2L1+L34_)L34 0 7 3 4 0 0 3 0 00
o conjunto

{(1,1,1,1),(1,2,0,-1),(0,0,1,1)}

23



é base de V, tendo-se dim V' = 3.
Logo,
dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U+V)=3+3 -4 =2.
Uma base para UNV.
Atendendo a

0 1 ’ T 1 0 1 ‘ Ty
01 0 | a 01 0 |
—_— —
-1 1 0 | 3 | matis—Ls | 0 1 1 | @1+ 23 | —LotLls—Ls
0 1 -2 | 01 -2 | o | Lethiols
. 01 0 | - . 010 | -
—LotLs—Ls | 0 0 1 | 214+ 23— X9 | 2Ls+La—Ly 00 1 | T+ X3 — Ty
—letLa—La 0 0 -2 Ty — T2 0 00 | 2.731 - 31’2 + 2$3 + x4
tem-se

U= {($17I2,$3,$4) eRY: 20y — 3wy + 223 + 14 = 0}

Por outro lado, atendendo a

1 1 0| = 1 1 0] m
1 2 0 | i) N 0 1 0 | To — Iq N
1 0 1 | @3 | —ma4Lo—Ls | 0 =1 1 | x3—21 | LotLs—Ls
. —L1+L3—L o o 2Lo+L4—L
Bt S S N 70 I o I U S B VR b
(110 | 1 110 | 7
N 010 | To — I1 N 010 ‘ To — X1
Lo+Ls—Ls 0 0 1 | To — 2371 + xT3 —L3+Ls— Ly 0 0 ]_ | To — 21‘1 + T3
2LotLa—La | 0 0 1 | 2$2 — 35B1 + 4 0 0O | To — X1 — T3+ Ty
tem-se
V = {(33'1,%'2,373,33'4) € R4 =T+ T2 — T3+ X4 = O} .
Logo

unv = {($1,$2,$3,$4> ER422$1—3$2+21’3+$4:0 (§ —$1+$2—ZL’3+JI4:O} =
= {(z1,22,23,24) ER 1 2y =324 e ry = —x3+4a,} =
= {(—z3+ 4xy4, 324,23, 24) : x3,24) € R} = L({(-1,0,1,0),(4,3,0,1)})

Como o conjunto

{(-1,0,1,0),(4,3,0,1)}

gera U NV e ¢ linearmente independente, entao é uma base de U NV, tendo-se dim (U NV') = 2.

37.
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1 -1 0 21 1 -1 0 2 1
0 0 2 40 00 2 4 0
A=]2 -2 121} — |0 0 -1 -2-1| —
-1l 2 2 1| o 0 2 4 2 e
0 0 0 00 00 0 0 0
1 -102 1 1 102 1
0 0 2 4 00 24 0
Lo (0000 ST s 0000 <1 =
stk 00 000 2 | 00 00 0
00 00 0 00 00 0

(1)
carA = dimC(A) = dim L(A) = 3.

Como A tem 5 colunas e
n° de colunas de A = carA + nulA,

entao

nuld =2, istoé, dimN(A)=2.
(i) As colunas da matriz A correspondentes as colunas da matriz A’ que contém os pivots,
formam um conjunto de vectores linearmente independente. Logo,
C(A) =L ({(1’ 0,2,-1, 0)7 (07 2,-1,2, O)a (1> 0,1,1, O)})

e o conjunto {(1,0,2,-1,0),(0,2,—1,2,0),(1,0,1,1,0)} é uma base de C(A).
Por definigao:
N(A) ={ueR : Au=0}.

Temos entao, pelo método de eliminacao de Gauss,
Au=0« A'u=0.

A equacao matricial

1 -1 0 2 1 Uy 0
0 0 24 0 Ug 0
0 0 00 -1 us | =10
0 0 00 O Uy 0
0 0 00 O us 0

é equivalente ao sistema
Uy — Uy + 2uy +us =0
QU3 + 4U4 =0
—Us = 0
ou seja a
UL = Ug — 2Uy
us = —2U4
Us = 0.
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Logo,
N(A) = {(uz — 2uy, ug, —2ug,u4,0) : ug,us € R}.

Como

(ug — 2ug, ug, —2uy, ug,0) = (ug,uz2,0,0,0) + (—2ug, 0, —2uy, ug, 0)
— us(1,1,0,0,0) + ua(—2,0, -2, 1,0),

tem-se:

N(A)=L({(1,1,0,0,0),(—2,0,-2,1,0)}).

Facilmente se verifica que o conjunto S = {(1,1,0,0,0),(—2,0,—2,1,0)} é linearmente indepen-
dente. Como S é linearmente independente e gera N (A), temos entao que S é uma base de N'(A).

(iii) A solucao geral do sistema de equagoes lineares homogéneo Au = 0 é dada por
A(1,1,0,0,0) + u(—2,0,-2,1,0),
com A\, € R.

(iv) Uma solugao particular de Au = b, com b = (1,0,2,—1,0), é por exemplo u = (1,0,0,0,0).
Logo, a solugao geral de Au = b é dada por:

(1,0,0,0,0) + A(1,1,0,0,0) + (—2,0,—2,1,0).

Observagao. Note que se tem sempre:

n° de colunas de A = carA + nulA.

38. (i) Se A € M3.3(R) é tal que car A = 3 e car[A | B] = 3 entao
car A =dim £(A) = dimC(A) = 3.

Logo,
nul A = dim N (A) = 0.

Como carAT = dim £L(AT) = dim C(AT) = 3 entao
nul A7 = dim N'(A") = 0.

O correspondente sistema de equagoes lineares nao homogéneo AX = B é possivel e determinado.
Neste caso, na solugao geral de AX = B, nao existe nenhum parametro.

(ii) Se A € M3.3(R) ¢é tal que car A = 2 e car[A | B] = 3 entao
car A =dim £(A) = dimC(A) = 2.

Logo,
nul A = dim NV (4) = 1.
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Como carA” = dim £(A") = dim C(AT) = 2 entao
nul AT = dim V(AT) = 1.
O correspondente sistema de equacoes lineares nao homogéneo AX = B é impossivel.
(iii) Se A € M;5.3(R) é tal que car A =1 e car[A | B] = 1 entao
car A =dim L(A) =dimC(A) = 1.

Logo,
nul A = dim NV (A4) = 2.

Como carA” = dim £(AT) = dim C(AT) = 1 entdo
nul A7 = dim N(A") = 2.

O correspondente sistema de equacoes lineares nao homogéneo AX = B é possivel e indeterminado.
Neste caso, na solucao geral de AX = B, existem dois parametros.

(iv) Se A € M;,9(R) ¢ tal que car A = 2 e car[A | B] = 2 entdo
car A = dim £(A) = dimC(A) = 2.

Logo,
nul A = dim N (A4) = 7.

Como carAT = dim £(A”T) = dim C(AT) = 2 entao
nul A" = dim NV (AT) = 3.

O correspondente sistema de equacoes lineares nao homogéneo AX = B é possivel e indeterminado.
Neste caso, na solucao geral de AX = B, existem 7 parametros.

(v) Se A € Myy5(R) & tal que car A = 2 e car[A | B] = 3 entao
car A =dim£L(A) =dimC(A) = 2.

Logo,
nul A = dim NV (A4) = 3.

Como carA” = dim £(A") = dim C(AT) = 2 entao
nul AT = dim V(AT) = 7.
O correspondente sistema de equacoes lineares nao homogéneo AX = B é impossivel.
(vi) Se A € My4(R) & tal que car A =0 e car[A | B] = 0 entao
car A = dim £(A) = dimC(A) = 0.

Logo,
nul A = dim NV (A4) = 4.
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Como carA” = dim £(A") = dim C(AT) = 0 entao
nul A" = dim V(AT) = 4.

O correspondente sistema de equagoes lineares nao homogéneo AX = B é possivel e indeterminado.
Neste caso, na solugao geral de AX = B, existem 4 parametros.

(vii) Se A € Mgy2(R) & tal que car A =2 e car[A | B] = 2 entao
car A =dim£L(A) =dimC(A) = 2.

Logo,
nul A = dim MV (A4) = 0.

Como carAT = dim £L(AT) = dim C(AT) = 2 entao
nul A" = dim V(AT = 4.
O correspondente sistema de equagoes lineares nao homogéneo AX = B é possivel e determinado.

Neste caso, na solugao geral de AX = B, nao existe nenhum parametro.

39. Queremos encontrar A tal que N'(A) = L ({(2,0,1)}). Por definicaio N'(A) = {u € R?: Au = 0}.
Por outro lado, temos

L{(2,0,1)}) ={A(2,0,1) : A € R} = {(ur,uz,u3) ER* 13 =0 e u; =2us}.

Por exemplo:

0O 1 0
verifica
N(A)=L({(2,0,1)}),

pois

—1.0 2 Uy 0 —uy + 2uz =0

0 1 0

Au=0«& U9 = 0 s
0 0 0 0 0
0 0 0 us Y2 =

40. Nao é possivel encontrar A tal que
(1,L,1) € L(A) e (1,0,0) e N(4),
pois se (1,0,0) € N(A) entdo a primeira entrada de todas as linhas de A é 0. Pelo que, nesse caso,

nao se pode ter (1,1,1) € L(A).

41. Seja A € M343(R) tal que nul A = 3. Uma vez que

n° de colunas de A = carA + nulA,
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entao car A = 0. Isto é, A =

o O O
o O O
o O O

42. Seja A € M, (R) tal que
C(A) =N(A).

Logo, o n° de linhas de A é igual ao n° de colunas de A. Isto é, m = n. Além disso, como

n = carA + nulA,

tem-se

n =2dim N (A).
Pelo que, A € M, x,»,(R) com n par. Exemplo:

o O O O
o O OO
o O O+
O O = O

43. Seja A € M, «,(R) tal que car A = n. Logo, A ¢ invertivel. Isto ¢, existe A™! tal que
AA™Y = A71A = ]. Além disso, se A for tal que A? = A, entdo

A=Al = A(AA™Y) = (AA)A™ = A2A = A4 = I

Logo, A =1.

44. Sejam B; = {(1,2),(0,1)} e B, = {(1,1), (2, 3)} duas bases ordenadas de R?. Sejav = (1,5).

(i) Tem-se v = (1,2) 4+ 3(0,1). Logo, 1 e 3 sdo as coordenadas de v em relagao a base B;.

-1 -2
SB1—>82 - l 1 1 } )

uma vez que (1,2) = —(1,1) +(2,3) e (0,1) = —2(1,1) + (2, 3).

(ii) Tem-se

(iii) As coordenadas de v = (1,5) em relacdo a base Bs, sao dadas por:

g | e 1| | =7
BeBls 11 30| 4]
uma vez que 1 e 3 sao as coordenadas de v em relacao & base Bj.

(iv) Tem-se v = (1,5) = —=7(1,1) + 4(2,3).
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(v) Tem-se L
SBy—B, = [ 1 1 } ;
uma vez que (1,1) = (1,2) — (0,1) e (2,3) = 2(1,2) — (0, 1).

Observacao:
SBz—>B1 = (531—132)71 S 851—>32 = (332—131)71

(vi) As coordenadas de v = (1,5) em relagao a base Bj, sdo dadas por:

seen | 3 ]=1 4 21T ]-10 ]

uma vez que —7 e 4 sao as coordenadas de v em relagao a base Bs.

45. Sejam By = {vy,va} e By = {wy, wy} duas bases ordenadas de R?, onde
U1 = (172)7 Uy = (Oa 1)
Seja

SBy—B, =

o 1]
I 1 1 | ’

a matriz de mudanca da base By para a base B;. Determinemos B,.
Uma vez que

SBy—B, =

Y

[ 2
1

—_ =

entao wy = 2v; + vy = 2(1,2) + (0,1) = (2,5) e ws =v; +v2 = (1,2) + (0,1) = (1,3). Logo,

By = {(275)> (1’3)}'

46. Sejam By = {v1,v9} e By = {wy, ws} duas bases ordenadas de P;, onde

w, =—14+1t, wy=1+41.
Seja -
SBy—B, = _21 g :

a matriz de mudanca da base By para a base By. Determinemos B;.
Uma vez que

SBi—B, = 1o |
entdo vy =2(—1+4+t) —(1+t)=-3+t eva=3(—-1+1t)+2(1+¢t)=—1+ 5t. Logo,
By ={-3+1t,—1+5t}.
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47. Sejam By = {1,1 — t,t*} e By = {1,1 4+ ¢,1 + t + t*} duas bases ordenadas de Ps.

(i) Sejam 1,2 e 3 as coordenadas de um vector p(t) € Py em relacao a base B,. Determinemos
as coordenadas do mesmo vector p(t) em relagao a base B;.
Tem-se

p<t>:1+2(1+t)+3(1+t+t2):6+5t+3t2:a1+5(1—t)+7t2.
Efzicilverqueazll, f=-5¢e v=3.

Resolucao alternativa: Tem-se

1 2 2
Spom =] 0 -1 —1 |,
0 0 1

umavezque 1 =1+0(1—¢)+0t% 1+t=2—(1—t)+0t> e 1+t+t*=2—(1—1t)+t> Logo,
as coordenadas de p(t) em relagdo a base B; sao dadas por:

1 1 2 2 1 11
Spm |21 =10 =1 =1 ||2]|=]|-5],
3 0 0 1 3 3

onde 1,2 e 3 sao as coordenadas de p(t) em relacao a base Bs.

(ii) Determinemos a matriz Sp, .5, de mudanca da base B; para a base Bs.

Como
1=1x14+0(1+t)+0(1+t+1t?)
1—-t=2x1—(1+t)+01+¢t+¢t?)
F=0x1—(1+t)+Q+t+1t%)
entao
1 2 0
Sg—p, =10 —1 —1
0 0 1
Além disso, bastaria ver que
12 277 [1 2 o0
Sp,—p, = (Spy—p,) =0 -1 —1 =10 -1 -1
0 0 1 0 0 1
Logo, como
2—t+t?P=1+(1—t)+#
as coordenadas do vector 2 — t 4 t2 na base B, sdo dadas por
1 1 2 0 1 3
Sp—g, | 1| =10 -1 -1 11=1-21,
1 0 0 1 1 1
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ou seja

2—t+7=3-2(1+1t)+ (1+t+1t7).

48. Sejam By = {v1,v2} e By = {wy, ws} duas bases ordenadas de Py, onde

wlzt, U)Qzl—t.
Seja

2 3
-1 2|’

SBy—B, =

a matriz de mudanca da base By para a base

B;. Determinemos B;.
Uma vez que

2 3]
-1 2]

entao wy = 2v; — vy € woy = Jv; + 2v4. Isto é, tem-se o sistema

SBQ—>B1 -

2U1—1)2:t

3vy +2uy =1 —1t,

cuja matriz aumentada é dada por

Pelo método de eliminacao de Gauss:

[2 -1 | t } . {2
3 2 ‘ 1—t *%L1+L2HL2 0

-1 ] ¢ }
I 1=-5
Logo, ngg—gt e 1)1:%(1)2+t):%+%t. Logo,
1 1 2 5
Bi={-+2t,=—2¢3.
! {7+7’7 7}

49. Sejam By = {vi,v2,v3} € By = {wy, wy, w3} duas bases ordenadas de R3, onde

v =(1,0,1), vy =(1,1,0), wv3=1(0,0,1).

Seja
1 1 2
Sg,—B, = 2 1 1],
-1 -1 1
a matriz de mudanca da base B; para a base B,. Determinemos By = {wq, ws, w3}. Uma vez
que
1 1 2
Sg,—B, = 2 1 1],
-1 -1 1



entao vy = wy + 2we — w3, Vg = w1 + Wy — w3 € v3 = 2wy + we + ws. Isto é, tem-se o sistema

’LU1+2’LUQ—U13: (1,0,1)
wy + Wy — w3 = (1,1,0)

cuja matriz aumentada ¢ dada por

12 -11]101
11 -1]110
21 1 | 001
Pelo método de eliminagao de Gauss:
12 -1 ] (1,0,1) 1 2 -1 ] (1,0,1)
11 -1 1] (1,1,0) — 0 -1 0 | (0,1,-1) .
21 1 ‘ (07 07 1) __2[21—:_%3__})%3 0 —3 3 ’ (_2’ O, _1) —3La+L3— L3
L2 -1 ] (L01)

hethamlal g0 30 | (-2,-3,2)

Tem-se entao o sistema
w1 + 2’&02 — Wz = (1,0, 1)

— Wy = (0, 1, —1)

3wy = (=2, -3, 2).
Logo, ws = (_%’ -1, %) ,wp = (0,-1,1) e wy = (1,0,1) —2(0,—1,1) + (_2 —1 2) - (%71’_%)'

307 13
Logo,
1 1 2 2
By = =1, —= 0,-1,1), | —=,—1, = .
2 {(37 ) 3)7( ) ) )7( 37 73)}
Note que )
% 0 —% 1 1 2 1 10
1 -1 -1 2 1 1|=({010]|<«
1 2
-5 1 3 | -1 -1 1 1 01
1 2 7 2 1
3 0 —3 110 -3 1 3
& 1 -1 -1 {=({010 1 -1 -1
1 2 1 1
-3 1 5] 1 01 3 0 3
em que
11 2] [-2 1 %
SBy—nB, 2 1 1 = 1 -1 —-11,
-1 -1 1 : 0 3
1 1 2
SB,—B, = 2 1 1],
-1 -1 1



B, = {(1,0,1),(1,1,0),(0,0,1)},

1 1 2 2

={(=,1,-= ~1,1),(-2,-1

82 {(37 ) 3)7(07 ) )7( 37 73

50. Sejam

p_Jf[1r 0] Jo1]oo0] oo
“lool’loo|’|1 0|01

-1 1 1 -1 1 1 1

T F

base B,.

_)}

)

1)

duas bases ordenadas de My, 2(R). Determinemos a matriz Sp, .5, de mudanga da base B; para a

Queremos encontrar aq, as, az, a4, by, ba, b, by, c1, C2, C3, ¢4, dy, do, d3, dy € R tais que

_ o O O

NN O

]

1

1
-1

1
-1

N O N

—_ -0 O MII\DI\DP—‘

1 0] -1 1 N 1 -1
00" 1 1T 17T
01 -1 1 1—1'
{0 0} 51{1 1]”2 11 |7 {
0 0] -1 1) '1—1'
po| T 1 1Tl 1|t
0 0 11
R R M
Atendendo a
-1 1 1 1 | 1000 —1
1 -1 1 1 | 0100 . 0
1 1 —1 1 ’0010 Li+Lo—Lo 0
L1+L3—L
I 1 1 =1 ]000 1]&hts=ts] o
11111000 11
0 2201001 0 2
— —
LoeZs | 0 20 2 | 1 0 1 0| —Lotzs—zs| O O
0 0221100 0 0
11 1 1|1
. 0 2 2 01
—Lo+L3—Lg 0 0_22|0
0 0 0 4|1
Logo, tem-se
1 1] -1 0 N 1 2 N 1
01| ] o0 ol %0 0| T®| 22
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—_ =

|
|
|

—_ =

O NN

2
0

+ by

+ ¢4

_|_

dy

—_ =

_ O = =

oo

1 1
1 -1
_1 1 -
_1 _1_
(11
_1 _1_
1 1
1 -1 |
0 0O
R
01 0 Lo« Ly
0 01
00 O
0 0 1
—
01 -1 Ls+Ls—Ly
1 0 0
1 0
2 4



=~ O

R i R R R R Y
R R I R LR S Bl E

0 1 -1 0 1 2 1 2 10
{_1 _1}:(11[ 0 0}—1—032{0 O}—i—ds[_z 0}+d4{2 4].

Isto é, tem-se os seguintes sistemas:

~ O

'1:—a1+a2+a3+a4 O:—bl+b2+b3+b4
1:2a2+2a3 O:2b2+2b3
0= —2a3+2a4 0= —2b3+2b4
\1:46L4 1:4b4
(0=—c+e+ata 0=—dy+dy+ds+dy
0=2cy + 2c3 1 =2dy + 2ds
12—203+2C4 —1= —2d3+2d4
\1:4C4 —1:4d4
que sao equivalentes a
( 1 ( 1
al——Z bl_Z
ag—i bg——;ll
S
CL3—% b3—4
\a4_% \b4_i
(61—31 'dlz%l
02_%1 dgzi
63__111 dgz%l
\C4Zi \d4:_zll'

Logo, a matriz Sp, .5, de mudanca da base B; para a base By é dada por:

r_1 1 1 17

4 4 4 4

1 _1 1 1

4 4 4 4

SBlﬂB2 =

1 1 _1 1

4 4 4 4

1 1 1 _1
L 4 4 4 4 |
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. 1 2 . .
Assim, as coordenadas do vector { 4 } em relacao a base By sao dadas por

3
B 1 1 1 1 7 r 7
T4 4 4 4 2
111 1 1 3
4 4 4 4 9 2
1 111 3 1
4 4 4 4 4
1 1 11 1
L 4 4 4 4 L 2

Isto é,

el e Al Al

51. Seja B = {v1,v2} uma base ordenada de P;. Sejam (1,—1) e (2,2) respectivamente as
coordenadas de dois polinémios 1 +¢ e 1 — ¢ em relagao a base B. Determine B.

Tem-se
1+t:7)1—1}2 PN 141 . 1 -1 U1 PN
1—t=2v; +2vy 1—¢t| |2 2 Vg

T T S 2 B -
< 12 2 1t |~ | =13 |-
U2 11

Logo B = {% + it,—i — f—lt}.

52. Sejam B; = {v;,v2} e By = {wy,ws} duas bases ordenadas de P;. Suponha que (1,—1)
e (2,2) s@o respectivamente as coordenadas de um polinémio p (¢) em relagao as bases By e Bs.
Suponha ainda que (1,1) e (2, —2) sdo respectivamente as coordenadas de um polinémio ¢ (t) em
relacao as bases B; e By. Determine a matriz Sp, .5, de mudanca da base B; para a base DBs.

Seja
a b
o[ 4]
Tem-se
21 |a b 1 2 ~la b 1
2 c d -1 21 | e d 1
Logo
2=a—-0 2 1 -1 0 O a
2=c—d |2 |_]o o0 11l
2=a+b 2 11 1 0 O c
—2=c+d -2 0 0 1 1 d
a 1 —10 077" 2 2
S0 01 2 | | o e _[2 0
el 711 1 0 0 2 17| o CASSHN - WB—B T | g g |-
d 0O 0 1 1 -2 -2
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53. a)

2 0 2 2 2 8 2
Au— u=0& | 0 4 0 21 =22 | =08 -A[2|=0)=4
2 0 2 2 2 8 2
2 0 2 2 0 2
b) N (A) =N 040 =N 040 = L({(1,0,—1)}).
2 0 2 0 00
{(1,0,—1)} & base de N (A).
8 2 2 1
c)Au= | 8 | L Au=4| 2 S u=|2|+a 0 | comaeR.
8 2 | e 2 -1

d) A equacdo Au = b tem sempre solucao se e sé se b € C (A) = L({(1,0,1),(0,1,0)}).

54. a) Como
1
1—2=t—12+ (—§> (—2421),

as coordenadas de 1 — 2 na base B sao 1 e —%.

b) Bl:{1(t_t2)+0(_2+2t)71(t_t2)+(_%) (_2+2t)}:{t_t271_t2}'

Como

tem-se

c)
o . 2 42
V3_t_€VL({ 1+%, =2+t —17}).
—1+#?eU e —2+t—1t*¢U,
U+V =P,

e assim {—1 + t?} é uma base para UNV.

55. a)
-1 o 0 -1 —1 o 0 —1
4| @ -t -a 0 R 0 a*—1 —a -«
@ 0 0 1 1 OéLl-‘rLQ—)LQ O O 1 1
-1 a 0 —a| “hflazlag g 0 0 1-«
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2 se a=1
carA, =< 3 se a=-1
4 se a#lea#—1.

-1 -1 0 -1
0 0 1 1
0 0O 0 O

{(1,-1,0,0)} é uma base para N (A_,).

b) Por a),
B={(-1,-1,0,-1),(0,1,1,0),(-1,0,1,1)}

é linearmente independente e gera C (A_1), pelo que B é uma base para C (A_;). Como
1 1 1
(0,0,0,1) = =2 (=1,-1,0,=1) = 2 (0,1,1,0) + 5 (~1,0,1,1)

1 1 1
entao 373 e 3 sao as coordenadas de (0,0, 0, 1) na base ordenada 5.

c)
—1 1 1
Agu = 8 S u= 8 +v= 8 ,
-1 0 0
solucao particular de Agu=>b
com

veN(A)) = {o}.

Ap é invertivel

Solucao geral de Agu =b: {(1,0,0,0)}.

d) {(-1,1,0,—1),(0,0,1,1)} é uma base de £ (A4;) e {(-1,1,0,—1),(0,—1,1,0)} é uma base
de C(Ay) .
Como
B ={(-1,1,0,-1),(0,—1,1,0),(0,0,1,1)}

¢ linearmente independente e gera £ (A;) 4+ C (A1) entdao B’ é uma base de £ (A;) + C (Ay).

e) Por a) e b),
{(~1,-1,0,—1),(0,0,1,1),(0,0,0,1)}

é uma base de L(A_1) e

{(-1,-1,0,-1),(0,1,1,0),(—1,0,1,1)}
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é uma base de C (A_1). Como por f)
(0,0,0,1) e C(A_1) e (0,0,1,1) ¢ C(A_y)

entao {(—1,—1,0,—1),(0,0,0,1)} é uma base L (A;) NC (A;).

56. Usando o método de eliminacao de Gauss, tem-se

1 -1 1 -1 1 -1 1 —1
I T T R | 0 0 0 0 .
A=11 4 1 4 Iitlasles | O 0 0 0 ()
. . —Li+L3—L
L1 -1 1 | lanla |00 0 0

a) Atendendo a (*) dimN (A) =4 —dimC(A) =4 —carA=4—1=3.

b) {(1,0,0,0)} nao é base de C (A) uma vez que (1,0,0,0) ¢ C(A). Uma base de C (A) é por
exemplo {(17 _17 17 _1)} € (17 07 07 O) gé L{(17 _17 17 _1)}

57. a)
U={(z,y,z,w) €ER*: 24+ y+2z+w=0} =
={(—y—z—w,y,z,w):y,z,w e R} =
=L({(-1,1,0,0),(—1,0,1,0),(—=1,0,0,1)}).
O conjunto

{(=1,1,0,0),(—1,0,1,0),(—1,0,0,1)}

¢ uma base para U, uma vez que gera U e, é também linearmente independente.

b) Atendendo a que

v=L({1,-1,-1,1),(-1,0,0,1),(—-1,1,0,0),(—1,0,1,0)})

e
1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1
-1 0 1 0 _ 0O -1 0 -1
-1 0 0 1 0O 0 -1 1
1 1 0 0 0 O 0 0
entao

{(1,-1,-1,1),(-1,0,0,1),(—1,1,0,0) }

¢ uma base para U, uma vez que gera U e, é também linearmente independente.
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58. Como 1 e 2 sao as coordenadas de (1,1) em B; pois

(1,1) = 1(1,-1) +2(0, 1),

1 -1
531*32_[0 1}

a matriz de mudanga da base B; para a base By, entao as coordenadas de (1,1) em By sdo —1 e 2

ume. vez que HTH;]_{—;].

e sendo

59. Como
p(—1) =2p(0) — p(1) & ap — ay + as = 2a9 — (ap + a1 + az) < a; =0

entao

Vi={pt) € Py: p(=1) =2p(0) — p(1)} = {ag + ait + ast?® : ay = 0}.

Por outro lado, atendendo a

-1 1 | ao -1 1 | ao
1 0 | a|—=] 0 1| a+t+an
-1 | (45} 0 0 | Qo + aq + as

ap+art +ast* € Vo= L{—1+t,1—1*}) & ag+a; +ay = 0.

Logo
Va = {ag + ait + ast® : ag + a1 + ay = 0}.

Pelo que
l/iﬂ%:{ao—{—alt—{—ath:a0+a1+a2:06a2:0}:

={—a1 +at:ay € R} = L({-1+1t}).

Como {—1+t} gera V1 NV, e, é também linearmente independente, entdo ¢ uma base para Vi N Vs.

60. Usando o método de eliminacao de Gauss, tem-se

10 1 10 1 10 1
01 —1 - 01 —1 - 01 —1
11 0 | fftlsmls fg g _q | Rtlsmls g g

NA) ={(z,y,2) ER*:0+2=0 e y—2=0}=
={(-2z,2,2):ze R}y =L{(-1,1,1)}).
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Logo {(—1,1,1)} é uma base de N (A) uma vez que gera N (A) e é linearmente independente.

b)
C(A) = L({(1,0,1),(0,1,1)}).

Logo, sendo o conjunto
S =1{(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)}(Cc R?)

linearmente independente e tendo em conta que dimR?® = 3 entdo S é uma base de R?® que inclui
duas colunas de A.

0
L(A)=L({(1,0,1),(0,1,-1)}).

Uma vez que {(1,0,1),(0,1,1)} é uma base de C(A) e {(1,0,1),(0,1,—1)} é uma base de L (A)
entao
dim £ (A) =dim L (A) = car A = 2.

Atendendo a que
(1,0,1) e L(A)NC (A) e (0,1,-1)¢C(A)

(uma vez que o "sistema"

—L1+L3—Ls —Lo+L3—Ls

¢ impossivel) entao {(1,0,1)} ¢ uma base de £ (A) NC (A), tendo-se dim £ (A) NC (A) = 1.

61. Como B = {2 —1t,2+t} ¢ uma base de P, existem escalares «, J € R tais que
pt)=t=a2—-t)+5(2+1)

sendo « e [ as coordenadas de p (t) nessa base ordenada. Atendendo a que

2 2 10 - 22 |0
-1 1 | 1 1L+ Ly—Ls 0 2 | I

1 1
26:1(:)6:562a+2620 a=-.

[N

Logo —1 e 1 sdo as coordenadas de p (t) em B.

62. Seja

4 a b
B:{C 3 4]6M2X3(R)
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tal que
dimN (B)=2 e (1,0,2) € L(B).

Como
car B=dim£L (B) =3 —dimN (B) =1

entao
L(B)=L({(c,d,4)})=L{(4,a0b)})=L({(1,0,2)}),

peloquea=d=0,b=8ec=2.

63. Seja U o subespago de R* gerado por {(1,1,0,—1),(1,1,0,1)}. Seja S = {(1,0,0,2)} + U
e considere ainda o seguinte subespaco de R*

V= {(x,y,z,w) €R4:y:w}.

a)
S={(1,0,0,2)} +U={(1+s+t,s+10,2—s+1t):stecR}.

Sejam x =1+s+t, y=s+t, 2=0, w=2—s+t. Tem-se entdao o seguinte sistema linear
(com 4 varidveis) ndo homogéneo
r—y=1
{ z=0

b) Seja (z,y, z,w) € U. Existem «a, 8 € R tais que
(:L’,y, Z7w) :a(l’ 1707 _1)+/B(17 170’ ]')' (*)

Por outro lado, atendendo a

1 1| =z 11| =
1 1] vy 00| y—=
0 0| 2| -tittaera |0 0| 2
-1 1 | w Li+Ls—Ly 0 2 | T+ w

para que a equagao (*) tenha solugao ¢ preciso que: y —x =0 e z = 0, ou seja (z,y, z,w) € N (A),

com
~110 0
A:{o 010}‘

Reciprocamente, se (z,y, z,w) € N (A) entao (z,y,z,w) € U. Logo U = N (A).
¢) Uma base para R* que inclui dois vectores de U:
{(1,1,0,-1),(1,1,0,1),(0,1,0,0),(0,0,1,0)}

Note-se que (1,1,0,—1),(1,1,0,1) € U e que 4 vectores de R* linearmente independentes, formam
uma base de R*.
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d) Seja B ={(2,2,0,0),(1,1,0,1)} uma base ordenada de U.
Tem-se
(1,1,0,—7) = 4(2,2,0,0) — 7(1,1,0,1).

Logo, 4 e —7 sao as coordenadas de (1,1,0,—7) em relagao a base B
e) Determine uma base para U 4+ V' e uma base para U NV, indicando as respectivas dimensoes.
Tem-se (em R*) U = L ({(1,1,0,—1),(1,1,0,1)}) e
V={(z,y,z,w) e R*: y =w} = L({(1,0,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,0)}).
Como (1,1,0,—-1) ¢V e (1,1,0,1) € V, entao
{(1,1,0,-1),(1,0,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,0)}

é uma base de U + V, tendo-se dim (U + V) = 4, pelo que U + V = R%.
Além disso, como U = L ({(1,1,0,—-1),(1,1,0,1)}) e

(1,1,0,-1) ¢V, (1,1,0,1) €V
entdo {(1,1,0,1)} é uma base de U NV, tendo-se dim (U N V') = 1. De facto

dm(UNV) = dimU + dimV, — dim (U + V).

—— —_——
=1 =2 =3 =4
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