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Resolugao da 4* Ficha de exercicios

1. Sejam a,b € R. A aplicagao T, : R — R definida por T, (x) = ax + b € linear se e sé se
b=0eaeR.

2. (i) Seja T : R? — R? com T(z,y) = (z + 2y,3z —y). T ¢ linear e tem-se

2 ey | 12
M(T’BC7BC)_|i3 _11;

uma vez que 7(1,0) = (1,3) e 7(0,1) = (2,—1). Tem-se

N(T) = {(:U,y)€R2:T(x,y):(O,O)}:{(x,y)ERQ:(x+2y,3x—y):(0,())}:
= {(z,y) eR’:2=-2y e 3z=y}={(0,0)}.

Logo T é injectiva e dim N (T) = 0. Uma vez que
= dim N(T) + dimZ(T),

dim R?
~
espago de partida

entdo dimZ(T") = 2. Vejamos como encontrar uma base para Z(7"). Tem-se

Como o conjunto {(1, 3), (2, —1) } ¢ linearmente independente e como gera Z(7") entao {(1, 3), (2,—1)}
é uma base de Z(T).

Por outro lado, como Z(T') é subespago de R? e dimZ(T) = dim R? entao Z(T') = R?, isto é, T
é sobrejectiva. Sendo T sobrejectiva e tendo-se dim (espago de partida) = dim (espago de chegada)
entdo T também é injectiva, como se constatou no facto de se ter N'(T') = {(0,0)}.

Como T' é injectiva e sobrejectiva, entao T' é bijectiva.

Observagao: T é injectiva se e s6 se N'(T') = {0}, onde 0 é o vector nulo do espago de partida.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para Z(7'). Sendo

N | 2
v [ 2]

a matriz que representa a transformacao linear 7" em relagao a base canénica B> no espago de
partida e no espaco de chegada, tem-se

To) = MBS | 4.

v N(T) =N (M(T; 8% B?)) =N([; _i D :ng) —3 D -t



z(r) = uerigsEn) =¢ (|5 7 |) =100,

O conjunto {(1,3),(2,—1)} é uma base de Z(T).
(ii) Seja T': R? — R? com T(z,y) = (1 —y,2z). T nao é linear pois 7'(0,0) = (1,0) # (0,0).
(iii) Seja T : R* — R® com T(x,y,2) = (z,2x,—x). T ¢é linear e tem-se

1

M(T;BB%) = | 2
1

o O O
o O O

uma vez que T'(1,0,0) = (1,2, —1), T(0,1,0) = (0,0,0) e T(0,0,1) = (0,0,0). Tem-se

N(T) = {(x,y,z)GR?’:T(x,y,z):(O,O,O)}:{(x,y,z)E]R3:(I,Za:,—x):((],(),())}:
= {(0,y,2) eR*:y,z € R} = {y(0,1,0) + 2(0,0,1) e R? : y, z € R} =
L ({(0,1,0),(0,0,1)}).

Como o conjunto {(0,1,0),(0,0,1)} ¢ linearmente independente e como gera N(T) entéo

{(0,1,0),(0,0,1)}
¢ uma base de N'(T). Logo, dim N (T") = 2. Uma vez que

dim R? = dim NV /(T) + dim Z(T),

espaco de partida
entdo dimZ(7T") = 1. Vejamos como encontrar uma base para Z(7"). Tem-se
Z(T) ={(z,2z,—x) : x € R} ={x(1,2,-1) : z e R} = L ({(1,2,-1)}).

Como o conjunto {(1,2,—1)} ¢é linearmente independente e como gera Z(7') entao {(1,2,—1)} é
uma base de Z(T).

Por outro lado, como Z(T) # R? entdao T nao é sobrejectiva. Como N (T') # {(0,0,0)} entdao T
nao ¢ injectiva.

Resolugao alternativa para encontrar bases para N (T) e Z(T). Sendo

1 0
M(T;BB) =] 2 0
-1 0

o O O

a matriz que representa a transformacao linear 7" em relagdo a base canénica B® no espago de
partida e no espaco de chegada, tem-se

e
T(z,y,2) = M(T; B B2) | y

z



1 00 1 00

N(T) =N (M(T;85B) =N (| 2 00| ])=N[]000]|]=L({010)(0,01)})
-1 0 0 | 000

€

1
I(T) = C (M(T; B3 BY)) = C 2
—1

O conjunto {(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de N'(T') e o conjunto {(1,2,—1)} é uma base de Z(T).

= L{(1,2,-1)}).

o O O
o O O

(iv) Seja T : R®* — R? com T(x,y,2) = (0,0). T ¢é linear e tem-se

M(T; B2 B2) = {O U 0},

000
uma vez que 7°(1,0,0) = 7°(0,1,0) = 7°(0,0,1) = (0,0). Tem-se

N(T) ={(z,y,2) € R’ : T(z,y,2) = (0,0)} = {(z,y,2) € R’ : 2,9,z € R} =R>.
Uma base para N (T') poderd ser a base canénica B2. Logo, dim N (T') = 3. Uma vez que

dim R? = dim N (T) + dim Z(T),
espaco de partida

entdo dimZ(T") = 0. De facto
Z(T) = {(0,0)} .
Por outro lado, como Z(T) # R? entao T nao ¢é sobrejectiva. Como N (T') # {(0,0,0)} entao T
nao ¢é injectiva.
Resolugao alternativa para encontrar uma base para N (7). Sendo

M(T; B2 B2) = {O 0 O},

000

a matriz que representa a transformagao linear 7' em relagao as bases canénicas B2 e B nos espagos
de partida e de chegada respectivamente, tem-se

X
T(z,y,2) = M(T;B2B2) | y
z



Uma base para N (T) poderd ser a base canénica B2.
(v) SejaT:R?* - R com T(x,y) = —3xz. T ¢ linear e tem-se
M(T;B%B.)=[-3 0],
uma vez que 7'(1,0) = =3 e T(0,1) = 0. Note que B, = {1} é a base canénica de R. Tem-se
N(T) = {(z,y) eR*: T(z,y) =0} = {(z,y) e R*: =3z =0} =
{(0,y) eR?:yeR} ={y(0,1) e R*:y e R} = L({(0,1)}).

Como o conjunto {(0,1)} é linearmente independente e como gera N (T') entao {(0,1)} é uma base
de N(T). Logo, dim N'(T') = 1. Uma vez que

dim R? = dim NV /(T) + dim Z(T),

espaco de partida
entdo dimZ(T") = 1. Vejamos como encontrar uma base para Z(T"). Tem-se
I(T) ={-3z:2 R} = L({1}).

Como o conjunto {1} ¢é linearmente independente e como gera Z(T") entao {1} é uma base de Z(T),
a base canénica de R.

Por outro lado, como Z(7T") é subespaco de R e dimZ(7T) = dimR entao Z(T) = R, isto &, T' é
sobrejectiva. Como N (T) # {(0,0)} entdo T nao é injectiva.

Resolugao alternativa para encontrar bases para NV (T) e Z(T). Sendo

M(T;B%B.)=[ -3 0],

a matriz que representa a transformagao linear T em relagao as bases canénicas B2 no espago de
partida e B. no espaco de chegada, tem-se

Te) = T8 | 7 .

Logo,
N(T) =N (M(T; B3 B)) =N ([ =3 0]) = L{(0,1)})

I(T) = ¢ (M(T5 B B.)) = C ([ =3 0]) = L({=3}) = L({1}).
O conjunto {(0,1)} é uma base de N(T) e o conjunto {1} é uma base de Z(T).

(vi) T :R® - R® com T(z,y,2) = (0,—1,2). T nao ¢ linear pois 7'(0,0,0) = (0,—1,2) #
(0,0,0).

(vii) T:R — R3 com T(z)= (2x,0,—x). T ¢é linear e tem-se
2

M(T;B;B)=| 0 |,
-1



uma vez que 7'(1) = (2,0, —1). Tem-se
NT)={zeR:T(x)=(0,0,0)} ={z € R:(22,0,—x) = (0,0,0)} = {0} .
Logo, dim N (T') = 0. Uma vez que

dim R = dim N(T) + dim Z(T),

espago de partida
entdo dimZ(T") = 1. Vejamos como encontrar uma base para Z(7"). Tem-se
I(T) = {(22,0,—z) : € R} = {x(2,0,-1) : 2 € R} = L ({(2,0,-1)}).

Como o conjunto {(2,0,—1)} ¢é linearmente independente e como gera Z(T') entao {(2,0,—1)} ¢
uma base de Z(T)).

Por outro lado, como Z(T) # R? entao T nao ¢ sobrejectiva. Como N (T) = {0} entao T &
injectiva.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para Z(7T'). Sendo

2
M(T;BCQBS) = 0 )
—1

a matriz que representa a transformacao linear 7' em relacao as bases candnicas B. no espago de
partida e B2 no espago de chegada, tem-se

T(x) = M(T;B2; B2) [«].

Logo,
2 2
N(T) =N (MT:B:B9) =N (| 0 || =~ {|0]]|=Loh)={0}
-1 0
‘ 2
(1) = (M(T;B:BY)) =¢ | | 0 || =L{2.0,-1}).
—1

O conjunto {(2,0,—1)} é uma base de Z(T).
(viii) T: R®* - R? com T(z,y,2) = (22 —y,2y). T nao é linear, pois por exemplo:

T((1,0,0) + (1,0,0)) = T(2,0,0) = (4,0) # (2,0) = T(1,0,0) + T(1,0,0).

(ix) Seja T : R* - R? com T(z,y,z,w) = (z —y,3w). T ¢ linear e tem-se

M(T;Bf;Bf)Z{l Y 0},

0 0 0 3



uma vez que T(1,0,0,0) = (1,0), T(0,1,0,0) = (=1,0), T(0,0,1,0) = (0,0) e T(0,0,0,1) = (0,3).
Tem-se
N(T) = {(m,y,z,w) cR*: T(x,y,z,w) = (0,0)} = {(:U,y,z,w) eER*: (z —y,3w) = (0,0)} =
= {(z,y,2,w) € Rl:z=y e w= 0} ={(y,y,2,0) € R:y,z€ R} =
= {y(1,1,0,0) + 2(0,0,1,0) e R* : y, 2 € R} = L ({(1,1,0,0),(0,0,1,0)}) .
Como o conjunto {(1,1,0,0),(0,0,1,0)} é linearmente independente e como gera N (T) entao
{(1,1,0,0),(0,0,1,0)} é uma base de N (T'). Logo, dim N (T') = 2. Uma vez que
dim R* = dim A(T) + dim Z(T),
espaco de partida
entdo dimZ(T") = 2. Vejamos como encontrar uma base para Z(7"). Tem-se
(1) = {(@z-y3w):2,yweR} ={z(1,0) +y(=1,0) + w(0,3) : 2,y,w € R} =
= L ({(17 0)7 <_17 O)’ (07 3)}) :
Como o conjunto {(1,0), (0,3)} é linearmente independente e como gera Z(7') entao {(1,0), (0,3)}
¢ uma base de Z(T).
Por outro lado, como Z(T) é subespago de R? e dimZ(T) = dimR? entdao Z(T) = R?, isto &, T
é sobrejectiva. Como N (T') # {(0,0,0,0)} entdo T nao é injectiva.
Resolugao alternativa para encontrar bases para N (T) e Z(T). Sendo
1 =100 }

. RERR2Y
M(T,BC,BC)—{O 0 0 3

a matriz que representa a transformacio linear 7' em relagao as bases canénicas B2 no espago de
partida e B2 no espago de chegada, tem-se

x
T(z,y,2,w) = M(T; B5 BY) |
w
Logo,
N = rrsie) = ([ 0o 8 |) = piao. .00
(&

z(r)=c uerisssn) = (|| o o 5 ]]) — oo,

O conjunto {(1,1,0,0),(0,0,1,0)} é uma base de N (T') e o conjunto {(1,0),(0,3)} é uma base de
(T).

(x) Seja T : R® - R* com T(x,y,2) = (—2,y — 22,2y,y + 2). T ¢& linear e tem-se

00 -1
01 -2
L R3.RrA\
MT:BEBY = | o 5 o |-
01 1



uma vez que 7'(1,0,0) = (0,0,0), 7(0,1,0) = (0,1,2,1) e T(0,0,1) = (—1,-2,0,1). Tem-se

N(T) = {(z,y,2) e R’ : T(x,y,2) = (0,0,0,0)} =
= {(:L‘jy,z)ER3i(—Z,y_2272y7y+z):(0’07070)}:
= {(2,0,0) e R*: x € R} = L ({(1,0,0)}).

Como o conjunto {(1,0,0)} é linearmente independente e como gera N (7T') entao {(1,0,0)} é uma
base de N'(T"). Logo, dim N(T') = 1. Uma vez que

dim R? = dim NV(T) + dim Z(T),
espaco de partida

entdo dimZ(7T") = 2. Vejamos como encontrar uma base para Z(7"). Tem-se
Z(T)={(-2,y — 22,2y,y + 2) : y,z € R} = L ({(0,1,2,1),(—1,-2,0,1)}).

Como o conjunto {(0,1,2,1),(—1,—2,0,1)} é linearmente independente e como gera Z(T") entao
{(0,1,2,1),(—1,-2,0,1)} é uma base de Z(T).

Por outro lado, como Z(T) # R* entdo T nao é sobrejectiva. Como N (T') # {(0,0,0)} entdao T
nao é injectiva.

Resolugao alternativa para encontrar bases para NV (T) e Z(T). Sendo

-1
-2

O Y
1

M(T; B2 B;) =

o O OO
— N = O

a matriz que representa a transformacao linear 7 em relagdo a base canénica B2 no espaco de
partida e no espaco de chegada, tem-se

x
T(z,y,2) = M(T;B%:B;) | y
z
Logo,
00 —1
N(T) = N (M(T;BBY)) =N 01 =2 =
i B 02 0
01 1
00 -1 00 -1
01 0 01 0
01 0 00 0
(§]
00 -1
iy =curish) =c| [0 5 1] | =rdo121.-1.-201).
01 1



O conjunto {(1,0,0)} é uma base de N (T') e o conjunto {(0,1,2,1),(—1,—2,0,1)} é uma base de
(T).

(xi) Seja T : R — R? com T(z) = (0,0). T ¢ linear e tem-se

M(T; B; B?) = { 8 ] :
uma vez que 7'(1) = (0,0). Tem-se
NT)={zeR:T(z)=(0,0)} ={z:z e R} =R.
Uma base para N (T') poderd ser a base canénica B. = {1}. Logo, dim N (T') = 1. Uma vez que

dim R = dim N(T) + dimZ(T),

espaco de partida

entdo dimZ(T") = 0. De facto
Z(T) = {(0,0)} -
Por outro lado, como Z(T') # R? entao T nao é sobrejectiva. Como N (T') # {0} entao T nao é
injectiva.
Resolugao alternativa para encontrar uma base para N (7). Sendo

M(T; B BY) = { 8 } ,

a matriz que representa a transformacao linear 7' em relagao as bases canénicas B, e B? nos espagos
de partida e de chegada respectivamente, tem-se
T(z) = M(T;B;B2) [ = ].

Logo: N(T) =N (M(T;B;B2)) =N ([ 8 D =R=L{1)

7(r) —c (v =¢ (| g |) = to.0n.
Uma base para N (T) poders ser a base canénica B. = {1}.
(xii) Seja T : R?* — R® com T(x,y,z2) = (v +2y,3z,7 — z). T ¢é linear e tem-se

1 2 0
M(T;B5BY =100 3 |,
1 0 -1

uma vez que T'(1,0,0) = (1,0,1), 7(0,1,0) = (2,0,0) e T(0,0,1) = (0,3, —1). Tem-se

N(T) = |
= {gpy, €R3:($~|—2y,32,x—2)=(0>070)}:
= {

)
(:13 Y,z €R3:T<:E,y,2):(0,0,0)}:
(
(0,0,0)}.



Logo, dim N (T) =0 e T é injectiva. Uma vez que

dim R? = dim M(T) + dim Z(T),
espaco de partida

entdo dimZ(T") = 3. Vejamos como encontrar uma base para Z(7T'). Tem-se

Z(T) = {(x+2y,32z,20—2):2,y,2 € R} =
= {z(1,0,1) +4(2,0,0) + 2(0,3,—1) : x,y, z € R}
— L({(1,0,1),(2,0,0),(0,3,—1)}).

Como o conjunto {(1,0,1),(2,0,0),(0,3,—1)} é linearmente independente e como gera Z(T") entao
{(1,0,1),(2,0,0),(0,3,—1)} é uma base de Z(T').

Por outro lado, como Z(T') é subespago de R? e dimZ(T') = dim R? entao Z(T) = R3, isto é, T
é sobrejectiva.

Como T' é injectiva e sobrejectiva, entao T' é bijectiva.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para Z(7"). Sendo

0
3
-1

M(T; B2 B2) =

—_ O
o o

a matriz que representa a transformacao linear 7 em relagdo a base canénica B® no espago de
partida e no espaco de chegada, tem-se

Xz
T(x,y,2) = M(T; B3 B7) | y
z
Logo,
12 0
N(T) = N(M(T;B:B))=N|[|0 0 3 —
1 0 —1
12 0 1 2 0
= N 1 0 —1 =N|[]0 -2 —1 ={(0,0,0)}
00 3 0 0 3
(§]
12 0
I(T) =C(M(T;B;B7)) =C | | 0 0 3 =L ({(1,0,1),(2,0,0),(0,3,=1)}).
1 0 —1

O conjunto {(1,0,1),(2,0,0), (0,3, —1)} é uma base de Z(T).

@

(xiii) Seja T': R* — R® com T(z,y,z) = (z,y,2). T ¢ linear e tem-se

1
M(T;B%B) =10
0

o = O

0
01,
1



uma vez que 7'(1,0,0) = (1,0,0), 7(0,1,0) = (0,1,0) e 7(0,0,1) = (0,0,1). Tem-se
N(T) ={(z,y,2) € R?: T(z,y,2) = (0,0,0)} = {(0,0,0)}.
Logo, dim N (T) =0 e T é injectiva. Uma vez que

dim R? = dim M(T) + dim Z(T),

espago de partida
entdo dimZ(T") = 3. Vejamos como encontrar uma base para Z(7"). Tem-se
I(T) = {(2,y,2) : 2,9y, 2 € R} = R?

isto é, T' é sobrejectiva. Como o conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} & linearmente independente e
como gera Z(T') entao {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de Z(T').
Como T' ¢ injectiva e sobrejectiva, entao 1" é bijectiva.

(xiv) Seja T : R? - R? com T(z,y) = (xcosf —ysenf,zsenld + ycosh), § € R. T ¢é linear e

M(T: B BY) — |:COS(9 —senﬁ} . |:COS(9 —senf ]’

senf cosf senf cosf

uma vez que 7(1,0) = (cosf,senf) e T(0,1) = (—send,cos?h).
Atendendo ao ex® 4 (viii) da ficha 2, tem-se, para todo o 6 € R,

3.3\ —1 | cosf senf
(M(T’BC’BC)) _{—Sene COSG]'

Logo
N(T) = {(z,y) e R* : T(z,y) = (0,0)} = {(0,0)}
e dim N (T) = 0, isto é, T' é injectiva.
Sendo T injectiva e tendo-se dim (espago de partida) = dim (espago de chegada) entdo 7' também
é sobrejectiva.
Como T é injectiva e sobrejectiva, entao T é bijectiva.

Como o conjunto {(1,0), (0, 1)} ¢ linearmente independente e como gera Z(T") entao {(1,0), (0,1)}
é uma base de Z(T).

(xv) Seja T : Py — P, com

T(p(t)) =2p(1—1t)—tp' (t).

T & linear uma vez que, para todos os p (t),p1 (t),ps2 (t) € Pa, para todo o A € R,

T(pr () +p2(t) = T((pr+p2) (1) =2(pr+p2) (1 —1) =t (p1 +p2) (t) =
= 2p1 (1 —t) +2p2 (1 —t) — tp)y (t) — tp5 (1)
= 2pr (1 —t) —tpy (1) +2p2 (1 — 1) —tpy (1) =
= T(p1 (1) +T(p2(2)),

10



T(Ap(t)) = T((Ap) () =2(\p) (1 —t) —t(Ap) (t) =
= A2p(1—t) =t (t) =A2p(1—t)—tp'(t)) = AT (p(t)).

Sendo B = {1,t,t*} a base canénica de Py, tem-se

2 2 2
M(T;B;B)=|0 -3 —4 |,
0 0 0

uma vez que T'(1) =2x1—-tx0=2, T(t)=2(1—t)—tx1=2-3t e
T(t?) =2(1—t)* —t2t =2 — 4t + 2> — 2> = 2 — 4¢.

Uma base para N (T):

Como
2 2 2
NOIT:BB) =N | | 0 =3 —4 | | =L({(1,-4.3)}).
0 0 0
entao

N(T) = {ag+ast + ast® € Py : (ag,a1,05) € L({(1,—4,3)})} = L ({1 — 4t +3¢2}).

Como {1 — 4t + 3t?} é uma base de N (T'), dim N (T') = 1. Logo, T nao é injectiva, uma vez que
dim N (T) # 0.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para N (7T):

N(T) = {ao +ait+ast? €Py: T (ao +at + a2t2) = O} =
{ao +art + ast® € Pa: 2 (ag+ar (1 —t) +az (1 —1)*) —t (a1 + 2ast) = 0} =
{ao + ait + aot® € Py : 2a0 + 2a; — 2a1t + 2ay — dast + 2ast? — ayt — 2aqt? = 0} =
{ao 4 art + agt? € Py : 2ag + 2a1 + 2a + (—3a; — 4ag)t = O} =
1

4
= {a0+a1t+a2t2€732:a1:—§a2 (§ a[):gag}:

1 4 1 4
= {§a2—§a2t+a2t26732:a26R}:L<{§—§t+t2}> :L({1—4t+3t2})

Como {1 — 4t + 3t*} ¢ uma base de N (T), dim N (T) = 1.
Uma base para Z(7):
Como {1,t,1?} gera Ps, tem-se

I(T)=L({TQ),T(t),T(#*)})=L({2,2—3t,2—4t}) = L({2,2—3t}).

Uma vez que o conjunto {2,2 — 3t} é linearmente independente e gera Z (T'), entao {2,2 — 3t} ¢
uma base de Z (T'), tendo-se dimZ (T") = 2.

Como dim Py = 3, tem-se Z (1) # P,, pelo que T nao é sobrejectiva.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para Z(7):

11



Sendo p (t) = ag + ait + ast?, com ag, ay, as € R, tem-se

T (p(t))

2 (ao+a1 (1 —t> + as (1 —t)2) —t(&l +2a2t) =
2&0 + 2@1 — 2(11t + 2@2 — 4a2t + 2a2t2 - (llt — 2a2t2 =
a02+a1(2—3t)+a2(2—4t)

Logo, Z(T) = L ({2,2 — 3t,2 — 4t}) = L ({2,2 — 3t}). Uma vez que o conjunto {2,2 — 3t} & linear-
mente independente e gera 7 (T'), entao {2,2 — 3t} é uma base de Z (7).

(xvi) Seja T : Py — Py com

Tp)=p0)—p(-1)+ @) +pQ)t+ (p(=1) —p(1) —2p(0)) .

T & linear uma vez que, para todos os p(t),p1 (t),ps (t) € Pa, para todo o A € R,

Tlpr (t) +p2 (1) = T((pr +p2) (1)) =

= (p1+p2)(0) = (pr +p2) (=1) + ((p1 +p2) (=1) + (p1 + p2) (1)) t +
+ ((p1 +p2) (1) — (p1 + p2) (1) = 2 (p1 + p2) (0)) £

= p1(0) =pr (=) + (pr (=1) +p1 (1)) t + (p1 (1) — p1 (1) — 2p1 (0)) £ +
+p2 (0) = pa (=1) + (p2 (=1) +p2 (1)) t + (p2 (=1) — p2 (1) — 2p2 (0)) 2
=T (p1 (1) +T(p2(t)),
TAp ) = T(Ap) @) =A(pO0)—p(=D+ @D +p)t+ (p(-1) —p(1) —2p(0) t*) =
= AT (p(t)).

Sendo B = {1,t,t*} a base canénica de Py, tem-se

0 1 -1
M(T:B:B)=| 2 0 2 |,
—2 -2 0
uma vez que T(1) =1—-1+ (1+1)t+ (1 —1—2)t* =2t — 2t
Tt)=0— (=) + (1) + D)t +((-1) —1-2x0)t> =1 — 2t

(S
Tt =0—1+(1+1)t+(1—-1-2x0)t"=—-1+2t.

Uma base para N (T):
Como

0 1 -1 0O 1 -1 2 0
N(M(T,B,B)) = N(|: 2 0 2 ])N([Q 0 2 ])N([O 1
-2 =2 0 0 -2 2 00

= L({(_Ll?l)})a
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entao
N(T) = {ag + art +ast® € Py : (ag,a1,a2) € L({(=1,1,)})} = L ({1 +t +}).

Como {—1+t + t?} é uma base de N (T), dim N (T) = 1. Logo, T nao é injectiva, uma vez que
dim N (T) # 0.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para N (7T):

N(T) = {ao+a1t+a2t2GPQ:T(ao—i—alt—f—ath):0}:
_ Jaotait+aat? € Poip(0) —p(=1) + (p(=1) +p(1)) t+
a { +(p(=1)—p1) —2p(0))t*=0 }
B ap+ait +ast? €Py:p(0)—p(=1)=0¢e p(-=1)+p(1)=0 e
B { p(=1)—p(1) =2p(0) =0 }
ag + ait +ast? € Py:ag— (ag —ay +az) =0 e
= (ap —ay +as) + (ap+ a1 +az) =0 e =
(ap — ay + az) — (ap + a1 + ag) —2a9 =0
= {a0+a1t+a2t2€732:a1:a2 e CLOI—GQ}:
= {_CLQ‘I—CLQt‘I—aQtQGPQ:QQGR}:{a2<—1+t+t2)GPQZQQGR}:
= L({-1+t+#}).

Como {—1+t + t?} é uma base de N (T), dim N (T) = 1.
Uma base para Z(7T):
Como {1,t,t*} gera P, tem-se

I =L{T@Q),T),T(*)})=L{2t-2t1 -2, —1+2t}) =L ({1 -2t -1+2t}).
Uma vez que o conjunto {1 — 2t2, —1 + 2t} ¢ linearmente independente e gera Z (T'), entao
{1-2¢% -1+ 2t}

¢ uma base de Z (T'), tendo-se dimZ (T") = 2.
Como dim Py = 3, tem-se Z (T') # Pa, pelo que T' ndo é sobrejectiva.
Resolucgao alternativa para encontrar uma base para Z(7):
Sendo p (t) = ag + ait + ast?, com ag, ay,as € R, tem-se

Tp®)=p0)=p(=1)+ @1 +p1)t+ @ (1) —p(1)—2p(0)* =
=ag — (ap + a1 (1) + a (—1)2) + (a0 + a1 (-1) + as (=1)* +ap+a; + az) t+
+ (ap + a1 (1) + as (=1)* = (ap + ay + az) — 2a0) t* =

= ay — as + (2a9 + 2a2) t + (—2ag — 2a1) t* = ag (2t — 2t*) + a1 (1 — 2¢%) + as (—1 +2¢).
Logo, Z(T) = L ({2t — 2t*,1 — 2>, —1 + 2t}) = L ({2t — 2¢?,1 — 2¢*}). Como o conjunto

{2t — 2¢%,1 — 2t*}

¢ linearmente independente e gera Z (T'), entao {2t — 2¢?,1 — 2¢*} é uma base de Z (T)).

13



s [ p(1) p(0) 1
xvii) Seja T : Py — M R) com T'(p(t)) = .
( ) ] 2 2x2( ) (p( )) p(()) p(—l)
T & linear uma vez que, para todos os p(t),p1 (t),ps (t) € Pa, para todo o A € R,

T(py (t) +p2 (1) = T((pr +p2) (1)) = Ep1+p2)(0) (pr +p2) (—1)

_ | M +p2(1) pi(0) +p2(0) }:{pl(

[ (p1+p2) (1) (p1+p2)(0) }

_ o @) p(0) ] _
=[50 2 | -arew

Sendo B; = {1,t,1?} a base canénica de P, e

s={[s ] L8 s ][00 ][0 0]}

a base candnica de Mays (R) tem-se

uma vez que

Calculo de N (T):
Como

entao
N(T) = {ao + alt + a2t2 & 7)2 . (a0,a17a2) = (0,0’O)} — {0} .

Logo, T ¢é injectiva uma vez que dim N (T') = 0.
Resolugao alternativa para calcular N (T):

14



N(T) = {p(t)=a0+a1t+a2t2€7>2:T(p(t)):[g 8”:

— {p(t):ag—l—alt—l—athEPzi[gg(l); pp((_()i)}:[g 8”:

o 2 'ao+a1+a2 Qo _OO -
P I I M

- {ao+a1t+a2t2€772:a0:0 e CL1:CL2:O}I{O}.

Uma base para Z(7):
Como {1,t,1?} gera P,, tem-se

I(T)=L({T(1)7T(t)aT(t2)}):L(H} 1”(1) —OlHtl) (1]]})

Uma vez que o conjunto { { 1 1 } , [ (1) _01 } , [ (1) ? } } é linearmente independente e gera Z (T'),

b S0

¢ uma base de Z (T'), tendo-se dimZ (T") = 3.
Como dim Msyo (R) = 4, tem-se Z (T") # Maya (R), pelo que T ndo ¢é sobrejectiva.
Resolugao alternativa para encontrar uma base para Z(7):
Sendo p (t) = ag + a1t + axt?, com ag, a;,as € R, tem-se

O e o I

| a0 ao a; O a 0 |
SRR A
N I U T R I S B
Ol | T o 1| TR0 1 |-
11 1 0 10 .
Logo,I(T)-L({{l 1],[0 _1],[0 1}}).C0mooconjunto

b S0

¢ linearmente independente e gera 7 (T"), entdo é uma base de Z (T').

entao

3. Considere a transformagao linear 7' : R® — R? que em relagao & base canénica (ordenada)
B2 ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de R? é representada pela matriz

M(T; B2 B2) =

N —
(R )
o O =

15



T 1 2 1 T
T(v,y,2)=M(T;B5B) |y | =1 10| |y |=@+2y+2z2+y20—y).
z 2 -1 0 Z

N(T) = {(x,y,Z)ERng(x,y,z):((L()’o)}:
= {(z,y,2) eR*: (z+2y+2z,2+y,22—y)=(0,0,0)} =
= {(0,0,0)}.

Logo, dim N (T) =0 e T é injectiva. Uma vez que
dim R? = dim N (T) 4+ dim Z(T),

espaco de partida

entdo dimZ(T") = 3. Vejamos como encontrar uma base para Z(7"). Tem-se
IT)={(z+2y+z,2+y,2x—y):z,y,z € R} = L ({(1,1,2),(2,1,-1),(1,0,0)}) .

Como o conjunto {(1,1,2),(2,1,—1),(1,0,0)} ¢ linearmente independente e como gera Z(7') entao
{(1,1,2),(2,1,—1),(1,0,0)} é uma base de Z(T').

Por outro lado, como Z(T') é subespago de R3 e dim Z(T") = dim R3 entao Z(T) = R3, isto ¢, T
é sobrejectiva.

Como T é injectiva e sobrejectiva, entao 1" é bijectiva.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para Z(7T'). Sendo

1 21
M(T;B;B) =11 10|,
2 -1 0

a matriz que representa a transformacao linear T em relagdo a base canénica B® no espago de
partida e no espaco de chegada, tem-se

xXr
T(z,y,z) = M(T;B3,B2) | v
z
Logo,
1 2 1
N(T) = N(M(T;B5B))=N|[|1 1 0 =
2 -1 0
1 2 1 1 2 1
= N[0 =1 =1 ||=N[]0 =1 =1 ] ={(0,0,0)}
0 -5 —2 0 0 3
e
1 21
(M) =Cc(M(T;B5B))=Cc |1 10| |=L({112),(21,-1),(1,0,0)}).
2 -1 0



O conjunto {(1,1,2),(2,1,—1),(1,0,0)} é uma base de Z(T).

4. Considere a base ordenada B = {v;,vs} de R? em que v; = (1,1) e vy = (1,0) e seja
T : R? — R? a transformacao linear tal que

T(v) = (1,-2), T(w) = (-3,1).

(i) Tem-se T(2,1) = T((1,1) + (1,0)) = T(1,1)+T(1,0) = (1,-2) + (=3,1) = (-2, -1).

T ¢ linear

(ii) Seja (z,y) € R?. Tem-se

(z,y) =y(1,1) + (z — y)(1,0).
Logo,

T(ry) = THOLD)+ (@ -y)(1,0) = yT1 1)+ (x-y)T(1,0)=

= y(1,-2)+ (x — y)(—3,1) = (=32 + 4y, z — 3y).

(iii) Tem-se
. 2. 2 _ _3 4
M(T; B2 B?) = { 2 ] ,

uma vez que, pela alinea (ii), 7(1,0) = (—=3,1) e 7'(0,1) = (4,-3).
Observagao: Poderfamos ter calculado T'(1,0) e T'(0,1) sem recorrer a alinea (ii), uma vez
que

Logo, sendo 7 linear, tem-se (usando s6 o enunciado)

T(1,0) = (=3,1) e T(0,1) = T(1,1) — T(1,0) = (1, —2) — (—3,1) = (4, -3).

(iv) Tem-se

0 1
Sz = { 1 -1 }
(1,0) = 0(1,1) + (1,0) e (0,1)

11
SB—>832|:1 0:|

(1,1) = (1,0) + (0,1) e (1,0) = (1,0) +0(0,1).

As coordenadas do vector (2,1) na base B sao dadas por:

s3] = [V S]] 1)

17

uma vez que

(1,1) — (1,0).

Tem-se

uma vez que



Observagao 1: Na verdade poderiamos ter determinado as coordenadas do vector (2,1) na base
B usando a defini¢ao de coordenadas de um vector numa base:

(2,1) = (1,1) + (1,0).

Logo, as coordenadas do vector (2,1) na base B sao precisamente 1 e 1.
Observagao 2: Tem-se

Sp—iz = (Sm2—5) e Sm_p=(Sp_p)

(v) Determinemos a matriz M (T; B; B) usando s6 a definigdo de matriz que representa uma
transformacao linear em relacao a uma base ordenada B no espaco de partida e no espaco de
chegada. Tem-se

-2 1
M(T)BaB)_[ 3 _4:|7

uma vez que
T(1,1) = (1,-2) = —2(1,1) +3(1,0) e T(1,0) = (=3,1) = (1,1) — 4(1,0).

Determinemos agora as coordenadas do vector 7'(2,1) na base B sem usar as alineas anteriores.
Tem-se

T(2,1) = T((1,1)+(1,0)) T(1,1)+7(1,0) =

NP

T ¢ linear

= (1,-2)+(-3,1) =(-2,-1) = —(1,1) — (1,0).

Logo, as coordenadas do vector T'(2,1) na base B sdo —1 e —1.
Resolugao alternativa: Determinemos a matriz M (T'; B; BB) e as coordenadas do vector 7(2,1)
na base B usando as alineas anteriores. Tem-se

(R2 82) M(%Bf) (R2 82)
Spzp L 1 I'| Spz.p
R2 B T R2 B
( ) ) M(T—>,B,B) ( ) )

Logo,
M(T; B; B) = Sgz g M(T; B% B2) (Sg2-5) ' = Smz5M(T; B2 B2)Sp 52 =

p AT S i | i il e

Além disso tem-se

coordenadas de (2,1) M(T;_B%;Bg) coordenadas de T'(2,1)
na base B2 T na base 2
SB%—)B l I I l SB%—J’)’
coordenadas de (2,1) T coordenadas de T'(2,1)
na base B M(T;B;8) na base B.
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Logo, sendo 2 e 1 as coordenadas do vector (2, 1) na base B2 entao as coordenadas do vector T'(2,1)
na base B sao dadas por

wsasea[1]-[3 1][2 4110 [4 2110 (2)

(vi) Determinemos a matriz M (T’; B%; B) usando s6 a defini¢io de matriz que representa uma
transformacao linear em relagao as bases ordenadas no espago de partida e no espaco de chegada.
Tem-se

| 1 -3
M(T,BC,B)—[_4 - }

uma vez que

T(1,0) = (=3,1) = (1, 1) — 4(1,0)

T(0,1) = T((1,1) = (1,0)) = T(1,1) = T(1,0) =
= (1,-2) — (=3,1) = (4,—3) = —3(1, 1) + 7(1,0).

Resolucao alternativa: Tendo em conta o diagrama

@28 " @B
SB?—»B l I I l SB(Q:—>B
(R%B) ——  (R%B)
M(T;B;B)

tem-se

CR2.1R) R _| =21 R I
M(TaBmB)_M(T?B’B)SBg_’B_|: 3 —4:| |:1 —1:|_|:_4 7 :|

(vii) Determinemos a matriz M (T; B; B?) usando s6 a definigao de matriz que representa uma
transformacao linear em relacao as bases ordenadas no espaco de partida e no espaco de chegada.
Tem-se

M(T;B; B?) = { _12 _13 }

uma vez que
T(1,1) =(1,-2) = (1,0) — 2(0,1)
T(1,0) = (=3,1) = =3(1,0) + (0, 1).
Resolucgao alternativa: Tendo em conta o diagrama

M(T;B;B)

@25 MY (B
Sppz L 1 I'| Sp_p2
(R2,B2) —  (R%B?)
M(T;B2;82)
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tem-se

M(T;B; B%) = M(T; B2, B%)Sp_p2 = [ _13 —43] {} (1)} - [ 21 ]

5. Considere as transformagoes lineares T e T, cujas matrizes que as representam em relacao
as bases canénicas (ordenadas) de R? e R? sao dadas respectivamente por

2 01

3 2

01
:| e (TQ, BQ 83) 01

11
Tem-se T} : R?* — R? com

t 2 0 1 t
Ty(a,y,2) = M(Ty: B5B2) | =[ ] y | = e tzaty)

Tem-se T5 : R? — R? com

0 1
o) = M BB | 0| =0 1| [ 4] = sn)
Yy 11 Yy
Logo, tem-se T} o Ty : R? — R? linear com
(o) (o) = MIBEEIMIERE) | 7| -

S HIH HREHIHEES

e TyoT; : R? — R3 linear com

z O Ldrg g 17|®
(TQOTl)(ZL’,wa)— (T2a82 83) (Tth 82) Yy - 01 {1 1 0:| 4 B
z 11 z
1 10 x
=111 0 y | =@+y,x+y,3c+y+2).
3 1 1 z

Resolugao alternativa: Tendo-se T} : R* — R? com Ty (z,y, 2) = (2z+z,2+y) e T : R? - R?
com Ty(x,y) = (y,y,* +y), entao T} o Ty : R? — R? ¢ linear com

(Ty o T3) (,y) = Th (Ta(,y)) = Ta(y,y, v +y) = (z + 3y, 2y)

eTyoT;:R®— R3 é linear com
(T2 OTl) (f[?,y,Z) :T2 (Tl(x,y,z)) - T2(2$+Z,I+y) - <x+y7'x+y73x+y+z)
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6. Considere a transformacao linear 7" : R? — R3 definida por
T(z,y,z) = 2y,y — x,—x).
Considere a base ordenada B = {v;,vs,v3} de R3 com

=(1,0,-1), v =(1,2,0), v3=(—1,1,1).

Tem-se
2 —4 -5
M(T;B;B)=| -1 3 3 |,
1 -5 —4

uma vez que

T(1,0,—1) = (0,—1,—1)=2(1,0,—1) — (1,2,0) + (—1,1,1),
T(1,2,0) = (4,1,—1) = —4(1,0,—1) +3(1,2,0) — 5(—1,1,1) e

T(-1,1,1) = (2,2,1)=—5(1,0,—1) +3(1,2,0) — 4(—1,1,1).

7. Seja

= {[o o) [0 o] [V ][0 1]}

a base canénica (ordenada) de Mayo(R). Considere a transformacao linear

S MQXZ(R> — M2><2(R> definida por S(A) = AT.
Tem-se
M(S;B2% BX?) =

(Lool)=lov] s(oa])=1v o)
(aD=be) s(By)-lor])

8. Considere a transformagao linear 7' : R® — R3 e a base canénica (ordenada)

S O O
o= O O
o O = O
_ o O O

uma vez que

B = {v,v5,v3} de R? com v; = (1,0,0), v, =(0,1,0), wv3=(0,0,1).
Suponha que se tem

T(v3) =301 +vg—2v3, T(va+wvy)=vy e T(vg+vs+v3)=0y+vs.
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Logo,
T7(0,0,1) =T(v3) = (3,1,-2),

T(07 17 0) = T(UQ) - T(U2 + U3) - T(U?)) = _2U1 — Vg + 2U3 = <_27 _17 2)

T(1,0,0) = T(v1) = T(v; + v + v3) — T(vg + v3) = —v; + v +v3 = (—1,1,1).

Assim:
(i)
T(2Ul — V2 + 3U3) = 2T (Ul) — T (UQ) + 3T (Ug) =

=2(-1,1,1) — (-2, -1,2) + 3(3,1, —2) = (9,6, —6);
(ii)
-1 -2 3

M(T;B%B) =] 1 -1 1
1 2 =2

(iii) Seja B; = B? a base canénica ordenada de R®. Determinemos uma base ordenada By =
{w1,wy, w3} de R? de modo a que a matriz M (T; By; By) que represente T' em relagio a essas bases
B; e B, seja a matriz identidade:

By ={(-1,1,1),(-2,-1,2),(3,1,-2)}.

9. Considere a transformacao linear T : R? — R3 que em relagdo as bases ordenadas B; =
{Ul, Ug} de R2 (§ BQ = {Ul,U27 U3} de R?) com

Uy = (17 1)7 Ug = (27 _1)7 U1 = (1707 1)7 Vg = (17 172)7 Vg = (07 17 _1)7

é representada pela matriz

1 2
M(T;By;By)= | —1 1
3 0

Considere ainda as bases ordenadas B; = {uy,u,} de R? e By = {v},v;,v;} de R® com
up = (1,0), uy=(1,1), v, =(1,0,0), wvy=(1,1,0), vy=(1,1,1).

(i) Tem-se
(-1,2) =(1,1) — (2, -1).
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Logo, as coordenadas do vector (—1,2) na base By sdao 1 e —1. Deste modo, as coordenadas do
vector T'(—1,2) na base By sao dadas por

sy [ L] a1 [[4]-] =

(ii) Tem-se
(—1,2) = =3(1,0) + 2(1,1).

Logo, as coordenadas do vector (—1,2) na base B sdo —3 e 2.
Resolugao alternativa: Tem-se
0 3

uma vez que u; = Ou) +uy, € up = 3u; — uy. Tendo em conta (por (i)) que as coordenadas do
vector (—1,2) na base B; sao 1 e —1, entao as coordenadas do vector (—1,2) na base B3] sao dadas

s ][V A][A]-[F]

(iii) Uma vez que (por (i)) as coordenadas do vector T'(—1, 2) na base By sdo —1, —2 e 3, entéo
T(-1,2) = —(1,0,1) — 2(1,1,2) + 3(0, 1, 1) = (=3, 1, —8).
Por outro lado, tem-se
(—3,1,-8) = —4(1,0,0) +9(1,1,0) — 8(1,1,1).

Logo, as coordenadas do vector T'(—1,2) na base Bj sdo —4, 9 e —8.
Resolugao alternativa: Determinemos a matriz de mudanca de base S&—»B’Q- Tem-se

1 0 -1
Sy, = | -1 -1 2 |,
1 2 -1
uma vez que vy = v — Uy + vy, vy = 0v; — vy + 20; € v3 = —v; + 2y — vy. Tendo em conta que

(por (i)) as coordenadas do vector T'(—1,2) na base By sdo —1, —2 e 3, entdo as coordenadas do
vector T'(—1,2) na base B} sao dadas por

—1 1 0 -1 ~1 —4
Spoom | —2 | =| -1 -1 2 2 1=19
3 1 2 -1 3 -8

(iv) Determinemos uma base para N (T'). Seja u € R? e sejam (a1, az) as coordenadas de u em
relacao a base
By ={(1,1),(2,-1)}.
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Tem-se

ue N(T) & (a1, a0) € N(M(T; By; By))

€ COImMo
1 2 1 2 1 2
NOMT;BiB) =N || =1 1 || =~|]0 3 ||=~[]|03]]={00),
3 0 0 —6 00

N(T)={0(1,1) +0(2,-1)} = {(0,0)}.
Assim, dim N(T') =0 e T ¢é injectiva.

(v) Determinemos uma base para Z (T'). Como {(1,1), (2, —1)} gera R? tem-se
I(T) = LHTA,1), T2, -1)}) =
= L({1(1,0,1) + (1) (1,1,2) +3(0,1,—1),2(1,0,1) + 1(1, 1,2) + 0(0, 1, —~1)}) =
= L({(0,2,-4),(3,1,4)}).
Uma vez que o conjunto {(0,2,—4),(3,1,4)} é linearmente independente e gera Z (1), entao
{(0,2,—4),(3,1,4)}

¢ uma base de 7 (T'), tendo-se dimZ (T") = 2.
Como dimR? = 3, tem-se Z (T') # R3, pelo que T nao ¢ sobrejectiva.

(vi) Determinemos a expressao geral de T', isto ¢, T' (x,y), para todo o (z,y) € R2. Considerando
as bases candnicas de R? e de R3 respectivamente:

Bg = {(170)7 (O’ 1)}> Bg = {(1>070)a (O’ 170)7 (070’ 1)}7

tem-se
M(T; BS;BS’) = SB2AB§M<T; 31;52) (581—433)_1 =

110 12]ry o, [0 3]0 1 -1
— o1 1 —11{1_1]: 21{3_31]:11
1 2 -1 3 0 —4 4 3 3 0 —4
Logo, para todo o (x,y) € R?,
. 1 -1 . T —y
T(x,y)ZM(T;Bf;Bi’)[ ]: 11 { ]: vty | =(@—yr+y —4y).
4 0 —4 | LY _dy

Resolugao alternativa a alinea (v) para encontrar uma base para Z(7T):
Tem-se

I(T) = {T(x,y) D(x,y) € ]Rz} = {(x—y,x—i—y, —4y) : (z,y) € RQ} =
{(z,2,0) + (—y,y,—4y) : (v,y) € R} =

= {z(1,1,0)+y(-1,1,-4) : (z,y) e R*} =

= L({(1717 )7(_1717_4)})
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Como o conjunto {(1,1,0),(—1,1,—4)} é linearmente independente e gera Z (T'), entao

{(1,1,0),(—1,1,—-4)}

¢ uma base de Z (7).
Note que:

L ({(17 170) ) (_17 17 _4)}> =L ({(0727 _4)7 (37 174)}) :

(vii) Tem-se
(RQ7 Bl) M(T"_:il;lﬁ) (RS’ Bz)
Spy—s, L 1 I'| Sp,-5,
R.B) > (R,B))

M(T;B;B,)

Logo,

M(T; B33 By) = Sy, M(T; Bi; Ba) (Sp,—py) = Sppey, M(T; By; B) Sy s, =

1 0 -1 1278 —2 2 13 1 0 —2
— | -1 -1 2 -1 1 3 0| = 6 -3 13 0|~ 1 6
1 2 -1 3 0 —4 4 0 —4

10. Considere a transformacao linear T : R?* — R? definida por
(i) Tem-se

1 1 —1
uma vez que 7'(1,0,0) = (1,1), 7(0,1,0) = (1,1) e T(0,0,1) = (0,—1).

M(T;Bi’;Bf)Z{l Lo }

(ii) Tem-se

N(T) = {(w,y, 2) €R®: T(z,y,2) = (0,0)}
= {(g;,y,z)eR3:(m+y,x+y—2):(070>}:
= {(a:,—m,()) GRSZIEER} =L ({(1,-1,0)}).

Logo, o conjunto {(1, —1,0)} é uma base de N'(T) e dim N'(T') = 1. T néo é injectiva, uma vez que
N(T) # {(0,0)}.

(iii) Tem-se

I(T):{(a:—l—y,x—l—y—z):x,y,zeR}:C([1 _— D — L{(1,1),(0,—1)}).

Como o conjunto {(1,1), (0, —1)} é linearmente independente e como gera Z(T") entao {(1,1), (0,—1)}
é uma base de Z(T') e tem-se dimZ(T) = 2.
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Por outro lado, como Z(T) é subespago de R? e dimZ(T) = dim R? entdao Z(T) = R?, isto é, T
é sobrejectiva.

(iv) O vector (1,0,0) é uma solucao particular da equacao linear
T(x,y,z)=(1,1).
Logo, a solugao geral da equacao linear 7'(x,y, z) = (1,1) é dada por:
{(1,0,0)} + M(T) = {(1 +t,—t,0) e R* : t e R}
(v) Nao existe nenhum vector (a,b) € R? para o qual a equagao linear T'(z,y, 2z) = (a,b) seja
impossivel, uma vez que T' é sobrejectiva.
(vi) Néo existe nenhum vector (a,b) € R? para o qual a equacao linear T'(z,y, z) = (a,b) seja

possivel e determinada, uma vez que T nao é injectiva.

11. Considere a transformagao linear T : R® — R3 cuja matriz M (T; B3; B3) que a representa
em relagao 4 base canénica (ordenada) B2 de R? ¢ dada por

1 2 2
M(T;B5B) =12 1 4
0 0 2
(i) Seja (z,y, z) € R3. Tem-se
x 1 2 2 x
T(z,y,2)=M(T;B5B) |y |=]2 1 4 y | = (z+2y+22,2v+y+4z,22).
z 0 0 2 z
(i) Tem-se
1 2 2 1 2 2
N(T)=N 2 1 4 =N 0 -3 0 ={(0,0,0)}.
00 2 0 0 2

Logo, T ¢é injectiva e dim N (T') = 0.
(iii) Tem-se

Z(T) = {(x4+2y+222x+y+42,22):z,y,2 € R} =
= {I(1727O>+y(2,1,0)+2(2,4,2) 2£L’,y,Z€R}
= L({(1,2,0),(2,1,0),(2,4,2)}).
Como o conjunto {(1,2,0),(2,1,0),(2,4,2)} é linearmente independente e como gera Z(T') entao

{(1,2,0),(2,1,0),(2,4,2)} é uma base de Z(T') e tem-se dimZ(7T") = 3. Por outro lado, como Z(T')
é subespago de R3 e dim Z(T') = dim R? entdo Z(T') = R3, isto é, T é sobrejectiva.
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(iv) Como T'(1,1,0) = T7'(1,0,0) + 7(0,1,0) = (2,1,0) + (1,2,0) = (3,3,0), entdo o vector
,1,0) é uma solugao particular da equagao linear
1,1,0 luca icular d ao li

T(xz,y,2) = (3,3,0).
Logo, a solugao geral da equagao linear T'(z,y, z) = (3,3,0) é dada por:
{(1,1,0)} + M(T) = {(1,1,0)} .

(v) Nao existe nenhum vector (a,b,c) € R3 para o qual a equagao linear T'(x,vy,2) = (a,b,c)
seja impossivel, uma vez que T' é sobrejectiva.

(vi) Nao existe nenhum vector (a,b,c) € R? para o qual a equagao linear T'(z,y, z) = (a,b,c)
seja possivel e indeterminada, uma vez que 1" é injectiva.

12. Considere a transformacao linear T : R3 — R3 cuja matriz M (T'; B; B) que a representa em
relagdo a base (ordenada) B = {vy, ve, v3} de R® com

U1 = (1a171)7 Vg = (1a170)7 Vg = <1a070)7

¢é dada por

M(T;B;B) =

-~ O N =
S =N
DN = DN

(i) Seja A = M(T;B;B). Seja u € R? e sejam
base B. Tem-se

aq, (e, a3) as coordenadas de u em relagdo a

ueN(T) & (1,9, a3) € N(A)

€ COoImo

1 2 2
N(A) =N 2 4 4 =N ={(-2y,y,0) :y e R} = L ({(-2,1,0)}),
00 2

O O =
O O N
N OO

N(T)=L{(-2)(1,1,1) +1(1,1,0) + 0(1,0,0)}) = L ({(1,1,2)}) .

O conjunto {(1,1,2)} é uma base de N (T) pois gera N (T) e é linearmente independente. Assim,
dim N(T) = 1. T nao ¢ injectiva, uma vez que N (T) # {(0,0,0)}.
Como
dim R? = dim M (T) + dim Z(T),
espaco de partida
entao dimZ(T') = 2 e assim Z(T') # R? (pois dim R?® = 3), isto é, T nao é sobrejectiva.
Expressao geral de T

-1

1 11 1 2 2 111 T
T(x,y,z)=|1 10 2 4 4 1 10 y | =
1 00 00 2 1 00 z
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= (82 — 2y — 32,62 — 32,21 — 2).
Calculo alternativo de N (T): Tem-se
N(T) = {(z,y,2) € R®: T(z,y,2) = (0,0,0)} =
{(z,y,2) € R®: (8z — 2y — 32,62 — 32,2z — 2z) = (0,0,0)} =
= {(xy, €R3 z=2r e m_y}
{(
= L({(1,1,2)}).

:ExQx cR?: xER}—

(ii) Quanto ao contradominio:
I(T) = L ({T(1,1,1),T(1,1,0),T(1,0,0)}) =
= L({1(1,1,1) 4+ 2(1,1,0) + 0(1,0,0),2(1,1,1)+
+4(1,1,0) +0(1,0,0),2(1,1,1) + 4(1,1,0) + 2(1,0,0)}) =
= L({(3,3,1),(6,6,2),(8,6,2)}) = L ({(6,6,2),(8,6,2)}) = L ({(8,6,2),(~2,0,0)}).

Como o conjunto {(8,6,2),(—2,0,0)} é linearmente independente e como gera Z(T") entao
{(8,6,2),(-2,0,0)}

é uma base de Z(T') e tem-se dimZ(7T) = 2.
Cdlculo alternativo de Z(7T'): Tem-se

Z(T) = {(8x—2y—3z,60—32,20—2):z,y,2 € R} =
— L({(8,6,2),(~2,0,0), (=3, —3, ~1)}) =
= L({(87672)’(_2’070)}) :C(M(TngaBg))

(iii) E facil ver que (2,4,0) ¢ Z(T). Logo, a equacdo linear T(z,y,z) = (2,4,0) nio tem
solugoes.

(iv) Tem-se 7'(1,1,1) = 1(1,1,1) +2(1,1,0) + 0(1,0,0) = (3,3,1) e assim

1 1 1 1
T T 5y 590 o = _17_17__
373 3 3

1

T (z,y,2) = (—1,—1,——)
3
¢é dada por:

{(m,y, 2) ER® T (2,y,2) = (—1,—1,—%)} = {(-%_%_%)} +N(T) =
:={(—%y—é—%))+s(Llﬂ)useR}.
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(v) Por exemplo o vector (1,0,0) ou qualquer vector (a,b,c) € Z(T), uma vez que sendo T nao
injectiva, sempre que a equacao linear for possivel, ela serd indeterminada.

(vi) Tem-se
T(v1) = (1,1,1) +2(1,1,0) + 0(1,0,0) = (3,3, 1),

T(vs) = 2(1,1,1)+4(1,1,0)+0(100) (6,6,2)

e
T(vs) = 2(1,1,1) +4(1,1,0) +2(1,0,0) = (8,6,2).
Logo,
T(1,0,0) = T(v3) = (8,6,2),
T(0,1,0) = T(vg) — T'(v3) = (—2,0,0)
e
T<Oa 0, 1) = T(Ul) - T(UZ) = (_3a -3, _1)
Assim,
8 —2 -3
M(T;B5B) =6 0 -3
|2 0 -1
e deste modo, para (r,y,z) € R?,
x| 8§ —2 -3 x
T(r,y,2)=M(T;B5B) |y | =6 0 =3||y|=
z | 2 0 -1 z

= (8 — 2y — 32,62 — 32,2z — 2).

13. Considere a transformacao linear T : R?® — R? definida por
T(a:,y,z) = (l‘+y—|—2,$+2y—42,2)-

(i) Tendo em conta que 7'(1,0,0) = (1,1,0), 7(0,1,0) = (1,2,0) e T7(0,0,1) = (1,—4,1),
tem-se

1 1 1
M(T;B:B)Y=|1 2 —4
00 1
que representa T em relagao & base canénica (ordenada) B2 de R?
(ii) A matriz M (T; B2; B2) ¢é invertivel pois
1 1 1 1 1 1
M(T;B:BY=]112 —4| =01 -5
00 1 00 1

Logo, T' é injectiva e como tal invertivel, tendo-se
(M(T; B3 B2)) ™ = M(T™; B B?).
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Determinemos (M (T; B%; B%)) ™.

11 1 | 100 11 1 ] 1 00
(M(T;B58B) I = |12 -4]010|—-]01-5]-110]|=
(00 1 | 001 00 1 | 0 01
(11 01] 1 0 -1 100 | 2 -1 —6
- l010] -11 5 |—=|010] -1 1 5
001 0 0 1 001] 0 0 1
Logo,
2 -1 —6
(M(T;B5B2) "= | -1 1 5
0 0 1
e como tal, para (x,vy, z) € R3,
T 2 -1 -6 T
T,y 2) = (MT:BEB)) |y | =] -1 1 5 y | =
z 0 0 1 z

=2r—y—6z,—x+y+5z2).
Observagao: T-'oT =T o T~ = I. Isto é, para qualquer (z,y, z) € R?,
(Til o T) (.1', Y, Z) = (T © Tﬁl) (iL’, Y, ’Z) = (Q?, Y, Z):
como se pode ver:
(T oT) (@y.2) = T (T(@y,2) =T (@ +y+20+2 —4z,2) =
= 2o0+2y+2z—r—2y+42—6z,—r—y—z+x+2y—4z+5z2,2) =
= (z,y,2);
(T o T_l) (r,y,2) = T (T_l(x, Y, z)) =T2r—y—6z,—cv+y+5z,2) =
= 2e—y—6z—z+y+5z+22r—y—62—2x+2y+ 10z —4z,2) =
= (x,y,2).
Demonstracgao alternativa da injectividade de 7. Tem-se
N(T) = {(x,y,z) ER:T(x,y,2) = (0,0,0)} =
= {(x,y,z) ER}: (z+y+z,24+2y—42,2) = (0,0,0)} =
{(0,0,0)}.

Logo, T' é injectiva.

(iii) Sendo T injectiva, como os espacos de partida e de chegada tém a mesma dimensao, entao
T é sobrejectiva. Logo, T é linear e bijectiva, isto é, T" é um isomorfismo.

(iv) Tem-se

T(r,y,2) = (1,1,2) & (v,y,2) = T7'(1,1,2) = (~11,10,2).
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Logo, a solugao geral da equagao linear T'(z,y, z) = (1,1,2) é: {(—11,10,2)}.

= {lo o) [0 o] [V ][0 1]}

a base candnica (ordenada) de My 2(R). Considere a transformacao

14. Seja

T : Maya(R) = May2(R) definida por T(X) = AX — XA, com A= [ _01 (1) ] :

(i) Sejam X, X1, Xy € Myyo(R) e A € R. Tem-se

T(X;+ X)) = AXi+Xo) — (X1 + Xp)A=AX + AXy — X1A — XoA =
= AX; — X1A+ AXs — Xo A =T(X1) + T(X2)

TAX) =AMX) — (A X)A =) (AX — XA) = \T(X).
(ii) Seja [ CCL Z } € Moy o(R). Tem-se

A R M S | B o

Logo, a expressao geral de T é dada por:
a b | btc d-a
T({c d})_[d—a —b—c}'

(iii) Tem-se

0 1 1 0

L R2X2, 1R2X2\ —1 0 0 1
M(T,BC ’BC )* _1 O 0 1 )

0O -1 -1 0

uma vez que



(iv) Tem-se

JWﬂ:{X:{ZZ}EWQAMNHM:[g8]}:

AL e ereamener=n ({0 V] [ o))

Logo, dim N (T') = 2. Como N (T') # { [ 8 8 } } entdo T ndo é injectiva.

(v) Atendendo a que dimN(T) = 2 e dim May2(R) = 4, entdo dimZ(7) = 2. T nao é
sobrejectiva uma vez que Z(7') # May2(R). Determinemos uma base para Z(7'). Tem-se

zr) = {100:x= | ¢ )] e Muat®)] -

- {Liiz 4;1]6A@w®%aﬁadeR}:
({8 e ST T
:L<H H?éﬂ)-

Como o conjunto } { } } gera Z(T) e é linearmente independente, entdao é uma

base de Z(T).

15. Considere as transformacoes lineares 77,75 : R? — R? definidas respectivamente por
Ti(z,y) = (z+y,x—y) e Tp(z,y)=(2z+y,z—2y).

(i) Tem-se
M(Ty; B% B2) = [ b }

M (Ty; B B2) — { 21 ]
uma vez que 71(1,0) = (1,1), 71(0,1) = (1,—-1), T5(1,0) = (2,1) e T»(0,1) = (1,—-2).

(ii) A matriz M (T o T1; B?; B?) que representa Ty o T} em relagio a base canénica (ordenada)
B? de R?, ¢ dada por

M(TyoTy; B3 B%) = M(Ty; B B M(Ty; B> B?) =
o [2 1 1 1] [3 1
Tl =21 —1| | -13]|
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(iii) Tem-se, para qualquer (z,y) € R?

c? c

(Tyo Ty)(z,y) = M(TyoTy;B% B { ) ] —

_ {_31 ;] [ﬂ = 3z +y,—x + 3y).

(iv) Tem-se, para qualquer (z,y) € R?
Tl('ray) = (T1782 82) |: y :| =

[ A

Ty(z,y) = M(Ty;B%B?) { ) } —

_ H _121 [ﬂ (2 +y,x—2).

Logo,
(Ty o Th)(w,y) = Ta (Th(w,y) = Ta(z + y, 2 —y) =

=2x+2y+x—y,x+y—2r+2y) =Br+y,—x+ 3y).
(v) Tem-se

N(T) = {(z,y) €eR*: T(z,y) = (0,0)} = {(2,9) € R?: (z +y,z —y) = (0,0)} = {(0,0)}

N(Tz) = {(z,y) € R* : T(w,y) = (0,0)} = {(v,y) €R*: 2z +y, 2 —2y) = (0,0)} = {(0,0)}.
Logo, T} e T5 sao injectivas e como tal sao invertiveis.
(vi) Tem-se entao

-1

(M(Ty; BZ; 62)) =M(T7 B2 B2) e (M(IyB2B2) = M(Ty ' B2 BY)

Determinemos (M (Ty; B2 B2)) ™" e (M(Ty: B2 B2)) ™

e - 141303 440
Slas el e
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[M(T5; B3 B:) [ 1] = [f 4 I 0 (1)]*{(2) —;/2 I —11/2 HH

S A Y P R oA

Logo, a1 2, 8) [1/2 1/2 ] e (M(TyB%:B2)™ [??g _12//55}

1/2 —1/2
1 ][] Geeanar-a)

A M EEE]

(T1_10T2_1) (xvy) = Tll(T21( z,y ))
_ 1 (2 L1 2
= I (5x+5y’5 5y)_
3

S
10" 10%)
(vii) Tem-se

M((TzoTh) ™ B2 B2) = M(Ty o Ty 'y B2 BY) = M(Ty s B2 B)M(Ty ' B2 B2) =

2. p2v) 1 2 a1 [ 1/2 172 7[2/5 1/5 3/10 —1/10
= (M(T; B3 B)) - (M(T5; B2 Bc)) [1/2 —1/2} [1/5 —2/5}:{1/10 3/10 ]

De facto,

M((Tyo T) B2 BY) = [%8 —31//1%)0} _ ({_31 ;)Dl (M(Ty 0 Th; B2 B2) !

e como tal, para (z,y) € R?,

1) = (rri s )|

Ty ) = (M BE8) | 7

e finalmente

(viii) Tendo em conta (vii) tem-se

1 [ 3/10 —-1/10 | _ (3 1 1 3
(oo Th)™(wy) = { 1/10 3/10 ||y |~ \10" 1010 " 10Y)
Logo, como seria de esperar,

(TQ © Tl)_l(xv y) = (Tl_l © T2_1) (fL',y)

16. Seja A = M (T; 8% B2). Como A = ; ‘1)

Logo, se a equagao linear T'(x,y) = (1,2) tiver solugdo, ela é unica. Como C (A) =Z (T') e uma vez

é invertivel, pois det A = 1 # 0, T é injectiva.
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que [ ; } € C (A) pois: [ ; } =1 [ ; } +0 [ [1) 1, entao (1,0) é a solugao unica da equagao linear

Resolugao alternativa da equacgao linear T'(z,y) = (1,2):
Como A é invertivel, T' é invertivel e

T(g;,y>:(1,2)@(@@,):?1(1,2):A—l{H :{_12 ﬂ [H _ [H

17. Tem-se M (Ty;B%B) =1 0 ], pois 71 (1,0) =1 e T3 (0,1) = 0. Logo

M (Ty o T1; B2 B2) = M (Ty; B3 BY) M (Ty; B2 B,) = {H (1 0]= {(1) 8}

e assim N(Ty0oTy) = N(M (Ty o T1; B3 B2)) = N <[ (1) 8 ]) = L({(0,1)}). Pelo que {(0,1)} &
base de N (T o T1), uma vez que {(0,1)} ¢ linearmente independente e gera N (T o T}).

18. Como M(T; By; By) — { - ] tem-se T(1,0,1) = 1(1,1) — (0,1) = (1,0),

7(0,1,1) =0(1,1) +0(0,1) = (0,0) e 7'(1,0,1) = 1(1,1) — (0,1) = (1,0). Por outro lado, como
By = {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)} gera o "espago de partida" R3, tem-se
Z(T)=L({7(1,0,1),7(0,1,1),7(0,0,1)}) = L ({(1,0)}).

Pelo que {(1,0)} é base de Z (T'), pois (1,0) é linearmente independente e gera Z (T').

Tem-se dimZ (T') = car (M (T;B1;B,)) = car ([(1) 8 é]) = 1. Como Z(T) # R? pois

dimZ (T) =1 # 2 = dim R?, entao T nao ¢ sobrejectiva.

19. Considere a transformacao linear 7} : R* — R? definida por Ty(z,y,2) = (2o + y,y +
2z). Considere ainda a transformacao linear T, : R? — R3 cuja representagao matricial em
relagao a base (ordenada) B = {(2,1),(1,2)} de R? e a base canénica B2 de R? ¢ dada pela matriz

2 1
M(Ty;B;B) =11 1
1 2

N(Ty) = {(x,y,z)G]R?’:Tl(x,y,z):(0,0)}:{(x,y,z)E]R?’:(2:U+y,y—|—2z):(0,0)}:

= {(:B,y,Z) ER*:x=2= —%} = {(—%,%-%) IZUGR} =L({(1,-2,1)}).

O conjunto {(1,—2,1)} gera N (T1) e é linearmente independente, logo é uma base de N'(T7). Tem-se

dmN(Ty) =1 e dimN(Ty)+ dimZ(Ty) = dimR?,
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e assim dim Z(7T}) = 2. Logo, como Z(T}) é um subespago de R? e dimZ(7}) = dimR? = 2, entao
Z(Ty) = R? e assim, T} é sobrejectiva.

(ii) Como B = {(2,1),(1,2)} gera o "espago de partida" R?, tem-se
I(T2) =L ({TQ(Z? 1)7T2<17 2)}) =L ({(27 L, 1) ) (17 1, 2)}) .

Como o conjunto {(2,1,1),(1,1,2)} gera Z (T3) e é linearmente independente, entdo é uma base de
T (T3).
Tem-se
dimZ (T3) =2 e dimN(Ty) +dimZ (T3) = dim R?,

e assim dim NV (7y) = 0. Logo, T» é injectiva.
(iii) Tem-se

-2 1
5 —1
0

—_
M

5 -1 —
3 1 —3Ly+Ls—Ls

[\
[
N = =
o O =

—_
—_
oo

] —2L1+L2—>L2
—L1+L3—Ls
logo o conjunto {(1,—2,1),(2,1,1),(1,1,2)} gera N (T1) + Z(T3) e é linearmente independente,
entao é uma base de N(Ty) +Z(T: )

Logo, como N(Tl) Z(Ty) & um subespago de R? e dim (N (T}) + Z(T3)) = dimR3 = 3, entdo
N(T) +I(Tz) =

Tem-se

dim (NV(T1) N Z(T3)) = dim N(T1) + dim Z(T3) — dim (N(T1) + Z(Tp)) =1 +2 — 3 = 0.

(iv) Como (1,0) = ;(2, 1) — 1(1,2) e (0,1)= —%(2, 1) + 2(1,2), tem-se

3
2 1 2 1

0 = T (520 -300), 5 SRe) - yn) -

2 1 4 2 2 1 1 2 1

— Z211)--(1,1,2)= (222 o =) = (1,50
s2an-3012=(5.5.3)+ (-5-5-3) = (13:9)
(§]

501 = B(-t21+20,2) = -inei)+ina2) -
2\ o 2 3 ’ 3 ’ TéEnear 32 ’ 32 ’ -

1 2 2 1 1 224 1
= -2 LD)+2(,12)=(-2,-2,-= 222 =021
3(77)+3<77) (37 37 3)+(37373> (737)

Logo, a matriz M (Ty; B?; B®) que representa T, em relacao as bases canénicas B2 e B2 de R? e R3
respectivamente, é dada por

1 0
M(Ty;B%B) = | 1/3 1/3
0 1
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(v) A matriz M(T}; B3; B?) que representa T} em relagao as bases canénicas B2 e B> de R? e R?
respectivamente, é dada por

M(Ty: B B?) — {2 1 0}

01 2

uma vez que

T1(1,0,0) = (2,0), T3(0,1,0) = (1,1) e Ti(0,0,1) = (0,2).

Logo, a matriz que representa T} o Ty em relagao a base canénica B? de R? ¢ dada por

I 0
M(Ty o Ty; B2 B2) = M(Ty; B B)M(Ty; B2 B) = {3 ! 3] /3 173 ng %3]

Logo, tem-se

e[ 1

7/3 1/3

/3 7/3 ] é invertivel, a solucao geral da equagao (T} o Ty)(x,y) =

Assim, como a matriz [

(3687 e du
HEEE AR EE S AR}

20. Considere a transformagcao linear Ty : R? — R? definida por Ti(z,y) = (2x + v, 0,z + 2y).
Considere ainda a transformacao linear 75 : R® — R? cuja representacio matricial em relacao
a base (ordenada) B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} de R? e a base canénica B? de R? ¢ dada pela
matriz:

M(TQ;B;BD:[ Lot }

-1 1 -1

1,0) — T5(1,0,0) = (—=1,1) — (1 ~1) = (-2,2).
) —T(1,1,0) = (1,-1) = (=1,1) = (2, -2).

(ii) Tem-se

I(Nh) = {Ti(z,y): (z,y) eR*} = {20+ 9,0,z 4 2y) : (zv,y) e R?*} =
= {2(2,0,1) +5(1,0,2) s 2,y € R} = L({(2,0,1), (1,0,2)}).

Como o conjunto {(2,0,1),(1,0,2)} gera Z (17) e é linearmente independente, entao é uma base de
Z(Ty).
Como dimZ(T}) = 2 < 3 = dimR? entao Z(T1) # R? e assim, T} ndo ¢ sobrejectiva.

(iii)
vormssey =~ ([ L5 L) = (0 3 o)) -
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= {(y - Z?ZJVZ) HETRRAS R} = L({<17 170)7 (_1707 1)}) :

Como os vectores (1,1,0) e (—1,0, 1) s@ao as coordenadas na base BB de vectores que geram o niicleo

de T5, tem-se
1(1,1,1) + 1(1,1,0) + 0(1,0,0) = (2,2,1)

—1(1,1,1) 4 0(1,1,0) + 1(1,0,0) = (0, =1, —1)

Como o conjunto {(2,2,1),(0,—1,—1)} gera N (T3) e é linearmente independente, entdo é uma base
de N (Ty). Como N (Ty) # {0} entdo Ty nao é injectiva.

(iv) Pela definigao de M (Ty; B; B?) tem-se Ty (1,0,0) = (1,—1). Atendendo & alinea a), tem-se
T5(0,1,0) = (—2,2) e T»(0,0,1) = (2,—2). Logo, a matriz M (Ty; B3;B?) que representa Tp em
relagao as bases canénicas B2 e B? de R? e R? respectivamente, ¢ dada por

M(Tz;rss;si):[ L2 2 ]

-1 2 =2

Por outro lado, como Tj (1,0) = (2,0,1) e T3 (0,1) = (1,0,2). Logo, a matriz M (Ty; B% B2) que
representa T em relacdo as bases canénicas B2 e B2 de R? e R? respectivamente, ¢ dada por

M(Ty; B2, B2) =

e \)
N O =

Logo, a matriz que representa T, o T} em relacdo & base canénica B? de R? ¢ dada por

1 -2 2 21 4 5
M(Ty 0 T1; BY; B) = M(Ty; B B2)M(Th; B2 B) = { N } 00| = { 4 _5 } :
1 2

Logo, tem-se
(Ty0Th) (w,y) = { —44 —55] [:C]

e assim,

(T2oT1)(x,y):(—l,1)<:>{_44 _55] {ﬂ :[‘”.

A solucao geral de (15 0 T7) (z,y) = (—1,1) é dada por:

- 4 5 )[x]_[1 ; Lo
(Solugao particular de [_4 _5] [y] = { 1 ])—I—(Solu@ao geral de {_4 _5} {y} = [

1 _
Como o vector <_Z_l’0> ¢ uma solugao particular de [ _4 g } { v } = [ L } e

(L 5D Al o) -+ E))
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entdo, a solugao geral de (Ty 0 Ty) (z,y) = (—1,1) é dada por:
1 4 5 1 )
(-30) (| 4 2% |) ={(-50) 5 (-51) sser).

21. Considere a transformacao linear T : R?* — Ps definida por
T(1,1,-1)=2+2t* T(1,-1,1)=—t—t> e T(-1,1,1) =2+t +2t* + 1>

(i) Determinemos a expressao geral de T', isto é, determinemos 7'(x, y, z) para qualquer (z,y, z) €
R3.
Seja (z,y, z) € R3. Como {(1,1,—-1),(1,—1,1),(—1,1,1)} gera R3, existem escalares a, 3,7 € R
tais que
(x,y,2) =a(l,1,-1)+ (1, -1,1) + y(—1,1,1).

Atendendo a

1 1 -1 2 1 1 -1 ] = 1 1 -1 ] =
1 -1 1 |y|—-10 -2 2 | y—-2a|—{0 -2 2 | y—z/|,
-1 1 1 | =z 0 2 0 | z+4= 0 0 2 | y+z
tem-se
()
a=—(r
a+f—y=x % Y
—2+2y=y—2 & B==(z+2)
2y=y+z f
7:§(y+z)~
Logo

(x,y,2) = %(x-HJ) (1,1,-1) +%(:E—I—z) (1,-1,1) —f—%(y—l—z) (—1,1,1),

e assim, como 1" ¢ linear,

T(x,y,2) = % (x4+y)T(1,1,-1) + % (x4+2)T(1,-1,1) + % (y+2)T(-1,1,1) =

1 1 1
=@+ @+20) + S (@+2) (=) + S W+2) 2+t +27+1) =
1 1
:x+2y+z+§(y—m)t+(:p+2y+z)t2+§(y—x)t3.

(ii) Tem-se
N(T) ={(z,y,2) €eR*: T(z,y,2) =0} =

1 1
:{<x’y’z)€R3:x+2y+z+§(y_x)t+<f”+2y+z>f2+§<y—x)t3:o+0t+0t2+0t3}:
3 1
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:{(Ql,y,Z)ERSI;U:y € Z:_3y}:{y(171>_3)€R3yER}:L({(17L_3)})
Logo, o conjunto {(1,1,—3)} é uma base de N'(T) e dim N'(T') = 1. T néo ¢é injectiva, uma vez que
N(T) #{(0,0,0)}.

(iii) Determine, se possivel, uma base para o contradominio Z(T'). Determine a dimensao de
Z(T). Diga se T & sobrejectiva.
Como {(1,1,—1),(1,-1,1),(=1,1,1)} gera R3, tem-se

Z(T)=L({Tr(1,1,-1),7(1,-1,1),T(-1,1,1)}) = L ({2+26*, —t — >, 2+ t + 2t + £*}) .

Como:
2 0 2 2 0 2
0 -1 1 0 -1 1
20 2| o 0 o0
0 -1 1 0 0 0

entao o conjunto {2 + 2t%, —t — t3} ¢ linearmente independente e gera Z(T'), sendo assim uma base
de Z(T).

Logo, tem-se dimZ(T") = 2.

Por outro lado, como Z(T') é subespaco de P3 e dimP3; = 4 entdo Z(T') # Ps, isto é, T nao é
sobrejectiva.

(iv) Atendendo a ter-se

T(1,1,-1)=2+2t* T(1,-1,1)=—t—t> e T(-1,1,1) =2+t + 2% + 1>

1 1
1+t+ 2+ =24+1+20 48 —=(2+26°) =T(-1,1,1) - =T(1,1,-1) =
N ~~ d QH,_/ 2

T & linear

=T(=111) = T(1,1,-1)

=T ((—1,1,1) - %(1,1,—1)) =T (—2%%) :
(<313

— 5155 5) ¢ uma solugao particular da equacao linear T'(z,y,2) = 1+t + t* + 3.
Como, a solugao geral de T'(z,y,2) = 1+t + 2 + t3 ¢ dada por:

(Solugéo particular de T'(z,y,2) = 1+t +t* + t3) + (Solugao geral de T'(x,y, z) = 0)
e como a solugao geral de T'(z,y, z) = 0 é dada por
N(T) = {(2,y,2) € R*: T(w,y,2) = 0} = L({(1,1,-3)})

entao, a solugao geral de T'(x,y,2) = 1+t +t* + 3 ¢ dada por:

(—g, %g) L1, -3)}) = {(-% % g) +s(1,1,-3): s € R}.

22. Seja A € R. Considere a transformacaio linear Ty : R* — P, definida por

Th(z,y,2) =2 —y+ Ay — x)t + at’.
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(i) Tem-se
N(Ty) = {(x,y, 2) €R®: Th(z,y,2) = O} =
={(z,y,2) ER* 1z —y+ A(y— )t +at> =0+ 0t + 0 + 0£*} =
={(z,y,2)€ER’: 2=y e (y=z ou A=0) e =0} =
:{(O,y,z)ERgzz:y e (y=0 ou )\:O)}:

{(0,0,0)} se A#0 {(0,0,0)} se A#0

{y(0,1,1)eR3:y e R} se A=0 L{(0,1,1)}) se A=0

Logo, se A = 0 entao {(0,1,1)} é uma base de N (T}) e assim Tj nao é injectiva.

0 se MN#0
1 se A=0.

Logo, como N (Ty) = {(0,0,0)}, para todo o A € R\ {0}, entdao Ty ¢ injectiva, para todo o A\ €

R\ {0}.
(ii) Seja (z,y, z) € R?, tem-se
Tz, y,2)=z—y+ Ay —a)t+at’ =z4+z(-M+1*) +y(-1+ )
Logo,
(1)) = {T\(z,y,2) : (z,y,2) e R*} = {4+ 2 (-M+ ) +y(-1+ ) :z,y,2 € R} =

L{1, =X+, -1+X}) se A#£0
=L({1,-X+ -1+ M}) =
L{1,#*}) se A=0

Se A\ # 0 entdao o conjunto {1, —At +t*, —1 + At} ¢ linearmente independente e gera Z (7)),
sendo assim uma base de Z (75).
Se A = 0 entao o conjunto {1,¢*} ¢ linearmente independente e gera Z (Tp), sendo assim uma
base de Z (Ty).
Logo
3 se A#0
dimZ(T)) =
2 se A=0.
Como Z (7)) ¢ um subespago de Ps e neste caso (A # 0) dimZ (7)) = dim P,, entao Z (1)) = Pa,
isto é, Ty é sobrejectiva se A # 0.
Se A =0, como Z (Ty) # Ps, Tp nao é sobrejectiva.
Note que: para todo o A € R,
dim R? = dim N (Ty) + dim Z(TY),

~—~
espaco de partida
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(iii) Considere A\ = 0 e resolva a equacao linear Ty(z,y, z) = 1 + t2.Atendendo a ter-se
To(1,0,1) =1+ 2

entao (1,0, 1) ¢ uma solugao particular da equagao linear Ty(x,y, z) = 1 + t.
Como, a solugao geral de Ty(x,y, z) = 1+ t* é dada por:

(Solugéo particular de Ty(z,y,2) =1+ t2) + (Solugao geral de Ty(z,y,z) = 0)
e como a solugao geral de Ty(z,y, z) = 0 é dada por
N(Ty) = {(@.9.2) € B Ty, ,2) = 0} = L({(0,1, 1))
entao, a solucgao geral de Ty(z,y,z) = 1 + t? é dada por:

(1,0,1) + L ({(0,1,1)}) = {(1,0,1) + 5(0,1,1) : s € R}.

23. Considere o espago linear Py dos polinémios reais de varidvel real e de grau menor ou igual
a 2. Considere a transformacao linear T': Py — P definida por

T(p(t)=p)—2p(),
onde p' (t) é a derivada de primeira ordem de p (t).
(i) Seja p (t) € Py. p(t) = ag + art + ast?, com ag, ar, as € R. Tem-se
T (ao + art + ast®) = (ag + art + a2t2)/ — 2 (ag + art + ast?) =

=a; + QCLQt — 2&0 — 2a1t — 2a2t2 = —2a0 +ap + (2&2 — 2&1)t — 2a2t2.

Logo, a expressao geral de T : Py — P, & dada por:

T (CLO + alt + a2t2) = —2&0 + a1 + (2(1,2 — 2(11) t— 2(1,2t2.

(ii) Seja B = {1,t,#?} a base canénica (ordenada) de P,. Determinemos a matriz M (T; B; B)
que representa 1" em relacao a base B.

Como
T(1)=0—-2=-2, T(t)=1-2, T(t*)=2t—2t
tem-se
-2 1 0
M(T;B;B)=1| 0 -2 2
0 0 -2

(iii) Como a transformacao linear 7' : Py — Py ¢é invertivel, pois M (T'; B; B) ¢é invertivel entao
T ¢ linear e bijectiva, isto é, T' ¢ um isomorfismo. Sendo 7" um isomorfismo, 7! também é um
isomorfismo.

Seja p (t) € Pa. p(t) = ag + ait + ast?, com ag, ay,as € R.
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Tem-se

—%p () — ;lp' () — %p" (1) —% (a0 + art + ast?) — i (a1 + 2ast) — %2@ _
= —%CLO — ial — iaz + (—%al — %CQ) t— %ﬂ (*)
€
ao 2 1 071 'Ta
(M(T;8;B) " | an | =] 0 -2 2 a; | =
Qs 0 0 -2 Qo
r el I
= 0 —3 ~2 a; | = —§a11— 502
0 0 —3 Qs —5as
Logo

_ 1 1 1 1 1 a
T (p(t) = 500 T 01— 0 + (—§a1 - 5@2) t— Eth ()

Atendendo a (*) e a (**) conclui-se que a expressao geral do isomorfismo 7! ¢ dada por

T p (1) ==5p () = 3¢ (1) = 30" (1)
para todo o p(t) € Ps.
(iv) Tem-se
PO-20) = -3 e THO) == e =T (2-3)) -
— =5 (-3 - {2230 (-3) - g 2(-3) (-3) =3 + 5t - 3
Logo, p(t) = —% + gt — th ¢é a unica solucao da equacao diferencial linear

pt)—2p(t)=(2-31)".

24. Considere o espaco linear P, dos polinémios reais de variavel real e de grau menor ou igual
a 2. Considere a transformacao linear T': Py — P definida por

T(p(t) =t*p"(t) = 2p(t),
onde p” (t) é a derivada de segunda ordem de p (t).
(i) Seja p (t) € Py. p(t) = ag + art + ast?, com ag, ar, as € R. Tem-se
T (ag + art + ast?) = * (ag + art + ast?)” — 2 (ap + art + ast?) =

= t22a2 — 2(1,0 — 2&12& — 2a2t2 = —26L0 — 2(1115.
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Logo, a expressao geral de T : Py — Py é dada por:

T (CLO -+ alt -+ a2t2) = —2a0 — 2CL1t.

(ii) Seja B = {1,t¢,#*} a base canénica (ordenada) de P,. Determinemos a matriz M (T; B; B)
que representa T em relacao a base B.

Como
T(1)=0-2=-2, T(t)=-2t, T(*) =22-2=0
tem-se
-2 0 0
(T; B; B) 0 -2 0
0O 0 0
(iii) Uma base para N (T):
Como
-2 0 0
N (M(T;B;B)) =N 0 =2 0] |=L{(001)}),
0 0 O
entao
N(T) = {CL[) + alt + a2t2 S PQ . (ao,al,&g) 0 O 1 } L ({tz})

Como {t?} ¢ uma base de N (T'), dim N (T') = 1. Logo, T nao ¢ injectiva, uma vez que dim N (T') #
0.

Resolugao alternativa para encontrar uma base para N (7T):

N(T) = {a0+a1t+a2t2 € P, :T(a0+a1t—|—a2t2) :0} —

= {ao + ait + ast® € Py : t22a5 — 2 (ao + a1t + a2t2) = 0} =
{ao + ayt + ast? € Py : —2a9 — a1t = O} =
= {a0+a1t+a2t2€732:a0:0ealzo}:L({tQ}).

Como {t*} é uma base de N (T), dim N (T) =
Uma base para Z(T):
Como {1,t,1?} gera P,, tem-se
T(T) = L({T(1).T®),T (#)}) = L({-2.-2t,0}) = L({-2,-2t}).

Uma vez que o conjunto {—2, —2t} ¢ linearmente independente e gera Z (T'), entao {—2, —2t} ¢ uma
base de Z (T), tendo-se dimZ (T') = 2.
Como dim Py = 3, tem-se Z (1) # P», pelo que T nao é sobrejectiva.

(iv) (a) Resolva, em Py, a equagao diferencial linear t2p” (t) — 2p (t) = 2 — t.
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Como

2 -2 0 0
-1 | eC(M(T;B;B)) =C 0 -2 01|,
0 0 0 0
uma vez que
2 -2 0 0] [-1
-1|=|0 =20 |,
0 0 0 0 0

entao —1 + %t ¢ uma solucao particular da equacao diferencial linear
2" (t) —2p(t) =2 —t.
Como a solugao geral de t2p” (t) — 2p (t) = 2 — ¢ ¢ dada por:
(Solugo particular de t*p” (t) — 2p (t) = 2 — t) + (Solugdo geral de t*p” (t) — 2p (t) = 0)
e como a solugao geral de t?p” (t) — 2p (t) = 0 é dada por
N(T) =L ({¢*}),

entao a solugao geral de t*p” (t) — 2p (t) = 2 — t ¢ dada por:

—1—|—%t—|—L({t2}):{—1+%t+at2:a€R}.

(b) Resolva, em P, a equagao diferencial linear 2tp’ (t) — 2p (0) =2 —¢.

Seja Ty (p (1)) = 2tp’ (t) — 2p (0), em que p (t) = ag + at + ast?, com ag, ar, as € R.
Logo

Ty (p (1)) = 2tp' () — 2p (0) = 2t (ay + 2ast) — 2a9 = —2ag + 2a,t + 4ast®

Como
-2 00
M(Tu:B;B)=| 0 2 0],
0 0 4
uma vez que Ty (1) = =2, Ty (t) = 2t, Ty (t*) = 4¢*, onde B = {1,t,t*} ¢ a base canénica (ordenada)
de 7)2
Logo
ao 2
20p (1) = 2p(0)=2—-t & T1(p(t) =2—t & M(T;B;B)|a; | =] -1 | &
a9 0
Qo 2
A ar | = (M(Ty; B;B)™" | —1
M(T1;B;B) ¢ invertivel
(05} 0
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ag -2 0 0 2 -3 00 2 ~1
Sla|=]0 20 ~1|l=l0 Lto|]|-1]=]-1
ay 0 0 4 0 0 0 5 0 0

Isto ¢, a solugao geral de

Verificagao:

1 1) 1 1
Ty (-1—=t)=2t(-1—=t) —2(—-1-20)=2t(—-= 2 =92t
(g = (g 2 (o) <o (g) v2 2

Nota importante: Como
dim N (T3) = dim N (M(Ty; B;B)) =0
entao T é injectiva e tendo-se

dim R? = dim N (T}) + dim Z(T}) = dim Z(T1),

espaco de partida
entao Z(T)) = R?, isto &, T} & sobrejectiva e uma base para Z(T}) é por exemplo
B={1,t}
a base candnica (ordenada) de Ps.

Cailculo alternativo de uma base de Z(7):
Seja p (t) = ag + a1t + ast?, com ag,ay,a; € R. Como

Ti(p(t) =T1 (ao +ait + a2t2) = 2tp’ (t) — 2p (0) = —2ag + 2a,t + 4ast®

entao
() ={Ti (p(1)) : p(t) € P} = L ({—2,2t,4t*}).
Como {1,t,t*} gera P, tem-se
(1) = LT ), T ), T(#)}) = L({-2,2t,4¢"})

e sendo o conjunto {—2,2t,4¢*} linearmente independente entao

{—2,2t,4¢%}
¢ uma base de 7 (T}), tendo-se
dim R? = dim N (T}) + dim Z(Ty) = dim A (T}) + 3 & dim N (T}) = 0,

espago de partida

isto é, T é injectiva.
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25. Seja U o subespago das matrizes simétricas de Mays (R), isto &,
U= {AEMQXQ(R) :A:AT}.
Considere a transformagao linear 1" : U — U definida por

T(A)=AB+ BA
01
comB:{1 0].
. . a b
(i) Seja [ b c} € U, com a,b,c € R. Tem-se
Tab_ab 01+01 a b| | 20 a+c
b c|) |b c 10 10 b c| |a+tec 2b
Logo, a expressao geral de T': U — U ¢é dada por:
a b | 2 a+c
T({b c]>_{a+c 2b }

(ii) Determinemos uma base para U e a matriz que representa 7' em relagao a essa base.
Seja A € U. Tem-se

a b 10 0 1 0 0
‘4:[5 c] {0 0}+b[1 0}+C{o 1}
com a,b,c € R. Como o conjunto
10 0 1 0 0
s={Lo ol [T [0 1]}
gera U e é linearmente independente, entao B é uma base de U. Por outro lado, como
(10 _[ro]fo1 Lo pfro)_fo ]
0 0 00 [1 O 10 00| |1 0]
1 0]
-ols o)1 ]olo }
01 0 11][0 1
r(lvol) - [ral[t ]+ [T alld
1 0]
= 2[0 0_+0[ }—FQ{
00 00][0 1
(o)) - o8] ol-[d }

1 0]
= 0[0 0_+1{ ]+0




entao a matriz que representa 1" em relacao a base B é dada por:

0 20
M (T;B;B) = [ 0 ]
2

1 1
0 0

DN([ ])L({(L&l)}),
entao
a b

N(T):{A: { ’ C} eU:(a,b,c>eL({(1,o,—1)})}:L({[é _01 H)

Como (1) _01 é uma base de N (T'), dim N (T) = 1. Logo, T nao é injectiva, uma vez que

dim N (T) # 0.

(iii) Uma base para N (T):
Como

S = O
N O DN
O = O
o O =
S N O
o O =

N(M(T;B;B))N({

Resolugao alternativa para encontrar uma base para N (7):

N(T) = { ::Z i:eU:T(A):[g 8]}:
e P R P B e P
- {a=ln e 2= [0 o )b -
= {A::Z i_eU:%:o e a+c:0}:
KR R S (I DA (ks )]

Como { } ¢ uma base de N (T'), dim N (T) = 1.

1
0 -1
Uma base para Z(7):

(10 0 1 00
Como{_O O]’[l 0 ’[O 1}}geraU,tem—se

|

s = a({r([2 ) (2 )+ (4D
([ E -

B




Uma vez que o conjunto { { (1] (1) } , [ (2) (2) } } é linearmente independente e gera Z (T'), entao

01 2 0
1 0710 2
é uma base de Z (T'), tendo-se dimZ (T") = 2.
Como dim U = 3, tem-se Z (T') # U, pelo que T nao é sobrejectiva.

(iv) Resolva, em U, a equagao linear T'(A) = B.

Como . . .
ol =lo tlln oL+ Vol Le b]=r(la 1))
— + 2 =T 2
{ 10 0 5][10 100 3 0 3
5 0
entao [ 6 1 | € uma solugao particular da equagao linear T'(A4) = B.
2
Como a solucao geral de 7' (A) = B ¢ dada por:

(Solugao particular de 7' (A) = B) + (Solugdo geral de T'(A) = 0)

e como a solugao geral de T'(A) = 0 é dada por

entdo a solugao geral de T'(A) = B é dada por:
0 1 0 5+a 0
— 2 .
LR AU R | R (R R

26. Considere a transformagao linear T : Mays (R) — P cuja matriz M (T; By; Bz) que a
representa em relacao as bases ordenadas

s={[i s} [o ][0T

de Myys (R) e By = {1 +t,t+ %>+t 13} de P3 ¢ dada por

O N

M(T'; By; Bs) =

oo O
OO R R
O ==
—_ e
—~~
*
N—r
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(i) Seja { Z

m
<
X
S

(R), com a, b, c,d € R. De (*), tem-se

Q>

(11
(|1 0]) = 1+
(1 1] 2 2
T, 1 = 1+t+t+2=14+2t+1
T( (1) 1 ) = l4+t+t+8+ 2+ =142 4+22+¢°
T( 1 (1) ) = 14+t+t+P+2+ 3+ =142t + 26> +2¢°
como
1o0] _ 1]1 1'+1'1 1] 2]0 1'+1'1 0]
oo0] 3[10] 3[01] 3[1 1] 3|1 1]
01] _ 11 1'+1'1 1'+1'0 1] 2[1 0]
00 3[10] "3/01)"3[11] 3|11,
00] _ 1f11] 21 1'+1'0 1'+1'1 0]
10 3/10] 3[01) 3|11} 3|11
0 0] _ _2ft 1) 1p1 1) 1F0 1} 1710
o1]  3[10)] 3[01 3[1 1 3011
entao

r(lEa)emer (ol e[ ) e (2 ]) eor ([61]) -

1+2t+2t2+2t3)> +

wl N
Wl

142t +8%) — 2 (1+2t+ 267+ t°) +

( (
(1+2t+t2)+%(1+2t+2t2+t3)—§(1+2t+2t2+2t3)> +
+1 +1
3 3

(T+2t+) 4+ (1+2t+ 262 +1°) + (1+2t+2t2+2t3)) +

1
§(1+2t—|—2t2+2t3))
1 1 1 1 1 1 1 2 1 4 5
=al-= t— =2 b t— =2 —¢3 S A M R dl=+=t+=t2+¢) =
a<3—|—3 3 )+ <3+3 3 )+c(3—|—3 +3 + + 3+3 +3 +

1 1, 1 1 1 1, 1 4 1 1, 2 5
:—a+§b+—c+—d+(—a+—b+—c+—d)t+<——a——b+—c+—d)t2+(—b+c+d)t3

(142t +2t* +t°) +

(1+2t+t2)+%

1
3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

Logo, a expressao geral de T': Mo (R) — P3 é dada por:

20



a b 1 1.1 1 1 1, 1 4 1 1, 2 5
T = —at-btsctodt+|sa+ b+ se+ d )i+ —sa— b+ Sc+ <d | P+(—b d)t*.
qb D gatgbtagets +<3a—|—3 +t3etg ) +( 3¢~ 30t getg ) +(=b+ c+d)

(ii) Como a transformagao linear 7' : Moy (R) — Ps é invertivel, pois M (T'; By; By) é invertivel
entdao T & linear e bijectiva, isto é, 7' ¢ um isomorfismo. Sendo 7" um isomorfismo, 7! também &
um isomorfismo.

Determinemos a expressao geral do isomorfismo 77!, isto é, determinemos
T (ao + art + ast® + ast®) .

Primeiro determinemos M (T'; BS, 5; BS), onde

- {10 [0 0 [0 0]

B§ = {1,t,¢*,t*}

sao respectivamente as bases canénicas de My (R) e de Ps.
A matriz de mudanga da base B; para a base B5, ., ¢ dada por:

SBl_)BSx2 =

_= == O
— = O =

1
1
0
1

O = ==

A matriz de mudanga da base B, para a base B é dada por:

e}

0
0
0
1

SBy—Bs =

oo R K~
o~ o
—__ o

Logo, a matriz que representa 7' em relacao as bases B5., e BS é dada por:
) 2%x2 3

—1
M (T'; By, 03 B3) = Sp,—; M (T'; By; By) <561—>B§x2> =

1000 111171 1017"
1100|0111 1110
“lot110]]l0oo0 11 1o11| ~

0011 0001 ][0111

r 1 1 1 _27 r1 1 1 17

3 3 3 3 3 3 3 3

1 111 11 2 1 11 1 4

1222 3.3 3 3 808 803

o122 201 o1 o1 | |1 12 s

0012 303 33 P e
1 2 1 1

.3 -3 3 3 /1 L0 —1 1 1]

o1



Note que a expressao geral de T obtida na alinea (i) pode ser obtida através da matriz
M(T; BS,.,; BS) anterior:

as coordenadas de T' <[Z ZC)]) na base B5 sao dadas por
11 117
3 3 3 3
a 1114 a %a—i—%b—i—%c—i—%d
b 33 3 3 b za+ 30+ 3¢+ 3d
MI(T:B¢. .- BS _ _ 3 3
(T's B30: B3) c 1 13 s c %c—%b—gangd
d 33 3 3 d c—b+d
0 -1 1 1|

Logo

a b 11,1 1, /1 1 1 4 L1 9 s
T R SR PO S ST S SN PO U BN 3
qb CD 3a+3b+36+3d+<3a+3b+3c+3d)t+( 3" 3b+3c+3d>t+( btc+d)t

Seja p (t) € Ps, isto &, p (t) = ag + a1t + ast? + ast®, com ag,ay, as, a3 € R.
Atendendo a que as coordenadas de T (ag + a1t + ast® + ast®) em relagdo a base BS,, sao
dadas por:

QAo -1 2 -2 1 Ao 2(11 — Qg — 2(12 + as
e .y L aq . 2 —1 1 —1 aq . 2a0—a1+a2—a3
(M(T’ Baxsi 63)) aa | | 3 =2 1 0 as | 3ag — 2a1 + as
as -1 1 0 O as ap — ag

tem-se

10
T_l (a0+a1t+a2t2—|—a3t3)=(2a1—ao—2a2+a3)[0 0:|+

01 0 0 00
—I—(2a0—a1+a2—a3){0 0}4‘(3@0—2@1—'—@2){1 0:|—|—(G1—UJQ)[O 1:|:

- 2a1—a0—2a2—|—a3 2a0—a1+a2—a3
N 3ayg — 2a1 + asy a; — ag ’

Ou seja, a expressao geral do isomorfismo T~ : P3 — Moy, (R) é dada por:

- 201 — ag — 2a9 +as 2ap —a; +az —a
1 2 3y _ 1= Qo 2743 o 2 s
T (a0 + axt + ast +“3t)_{ 3ap — 2a; + as ar — ag ]

Tem-se de facto:
T 'oT =Ipmpow € ToT '=Ip,.
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(iii) Atendendo a alinea anterior, a solugao geral da equagao linear

T([a b D — 12t + 3t 1 4f3
c d

é dada por:

{a b} =T (1420 + 362+ 48°) = {

4-1-6+4 2-2+3-4] [1 -1
c d o )

3—4+3 2—-1 2 1

27. Seja U o espago linear das funcoes reais de varidvel real duas vezes diferencidvel. Considere
a transformacao linear T': U — U definida por

T(f)=f"=2f+F

Considere o subespago S ={f €U : f"—=2f' + f=0} de U.
(i) Mostre que o conjunto {e,te'} ¢ uma base de S. Sugestdo: Mostre que se f € S, entdo

f(t)e~" & um polinémio de grau menor ou igual a 1.
Seja f € S. Como

(Fte™) = (F)et—ft)e

o — f// (t) eft _fl (t) eft _ fl (t) eft —|—f(t) eft —
= (") -2/ O+ ft)e

=
entao existe ¢ € R tal que para todoot € R
(f(¥) e_t)l =c.
Assim, existe d € R tal que para todoot € R
fMet=ct+dePr=L{1t}).

Logo
f@t)eL({ete}).

Tem-se assim:

S=1L ({et,tet}) ,

onde o conjunto {e, te'} é linearmente independente uma vez que o conjunto {1,¢} é linearmente
independente.
Logo o conjunto {e, te'} é uma base de S.

(ii) Mostre que dados a,b € R, existe uma unica fungao f € S tal que f (0) =a e f'(0) = b.
Sejam a,b € R. Sejam f,g € S tais que

f(0)=g(0)=a e f'(0)=g(0)=0.
Como S = L ({e, te'}), existem ay, ag, 51, 35 € R tais que
f(t)=aie’ +Bite’ e g(t) = age’ + Byte’.
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Como f (0) = ¢ (0) = a tem-se
a=f(0)=a; e a=g(0)=as.

Logo
1 = (9.

Por outro lado, como f’ (0) = ¢’ (0) = b,

b= f"(0) = (alet + Bltet);:() = (Oqet + Biet + Bltet)tzo =a; + 0,

b=yg'(0)= (0426t + ﬁztet):::o = (042€t + B¢’ + 52t6t)t:0 = g + f3y

Assim,
o+ 01 =az+ By

e uma vez que o = Qo, entao
By = By
Deste modo, para todo ot € R
f(t)= e’ + ﬂltet = e’ + 62t€t =g(1),

isto &,
f=y

Pelo que dados a,b € R, existe uma tnica fun¢ao f € S tal que f(0) =a e f'(0) =b.

(iii) Determine a tnica solugao f da equagao diferencial linear 7' (f) = 1 que verifica f (0) =1
e f'(0)=0

A fungao identicamente igual a 1: f =1 (f (¢t) = 1,para todo o t € R) é uma solugao particular
de

{feU:T(f)=1 e f(0)=1 e f'(0)=0}.

Atendendo a alinea anterior, existe uma tnica fungao f € S tal que f (0) =0e f'(0) = 0. Como

f(t) = ae’ + Bt

0=f(0)=a ¢ 0=f(0)=3

entao

para todo o t € R, é a solucao geral de
{feU:T(f)=0 ef(0)=0 e f(0)=0}
Como a solugao geral de

{feU:T(f)=1 e f(0)=1 e [f'(0)=0}.



¢ dada por:

(Solugao particular de {f e U : T (f) =1 e
+ (Solugao geral de {f € U:T(f)=0 e f(0)=0

iy
—
(@)
N—
I
(@)
——
N—
+

entao a solugao geral de
(feU:T(f)=1 e F(O)=1 ¢ f(0)=0}

¢ dada por:

para todo o t € R.

28) (i)

M(T: B: B) — [(1) o }

(ii) Como det M (T'; B; B) # 0 entao T" ¢ invertivel e
T(u)=(2,-3,3,-2) < u="T""2,-3,3, -2).
Como 0 1 -
M(T‘I;B;B)=[1 0 ] :{_1 0}7
entdo atendendo a que as coordenadas de (2,—3,3,—2) em B sdo 2 e —3 pois (2,—-3,3,-2) =

2v7 — 3v,, tem-se que
0 1 2 |1 | -3
-1 0 -3 | | -2

sao as coordenadas de u na base B. Logo
T(u) = (2,-3,3,-2) & u=—3v; — 20y = (—3,-2,2,3),

ou seja u = (—3,—2,2,3) ¢ a dnica solu¢ao da equagao linear 7'(u) = (2, -3, 3, —2).

(iii) Como
R(1,0,0,0) = R (v1) + R (wy) = vy = (0,1, —1,0),

R(O, 1,0,0) = R(’Ug) + R(wl) — R(’LUQ) = V1 = (1,0,0, —1),
R(0,0,1,0) = R (w;) — R (ws) = (0,0,0,0)

R(0,0,0,1) = R (ws) = (0,0,0,0)
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entao, sendo B, a base canénica de R?,

0O 1 00
1 0 00
MRB.B)=| 1 0 o0,
0 -1 0 0
pelo que
2
R(u) =(2,-3,3,-2) & M(R; B., B.)u = —33 o
—2

suc{(abcd eR: —b=2 a=-3, c,dc R} ={(-3,-2,¢,d) : c,d € R}

Isto é, a solugao geral de R
(u) =(2,-3,3,-2)

{(=3,-2,¢,d): ¢,d € R}.

29) a)
Th(1)=1—t=0(1+1t)+1(1—1)+0t?
To(t) =2+8t 2> =5(1 +1t) —3(1 —t) — 2t%,
logo
0 5
0 —2
b)
N BB =x (| o 2 ] ) = (2o iy e B = L2 ).
Logo
NI =L{(-2)(1+t)+1(1—t)+1?}) =L ({-1-3t+°}).
Base para

N(Ty) : {1 -3t +*}.

Ty ¢é sobrejectiva:
dimZ(T1) = dim Py — dim N (T1) = 2 = dim P;.

c)

Ti(t) :%[Tl(l‘Ft)—Tl (1-1)]=
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[1<1+t)+o<1+2t)_2(1+t)+1(1+2t)]:%t<:>T1<2t):t

l\DI»—

(uma vez que 7T} é linear), logo a solucao geral da equacao T1(p(t)) =t é&:

{26} + N(Th) = {2t + ¢ (-1 =3t +*) : c € R}.

d) {1,¢} é uma base de P;. Como
(TioT) () =T (Tx(1)=Th(1-t)=2(1+t)—1(1+2t) =1

(ThoT) (t) =Ty (Tn(t) =T1 (2 + 8t — 2t%) =
=511 (141t) — 3Ty (1 —t) — 2Tt* =
=5[1(1+t)+0(1+20)] =321 +t) - (1+20)]—2[0(1+t) +1(1+2)] =t,
entao Ty 0T, = 1.

—1

0 2 -1
30) a) N(T) =N (M(T;B;; B)) =N | | 4 2 2 || =N
1 13

0
0

o~ o
o ot
I

{(z,y,2) ER*: =2 +22=0 e y+52=0} = {(22,-52,2) e R*: 2 e R} = L({(2,-5,1)}).
Como o conjunto {(2,—5,1)} gera N (T') e ¢ linearmente independente entdo ¢ uma base de N (T').
Logo dim N (T) =
b) Como B, = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} gera R3, tem-se
Z(T)=L({T(1,0,0),7(0,1,0),7(0,0,1)}).
Atendendo a que

T(1,0,0) = —(1,1,0)) +4(1,—1,1) + (0,1,1) = (3, —4,5),
T(0,1,0) = 0(1,1,0)) +2(1,-1,1) 4+ (0,1,1) = (2,-1,3),
T(0,0,1) = 2(1,1,0)) +2(1,-1,1)+3(0,1,1) = (4,3,5)
(

edimZ (T) = car M(T; B.; B') = 2, tem-se
I(T) =L <{(37 —4, 5) ’ (27 _173) ) (4’ 375)}) =L <{(27 _173) ) (4737 5)})

uma vez que {(2,—1,3),(4,3,5)} ¢ linearmente independente, ¢ assim uma base de Z (7).

c¢) Atendendo a alinea anterior, tem-se

T (Ia ya Z) = M(Ta BCa BC)

x 3 2 4 x
y | = -4 -1 3 y | =@Bx+2y+4z,—4r —y+ 32,5+ 3y + 52),
5 3 5 z
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para todo (z,y,2) € R3.

31) a) Como B = {1,t,1?} gera Py, tem-se

Z(T)=L({T(1),T(t),T(#*)}) =L({1,4t}).

Como {1,4t} ¢é linearmente independente e gera Z (T'), é assim uma base de Z (T'), tendo-se
dimZ (T') = 2.

Como

dimN (T) = dim N (M (Ty; B; B)) = nul (M(Ty; B; B)) =3 —car (M (T1;B; B)) =3—-2=1#0

entao 7' nao é injectiva.

1 .1 N
b) Tg(p(t))=1+t<:>(tp'(t)) :Z—l—t@(t(ao—I—alt—I—ath)) :Z+t(:>

1 1 1 1 1
<:>a1+4a2t:zl+t<:><(l1:zl, CLQZZ e aOER)<:>p(t)€{z—lt+zt2}+[/({1})

32) a) Como
JEREIEE

2
D :%(t+t2)+%(l+t)

i
=3 St =

([ ] (F 2] A=t

:0(1+2t+t2)+%(1—t2)

a matriz que representa a aplicacao linear 7" em relacao as bases

11 10
Bl:{[o 1}’[1 1” e B={l+2+t1-¢}

de U e V respectivamente, é dada por

M (T; By; B2)

O NI

= O
—_ 1

o8



b) Seja [ CCL b } € U. Existem «, 5 € R tais que

d
a b 11 10
al=eloa] el ]
Logoa=a+p=d, f=cea=D>, tendo-se

U:{[‘CL Z} EMQXQ(R):a:b—I—c:d}.

=) (Y] -

1 1, 1 1, b+c b—c,
= —_ —_ - — — t
b(2+t+2t>+c<2 2t) 5 + 0t + 5

e, para b, c € R,

33. a) Sendo B = {1,t,t*}, como T(1) =2, T (t) = —t e T (t?) = —2¢* entdo

M (T;B;B) =

b) Como {1,t,t?} gera Py, tem-se
T(1) = LT 0,707 (7)) = £ ({21, —27}) = L({10.2}) =P,
e dimZ (T) = 3, uma vez que {1,t,t*} ¢ uma base de Z (T) (contradominio de T'). Como
3 = dimP; = dim N (T) + dim Z (T) = dim N (T) + 3 & dim N (T) = 0

entao 7' é injectiva.

. a)
" N(M(T§Bl§62)):N<|:_12 _42 EQDZN(“} _02 H):

:{(x,y,z)€R3:$—2y+z:0}:{(2y—z,y,z)€R3:y,z€R}.

Logo
i N(T)={(2y — 2)(1,0,1) + y(0,1,1) + 2(1,1,0) : y, 2 € R} =

={2y,y+23y—2):y,z€ R} =L({(2,1,3),(0,1,-1)}).

Como o conjunto {(2,1,3),(0,1,—1)} gera N (T) e é linearmente independente entdo é uma base

de N (T).
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Logo dim NV (T) = 2. Como
dimR® = dim N (T) + dimZ (T) © 3 = 2 + dimZ (T) < dimZ (T) = 1

entao Z (T') # R3 e como tal T nao é sobrejectiva.

b) Como

T(1,0,1) = 1(1,—1) + (=2) (1,1) = (=1,-3) & T <—%,o,—%> - (%g) |

13
a solucao geral de T (z,y,2) = (5, 5) ¢ dada por:

{(m,y,z) ER®: T (2,y,2) = (%;)} _ {(—%0-%)} LN(T) =

1 1
= {(_5707_5) +S(27173)+t<0717_1):S?tGR}'

o = O
— o O
o O O

35. a) M (T;B;B) = [

] uima vez que

T (pi(t)) = p2(t), T (p2(t)) = ps(t), T (ps(t)) =0

e B = {p1,p2, p3} € uma base ordenada de Ps.

b) Atendendo a que

0
M(T3;B;B) = [1
0

_ o O
S O O
o O O
o O O
o O O

-]

sendo «, 3 e v as coordenadas de p(t) em B entao as coordenadas de T3(p(t)) em B sao dadas por:

M(T3;B;B)|:g][8].
0% 0

Pelo que T3(p(t)) = 0, para todo o p(t) € Ps.

¢) Como N(M (T;B;B)) = L({(0,0,1)}), entao
N(T) = L ({0p1(t) + 0pa2(t) + 1ps(t)}) = L ({ps(t)}) = L ({1}) .
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O conjunto {1} é uma base de N (T') pois gera N (T) e é linearmente independente.
Quanto ao contradominio, como B = {p1, pa, p3} gera Ps:

I(T) = LUT (po(1), T (p2(1)), T (ps(1) }) = L ({pa(t), p3(t)}) = L ({2 + 3¢, 1}).

O conjunto {2 + 3t, 1} é uma base de Z(T") pois gera Z(T') e é linearmente independente.

d) Como
T(p(t)) =343t =(2+30) +1=T(p(t)) + T (p2(t)) =

pom T(p(t) +p2(t)) =T (345t + 387,
logo 3 + 5t + 3t? é uma solucao particular de
T(p(t)) = 3+ 3t,
pelo que a solugao geral de T'(p(t)) = 3 + 3t é dada por:

N(T)+3+5t+3t>=a+3+5t+3t> com acR.
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