Instituto Superior Técnico - Algebra Linear - 1° Semestre 2011/2012
LEAN - LEMat - MEAmbi - MEBiol - MEQ
Resolucao da 5 Ficha de exercicios

1. Seja
9 8 7
A=|6 5 4
3 2 1
Como
9 8 7 3 21 1 2 3
det(A—0I)=det | 6 5 4 | =—det| 6 5 4 | =det| 4 5 6 |=
3 21 9 8 7 7 89
1 2 3 1 2 3
=det| 0 -3 —6 | =det|{ 0 -3 —6 | =0
0 —6 —12 0 0 O

1 0 1
Al =2 |=|0|=0] -2
1 0 1

isto é, (1,—2,1) é um vector préprio de A associado ao valor préprio 0.

2. Tem-se
5 5 5 0 0 5 5 b 1 1
5 5 5 -1 |{=0]| —1 e 5 5 5 -1 =0] —1
5 5 b 1 1 5 5 5 0 0
55 5
Logo, 0 ¢ um valor prépriode | 5 5 5 | e (0,—1,1) e (1,—1,0) sdo dois vectores préprios (asso-

55 5
ciados ao valor préprio 0) linearmente independentes.

3. Determinemos os valores préprios de uma matriz A 2 X 2 cujo trago seja igual a 5 e cujo
determinante seja igual a 6.

Seja A = [ Z cbl } € Mo (R). Tem-se

trA=5a+d=5 e det A =6 < ad — bc = 6.



Sejam \; e Ay dois valores préprios de A. Como
trA=X\+ X e det A = A\ )\
entao
)\1+/\2:5 e )\1)\2:6

Logo
[)\1:5—)\2 € (5—)\2))\2:6]@()\:3 ou )\:2),

isto é, os valores préprios de A sao 3 e 2.

4. Determinemos uma matriz A real simétrica (AT = A) 2 x 2 cujos valores préprios sejam —2
e 2 e tal que (2, 1) seja um vector préprio associado ao valor préprio 2.

Seja A = ¢ 2 € Myys (R) tal que A = AT. Logo b = c. Além disso, sendo —2 e 2 dois

valores préprios de A tem-se

B B fa+2 b ]
0—det(A+2[)—det_ bodr2|” b*+2a+2d+ad+4
e _ -
0=det (A —2[)=det GZQ dEZ = —b* —2a —2d+ad + 4

sendo (2,1) um vector préprio associado ao valor préprio 2 tem-se

{a b] {2}:2{2]@(2%1):4 e 2b+d=2).

b d 1 1
Logo
— 6
B4+ 2+2d+tad+4=0 “=3
b —2a—2d+ad+4=0 h_ 8
20 +b=14 5
2b+d =2
d:—g
€ assim
6 8
a b 5 5
A‘{b d}‘ .
5 5

5. Considere a transformacao linear 7' : R? — R? que admite os vectores préprios
U1 = (17271)7 Vg = (_17071)7 Vg = <07170)7

associados respectivamente aos valores proprios 1,2 e 3.
Determinemos a expressao geral de 7.



Seja (r,y,2) € R3. Existem «, 3,7 € R tais que

(x,y,2) = a(1,2,1) + 5(—1,0,1) + v(0, 1, 0).

Logo
11035 1—10\:1: 1 -1 0 | 2
2 1 y | —10 1 | y=—2z|—10 2 1 | y—2
1 0| 2 0 0| z—z 0 0 -1 | z—y+=x
eassimy=—-z+y—z (= % —x+ z), a:%(x+z).Peloque
1
T (z,y,2) = 2(az:—i-z)T(121) 2(—m—i—z)T(—l,O,l)+(—x+y—z)T(O,1,0):
1 1
3 1 3 1
—(2r 223y —20 225
<25L’ 22,3y T 2,22 23:)

ou seja, a expressao geral de T' é dada por:

3 1 3 1
T(z,y,2) = (§$—§Z73y—2x—2z,§z—§x).

6. Considere a transformacao linear T : R® — R3 definida por
T(z,y,2) = (0,y + 32,3y + 2).

(i) T'(v1) = (0,4,4). Como nao existe A € R tal que T'(v1) = Avy, entdo vy nao é vector proprio
de T'.

T(vy) = (0,2,-2) = (=2)(0,—1,1) = (=2)ve. Logo, v &€ um vector préprio de T associado ao
valor préprio —2.

T(v3) = (0,0,0) = 0(1,0,0) = Ovs. Logo, vz é um vector préprio de T" associado ao valor préprio
0.

T(vq) = (0,10,6). Como nao existe A € R tal que T'(v4) = Avy, entdo vg ndo é vector préprio de
T.

T(vs) = (0,12,12) = 4(0,3,3) = 4vs. Logo, vs é um vector préprio de T associado ao valor
proéprio 4.

(ii) Determinemos os valores préprios de T'. Seja A = M(T'; B; B?). Tem-se

A:

o O O
w = o
= w o



uma vez que 7'(1,0,0) = (0,0,0), 7(0,1,0) = (0,1,3) e T(0,0,1) = (0,3, 1) constituem respectiva-
mente a 1%, 2% e 3% colunas de A.
O polinémio caracteristico é dado por

-A 0 0
det(A—\I) = 0 1-Xx 3 :_A[(1_)\)2_9]:
0 3 1—A
= AA=N=3)((1=N+3)==A(=2-1) (4 -)).

Os valores proprios de T sao os valores proprios de A, isto é, sao os valores de \ para os quais
det(A — AI) = 0. Logo, os valores préprios de T' sdo

)\1:0, )\2:—2 € )\3:4

(iii) Como 0 & valor préprio de T entao T nao é invertivel. Como T tem 3 valores préprios distin-
tos, os vectores proprios correspondentes a cada um deles irao ser linearmente independentes e como
tal ird existir uma base de R? formada s6 com vectores préprios de T', ou seja, T é diagonalizavel.

(iv) O subespago préprio Ey, é dado por

Ey, = N((T-M\I) e N(A—=MNI)=N(A)
0 00 00 O
= N 01 3 =N 01 3 =
0 31 00 -8
= {(z,y,2):y=2=0}=
{(2,0,0): 2z € R} = L({(1,0,0)}).
O conjunto {(1,0,0)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio A\; = 0 sao
u=(s,0,0), com se€R\{0}.
O subespago préprio E), é dado por
Ey, = N(T —X\I) = N(A=XI)=N(A+2I)

base candnica

N
200 ( 200 )
= N 03 3 =N 03 3 =
03 3 0 00
= {(z,y,2):2=0 e y+2=0} =
= {(z,y,2):2=0 e y+2=0} =

= {(0,—z,2):2z€e R} =L({(0,—-1,1)}).

O conjunto {(0,—1,1)} é uma base de E,,.



Os vectores proprios de T' associados ao valor préprio Ay = —2 sao
u=(0,—s,s), com sé&€ R\{0}.

O subespago proéprio E), é dado por

By = N(T=XI) = N(A=Xl)=N(A—4])
-4 0 0 -4 0 0
= N 0o -3 3 =N 0 -3 3 =
0o 3 -3 0 0 0
= {(z,y,2):x=0e —y+2=0}=
= {(z,y,2):2=0 e y=2z2} =
= {(0,z,2): z € R} =L({(0,1,1)}).

O conjunto {(0,1,1)} é uma base de E),.
Os vectores proprios de T' associados ao valor préprio A3 = 4 sao

u=1(0,s,5), com s¢€ R\{0}.

7. Considere a transformacao linear T : R? — R? definida por

T(1,2) = (5,5) = T(2,1).

(i) Como
(1,-1) = —(1,2) 4+ (2,1)
Tem-se
T) =T, -1)=T[-(1,2)+ 21 = ~T1,2)+T21)=
=—(5,5)+(5,5) = (0,0) = 0(1,—1) = Ovy.
Como ) )
(1,1) = §(1,2) + 5(2, 1)
Tem-se . . . .
T(ve)=T(1,1)=T k(l’ 2) + 5(2, 1)] reT gT(l, 2) + §T<2’ 1) =
1 10 10
= g [(575) + (5’ 5)} = ?(17 1) = ?1)2‘

. P . (s 10
Logo, vs & um vector préprio de T" associado ao valor préprio <.

(i) Como 0 é valor préprio de T entao T nao é invertivel. Como os vectores v; = (1,—1)
e vy = (1,1) formam uma base de R? pois sao dois vectores linearmente independentes em R? e
dimR? = 2 e além disso, v, e vy sao vectores préprios de T, entao existe uma base de R? formada
s6 com vectores préprios de T', ou seja, T' é diagonalizavel.

bt



(iii) Seja B,, = {v1,v2} = {(1,-1),(1,1)}. Tem-se

0 0
M(T;va;va) - |:0 10 17

3

uma vez que T(v1) = Ovy = Ovy + Ovg e T'(vg) = %ng = 0v; + %vg e deste modo as coordenadas

(0,0) e (0, %) constituem respectivamente a 1% e 2% colunas de M (T'; B,p; Bup)-
Logo, B,, ¢ uma base de R? em relagao a qual T' pode ser representada por uma matriz diagonal,
por ser uma base formada sé com vectores préprios de T'.

(iv) Seja A = M(T; B,,; B,y), com B, = {(1,—1),(1,1)}. O polinémio caracteristico ¢ dado
por

_ 1
det(A—)\I):' TR ‘:—)\(EO—))
3

Os valores proprios de T sao os valores proprios de A, isto é, sao os valores de \ para os quais
det(A — AI) = 0. Logo, os valores préprios de 1" sao

10
)\1:0 e )\2:—.

O subespago préprio E), é dado por

By, = N(T=MI)={a(l,—1)+8(1,1): (a,8) € N (A= M)} =
= {a(l,-1)+8(1,-1): (a,5) € L{(1,0)})} =
= {a(l,-1):a eR} = L({(1,-1)}).

O conjunto {(1,—1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio A\; = 0 sao

w=(s,—s), com s€R\{0}.
O subespaco préprio Ey, ¢ dado por
Ey, = N(T—=XI)={a(l,-1)+8(1,1): (a
= {a(l,-1)+B(1,1) : (o, 8) € L({(0, 1)
= {B(L,):BeR}=L{(1,-1)}).

O conjunto {(1,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T' associados ao valor préprio A\ =

a,f) e N(A= XD} =
H}

10 .=
3 Sao

u=(s,s), com s¢€R\{0}.

8. Considere a transformacao linear 7' : R3 — R3 que em relagao a base canénica de R3 ¢
representada pela matriz:

A:

o O O
— = =
o O O



(i) Sejam v = (1,0,0), v = (1,1,1), v3 = (0,0,1). Atendendo & matriz, tem-se
T(v,) = T(1,0,0) = 0(1,0,0) + 0(0, 1,0) + 0(0,0,1) =

= (0,0,0) = 0(1,0,0) = Ovy;
T(vs) = T(1,1,1) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(0,0,1) =
(1,1,1) = 1(1,1,1) = Loy,
T(v3) = T(0,0,1) = 0(1,0,0) + 0(0,1,0) + 0(0,0,1) =
(0,0,0) = 0(0,0,1) = Ovs.

Logo, v; é um vector préprio de T' associado ao valor préprio 0; v, é um vector préprio de T
associado ao valor préprio 1; v3 é um vector préprio de T associado ao valor préprio O.

(ii) Como 0 é valor préprio de T" entdao T' nao é invertivel. Como os vectores v; = (1,0,0),ve =
(1,1,1) e v3 = (0,0,1) formam uma base de R?® pois sdo trés vectores linearmente independentes
em R3 e dimR? = 3 e além disso, vy, v, e v3 sdo vectores préprios de 7', entdo existe uma base de
R3 formada s6 com vectores préprios de T', ou seja, T' é diagonalizavel.

(iii) Seja A = M(T; B3; B?). Tem-se

A:

o O O
— =
o O O

uma vez que 7'(1,0,0) = (0,0,0), 7(0,1,0) = (1,1,1) e 7(0,0,1) = (0,0,0) constituem respectiva-
mente a 1%, 2% e 3* colunas de A.

Determinemos os valores proprios de T'. Os valores proprios de 1" sao os valores préprios de A,
isto é, sdo os valores de \ para os quais det(A — A\I) = 0.

O polinémio caracteristico ¢ dado por

-1 0
det(A—X)=| 0 1—-X 0 [=X(1-)).
0 I =X

Logo, os valores préprios de 1" sao
)\1 =0 e )\2 =1.

O subespago préprio E), é dado por
E>\1 - N(T—/\ll) :N(A—/\lf) -

-\ 1 0 010

= N 0 1—X O =N 010 =
I T 010
[0 1 0

= N 000 ={(z,y,2) eR*:y =0} =
1000

= {(z,0,2) :z,2 € R} = L({(1,0,0),(0,0,1)}).



O conjunto {(1,0,0),(0,0,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio A\; = 0 sao

u=(s,0,t), com s,t€R\{0}.
O subespago préprio E), é dado por
E)\2 — N(T—/\QI) :N(A_AQ )_

- 1 0 -1 1 0
= N 0 1—-X O =N 0 0 0 —
0 1 —Xo 0 1 -1

= {(w,y,2):—x+y=0e y—2z=0}=
= {(z,z,2):z e R} = L({(1,1,1)}).

O conjunto {(1,1,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio A\, = 1 sao

u=(s,s,8), com s¢€R\{0}.

(iv) E possivel ter entdo uma base de R? constituida s6 por vectores préprios de T
B, = {<1’ 0, 0)7 (1,1,1),(0,0,1)},

uma vez que
dim E>\1 + dim E>\2 = 3.

Note ainda que

A 000
M(T;Byp; Byy) =1 0 Ay 0O
0 0 N\
e
A 00
M(T, va; va) = 0 )\2 0 = SBg_,B,UPA (SB§—>BW) -
0 0 A
com
1 10
(Ssss,)  =Ss,m=|0 10| e A=MT;B:B).
011
Isto é, a matriz A é diagonalizdvel e a matriz M (T'; B,,; B,,) € diagonal tendo-se
®R,BY) S (RLBY)
SB;"}HBW l I 1 l SBE’HBUP
R? T R3
( ) B’Up) M(TE:BW) ( ) va)
Em resumo, existe P~" = S s tal que
D= PAP™!



com D= M(T;B,,;Bypy) =1 0 A 0

9. Considere a transformacao linear 7 : R? — R? que em relacdo & base ordenada B; =
{(1,2),(2,1)} de R? é representada pela matriz:

A:lgg}

det (A —0I) =det A= —5#0.

(i) Tem-se

Logo, como 0 nao ¢ valor préprio de T entao 1" é invertivel.

Os valores préprios de T' sao os valores préprios de A, isto é, sao os valores de A para os quais
det(A — AI) = 0.

O polinémio caracteristico é dado por

det(A — \I) =

‘2” ; ‘:(2—)\)2—9=[(2—)\)—3][(2—)\)+3]:

3 2=
(1N (5 A)

Logo, os valores préprios de 1" sao

)\1 =—-1 e )\2 = 5.

Como T tem 2 valores préprios distintos, os vectores préoprios correspondentes a cada um deles
irdo ser linearmente independentes e como tal ird existir uma base de R? formada s6 com vectores
préprios de T', ou seja, T' é diagonalizavel.

(ii) O subespago préprio E,, é dado por

Ey, = N(T_ )‘1[) = {04(172) +B(271) . (Oéaﬁ)

{oz(l,Z) +8(2,1): (o, 8) e N

= {a(1,2) + 52, 1) : (o, 5) € L({
{a(-1,1): e R} = L({(-1,1

O conjunto {(—1,1)} é uma base de FE,.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio \; = —1 sao

u=(—s,s), com s &€ R\{0}.



O subespago proéprio E), é dado por
Ey, = N((T—-MI)={a(1,2)+5(2,1): (o, ) e N(A=5I)} =
3

_ {au,z)w(z,l):(a,ﬂ)@\f([_3 —BD}:
_ {04(1,2)4‘5(2»1)3(0"5)6N({_03 gD}:
= {a(1,2)+8(2,1): (0, 8) € LU DN} =

(
= {a(1,1):a €R} = L({(1,1)}).

O conjunto {(1,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio Ay = 5 sao

u=(s,s), com s¢€R\{0}.

(iii) E possivel ter uma base de R? constituida s6 por vectores préprios de T

BUP - {(_17 1)7 (17 1)} )

uma vez que
dim E\, + dim E), = 2 = dimR”.

M(T;va;&p):{Al OF[” 0]

Logo,

0 A 0 5
uma vez que

T(1,1) = Ma(1,1) = 0(—1, 1) + Ao(1, 1).
Deste modo, (A1,0) e (0, \2) constituem respectivamente a 1 e 2% colunas de M (T'; B,p; Bp)-
Além disso, sendo By = {(1,2),(2,1)}, tem-se

-1

M(T; Bup; Byp) = S, —5,,A (S8,—8.,)

com
1

(Sis) " =S, = | )

W |

} e A=MT;B;B)

uma vez que

(1,2) + ! (2,1).

(-1,1)=(1,2) = (2,1) e (1,1)= 2

W

Logo, a matriz A é diagonalizavel e tem-se
D = PAP™!

com
1

P_1 — SBUPHBI = |: _1

W00 =

} e D:M(T;B’fup;li,p):[_O1 (5)}

10



Observacao:

(R2,B) —  (R%B)

Pl I|P

(R?B,) —> (B2 B,)

10. Seja V um espago linear de dimensao finita. Seja T': V' — V uma transformacao linear tal
que T? = T. Uma tranformacao linear nas condicoes anteriores chama-se projecgao.

(i) Mostre que os valores préprios de T sao 0 e 1.

Dem. Seja A um valor préprio de T'. Logo existe v # 0 tal que

T (v) = Av.
Por outro lado, como

MW=T@)=T*w)=(ToT)(v)=T(TW)=TMN) = X (v)=Iv=2>\v

T ¢ linear

tem-se
MW=NveA(1-Nv=0 4?0()\:0 ou A=1).

Logo, os valores préprios de T' sao 0 e 1.

(ii) Tem-se
?=T&((T-HT=0

logo, para todo o u € V'
(T—D(Tw)=0(u)=0&T(u) e N(T —1)

pelo que
I(T)CN(T-1I).

Seja agora u € N (T —I). Logo (T —I) (u) =0, isto &, T (u) = u, ou seja u € Z (T). Deste modo
N(T-1)cZ(T)

e assim
I(T)=N(T-1).
Por outro lado, sendo n = dim V', atendendo a que
n = dim V =dimN (T) + dimZ (T) =

espaco de partida

=dimN (T — 0I) + dim N (T — 1I) = m, (0) +m, (1)
isto é,
n = myg (0) +my (1)

11



entao T' é diagonalizdvel, uma vez que existird assim uma base de V formada s6é com vectores
préprios de T'.

11. Considere a transformacao linear T' : R* — R3 definida por
T(JT,y, Z) = (‘Taya —T — y) .

(i) Determinemos os valores préprios e os subespagos préprios de 7.
Seja B2 = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a base canénica de R3. Seja A = M (T; B2; B2). Tem-se

1 0 0
A= 0O 1 0],
-1 -1 0
uma vez que 7'(1,0,0) = (1,0,-1), 7(0,1,0) = (0,1,—1) e 7(0,0,1) = (0,0, 0) constituem respec-
tivamente a 1%, 2* e 3% colunas de A.

Determinemos os valores préprios de T'. Os valores préprios de T' sao os valores préprios de A,
isto é, sao os valores de \ para os quais det(A — A\I) = 0.

O polinémio caracteristico é dado por

1-Xx 0 0
det(A—X)=| 0 1—-X 0 |==-X(1-)).

Logo, os valores préprios de T sao
)\1 =0 e )\2 =1.

O subespago proprio E), é dado por
Ey, = N(T-M)=N(A-0I)=
1 0 0 100
= N 0 1 0 =N 010 =
-1 -1 0 0 00
= {(0,0,z):z€e R} = L({(0,0,1)}).

O conjunto {(0,0,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio A\; = 0 sao

u=1(0,0,s), com s€R\{0}.
O subespago préprio E), é dado por

0 0 O
Eyn, = N(T-X)=NA-1)=N 0 0 O =
-1 -1 -1
= {xy, €R3:x+y+z:0}:
{xy, G]R?’:x:—y—z}:
{< — %Y, < ) y7ZGR}:L({(_17170)7(_17071)})

12



O conjunto {(—1,1,0),(—1,0,1)} & uma base de E,,.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio Ay = 1 sao

u=(—s—tst), com s, te&R\{0}.

(ii) Tem-se T? = T, razao pela qual a transformagao linear 7" é uma projec¢io. Como
{(-1,1,0),(-1,0,1),(0,0,1)} ¢ uma base de R?® formada s6 por vectores préprios de T, cujos
valores proprios associados sao respectivamente 1 e 0, tendo-se

T(-1,1,0) = 1(=1,1,0) = (-1,1,0)
T(-1,0,1) = 1(=1,0,1) = (=1,0,1)
T(0,0,1) = 0(0,0,1) = (0,0,0).

Assim, T projecta os elementos de R? sobre um plano, paralelamente a um vector, sendo o plano

dado por:
L({(=1,1,0),(=1,0,1)})
isto é, por:
r+y+2z2=0
e o vector dado por:
(0,0,1).

12. Considere a transformacao linear 7' : R? — R3 que representa geometricamente a projeccao
sobre o plano x + y + z = 0, paralelamente ao vector (0,0, 1).
(i) O plano

{(z,y,2) eR*:z+y+2=0} =L({(-1,1,0),(-1,0,1)})

é tal que
T(_]-? 170) = (_17 170) € T(_1>07 1) = (_1707 1)

e o vector (0,0, 1) é tal que
7(0,0,1) = (0,0,0)

Ou seja, os vectores que definem o plano sao vectores (de Z (7")) (linearmente independentes)
préprios de T' associados ao valor préprio 1 e o vector (0,0,1) é um vector (de N (T)) préprio
de T associado ao valor préprio 0.
(ii) Seja (z,y, z) € R3. Como
{(-1,1,0),(-1,0,1),(0,0,1)}

¢ uma base de R3, as coordenadas de (z,y, z) em relagao a base ordenada anterior irao ser «, 3,
tais que
(x,y,2) = a(—1,1,0) + B(—1,0,1) + (0,0, 1).

13



Atendendo a

-1 -1 0 | « -1 -1 0| =z -1 -1 0 | x
1 00| y|l=|0 10| a+y|—=]0 -10] z+y
0 1 1| =z 0o 1 1] = 0 0 1 | z4+y+=

eassimy=x+4+y+z2, f=—-x—y, a=y. Peloque
T(x,y,2) =yT(-1,1,0)+ (—z —y) T(=1,0,1) + (z +y+ 2) T(0,0,1) =
=y(-1,1,0)+ (—z —y) (=1,0,1) + (z + y + 2) (0,0,0) =
= (z,y,—z — ),

isto é, a expressao geral de T' é dada por:

T(ZL’,y, Z) = (I,y, - — y)

13. Considere a transformacao linear 7' : R?> — R? que em relacdo & base canénica de R? é
representada pela matriz:
2 1
A= {0 ! }

(i) O polinémio caracteristico ¢ dado por

det(A — \I) =

2—-A 1
0 2—-A

‘:(2-»2:%—4“4.

Os valores préprios de T' sao os valores préprios de A, isto é, sao os valores de \ para os quais
det(A — AI) = 0. Logo, o valor préprio de T é
A=2.

O subespaco préprio E) é dado por

E\ = N(T—M)ZN(A—QI)ZN(H éD
— {(x7y)ER2:y:O}:{(x,O)ZIER}:L({(LO)})'

O conjunto {(1,0)} é uma base de E).
Os vectores préprios de 1" associados ao valor préprio A = 2 sao

u=(s,0), com se€R\{0}.

(ii) Nao existe nenhuma base de R? constituida sé por vectores préprios de T' uma vez que
dim E\, =1 < 2 = dimR?. Logo, T nao é diagonalizével.
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14. Considere a transformacao linear T : R* — R3 definida por
T(z,y,z) = (3z,2y + z,22).
Seja A = M(T; B%; B2). Tem-se

A:

S O W
S NN O
N = O

uma vez que 7°(1,0,0) = (3,0,0), 7(0,1,0) = (
mente a 1%, 2% e 3* colunas de A.
(i) O polinémio caracteristico ¢ dado por

o=

,2,0) e T(0,0,1) = (0,1,2) constituem respectiva-

3—-X 0 0
det(A—=X)=| 0 2=X 1 |[=0B=XN2=-XN==-N+7A2—-16)+12.
0 02—\

Os valores préprios de T' sao os valores préprios de A, isto é, sao os valores de \ para os quais
det(A — AI) = 0. Logo, os valores préprios de T' sdo

)\1 =3 e )\2 = 2.
O subespago préprio E), é dado por

E)\l — N(T—)\lj):N(A—)\ll):
0
1

0 O 0 0 0
= N 0 -1 =N 0 -1 0 =
0 -1 0 0 -1

0
= {(IL‘,y,Z)Iy:
= {(z,0,0):z

O conjunto {(1,0,0)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio A\; = 3 sao

u=(s,0,0), com se&R\{0}.
O subespago préprio E), é dado por

E)\Q — N(T_)\Q.[):N(A_)\Q]):

100

= N[|001 ={(z,y,2) v =2=0} =
000

= {(0,4,0):y

O conjunto {(0,1,0)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio Ay = 2 sao

eR}=L({(0,1,0)}).

u=1(0,s5,0), com s€ R\{0}.
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(ii) Nao existe nenhuma base de R? constituida s6 por vectores préprios de T' uma vez que
dim E), +dim E,, = 2 < 3 = dimR?,

Logo, a matriz A nao ¢ diagonalizdvel, isto é, ndo existe nenhuma base de R?® em relacao a qual T'
possa ser representada por uma matriz diagonal.

15. Considere a transformacao linear 7' : R® — R3 definida por

T(w,y,2) = (y+ 2,2y + 2,y + 22).
Seja A = M(T;B2;B2). Tem-se

011
A=1]0 2 1],
01 2

uma vez que 7'(1,0,0) = (0,0,0), 7(0,1,0) = (1,2,1) e 7(0,0,1) = (1,1, 2) constituem respectiva-
mente a 1%, 2% e 3* colunas de A.
(i) O polinémio caracteristico ¢ dado por

-x 1 1
det(A—X) = | 0 2=X 1 |==-22-N*+x=-A[2-))"-1]=
0 1 2-2A
= AN -DE-N+D]=-A1-N)B=A)
= =A% +4X\% =3\

(ii) Os valores préprios de T' sao os valores préprios de A, isto é, sdo os valores de A para os
quais det(A — AI) = 0. Logo, os valores préprios de T sao

E)\l — N(T—/\1]>:N(A—A1]):

011 01 1
= N[]|0 21 =N||0 10 —
01 2:|> 00 1
{(%yaz):y:z:o}:
{(2,0,0) : . € R} = L({(1,0,0)})

O conjunto {(1,0,0)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio A\; = 0 sao

u=(s,0,0), com seR\{0}.
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O subespago proéprio E), é dado por
E>\2 - N(T—)\QI) :N(A_)\Q.[) -

-1 11 -1 11
0 11 0 00
{(z,y,2) i =2 +y+2=0 e y+2=0} =
= {(z,y,2):2=0 e y+2=0} =

O conjunto {(0,—1,1)} é uma base de E,,.
Os vectores proprios de T' associados ao valor préprio s = 1 sao

u=(0,—s,s), com s€& R\{0}.

O subespago proéprio E), é dado por

Ey, = N(T=XI)=N(A-XI)=
-3 1 1 -3 1 1
= N|| 0 -1 1 =N[] 0 -1 1]]=
0 1 -1 0 0 0

= {(z,y,2): 3x+y+2=0e —y+2=0}=

_ {(x,y,z):a:zgz e y:z}:
_ {<§2z2> :ZGR}:L({(2,3,3)}).

O conjunto {(2,3,3)} ¢ uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio A3 = 3 sao

u=(2s,3s,3s), com s € R\{0}.

(iii) E possivel ter uma base de R? constituida sé por vectores préprios de T
BUP = {(17 07 O)? <O7 _17 1)7 (27 37 3>} 9

uma vez que
dim B\, + dim E), + dim E), = 3 = dim R?,

Logo, a matriz que representa 1" na base B,, ¢ dada por

000 A O 0
M(T;ByiBy)=10 10 =1]0 X 0],
00 3 0 0 As

uma vez que

7(1,0,0) = (0,0,0) = 0(1,0,0) + 0(0,—1,1) +0(2, 3, 3),

17



T(0,—1,1) = (0,—1,1) = 0(1,0,0) + 1(0, —1,1) + 0(2, 3, 3)

T(2,3,3)=(6,9,9) =0(1,0,0) +0(0,—1,1) + 3(2,3,3).

Deste modo, (A1,0,0), (0,A2,0) e (0,0, A3) constituem respectivamente a 1%, 2* e 3* colunas de
M(T; Byy; Bup)-

(iv) Seja A a matriz que representa T na base canénica de R3, isto é, A = M (T; B2; B?). Tem-se,
por (iii),

A 00 0 00
M(T;Byp;Byp) =1 0 X 0 [ =010
0 0 s 00 3
Logo, atendendo ao diagrama
R.BY) > (®BY)
(SBgan)il T1I I'| Sgs-s,,
R3 z R3
( 7va) M(T@Bw) ( 76111))
tem-se
D = PAP™,
com
000
D = M(T;B,,; Byy) = 010,
00 3
com
1 0 2
Pt=(Sgp,) =8s,m=|0 -1 3| e A=MT;B;B.
0 1 3

Isto é, a matriz A é diagonalizdvel e a matriz M (T; B,,; B,,) é diagonal.

(v) Atendendo a que
D =PAP™!,

tem-se
A=P'DP.

Logo,
1 0 2 0o 0 0 1 0 2

A" = P'D"P=]10 -1 3 0 1™ 0 0 —1 3 =
0 1 3 0 0 3 0 1 3

0 13 13n
= |0 1+433" ——+13”
1 1laon 1 1n

0 —i+i3n 1413
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x 33"y + 5372
T'(z,y,2)=A" |y | = | G+ y+(-L+13")z |,
L LG e e )

para todo o (z,y,2) € R3.

16. Considere a transformacao linear T : R® — R3 que em relacao a base
B = {(0’ L, 0) ) (1’ 0, _1> ) (17 0, 1>}

(ordenada) de R? ¢ representada pela matriz:

7 4 2
A= 1 7 -1
-1 2 10

Logo, a matriz que representa 17" em relaciao a base canénica B, de R3 ¢ dada por:

7 4 2
B=M(T;B;B)=Ssp | 1 7 —1|(Sp_p) " =
| -1 2 10
0 1 1 7T 4 2 01 0 9 0 O
=11 0 0 17 -1 50 2 |=13 7 -1
0 -1 1 -12 10 ][5 0 3 3 -2 8
Note que deste modo, para todo o (x,v, 2) € R? tem-se
x
T(x,y,2)=B |y | = 92,324+ Ty — 2,3z — 2y + 82).
z
(1) O polinémio caracteristico ¢ dado por
9-Xx 0 0
det(A— M) = det(B—A\)= 3 7T-X -1 |[=09-N)[T-N@—-X)—-2]=
3 -2 8-
= (9= (N =15A+54) =(9-AN)(A-9)(A—6) =

= —(A=9°(\-6).

(ii) Os valores préprios de T' s@ao os valores préprios de B, isto é, sdo os valores de A para os
quais det(B — AI) = 0. Logo, os valores préprios de T séo
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O subespago préprio E), é dado por

E)\l — N(T—)\ll) N B )\1

0 0 0 0

— N3 2 —1]]|= 0 -
3 -2 -1 3 —

= {(z,y,2) eR*: 30 -2y — 2 =0} =

= {(z,y,32 = 2y) s v,y € R} = L({(1,0,3),(0,1,-2)}).

O conjunto {(1,0,3), (0,1, —2)} é uma base de Ej,.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio A\; = 9 sao

u=(s,t,3s —2t), com s,t € R\{0}.
O subespago préprio E), é dado por

E)\Q - N(T—/\QI):N(B—/\QI):
0

30 30 0

= N[[|3 1 —1||=N[]01 -1|]|=
3 -2 2 00 0

= {(z,9,2):3c=0 e y—2z=0} =

= {(0,2,2): 2 € R} = L({(0,1,1)}).

O conjunto {(0,1,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T associados ao valor préprio Ay = 6 sao

u=(0,s,s), com se€R\{0}.

(iii) E possivel ter uma base de R? constituida s6 por vectores préprios de T':
BUP = {(17 0’ 3)’ (07 17 _2)7 (07 1a 1)} )

uma vez que
dim E\, + dim E), = 3 = dimR®.

Logo, a matriz que representa 7' na base B,, ¢ dada por

9 0 0 A0 0
M(T;By;By) =109 0| =|0 X 0],
00 6 0 0 X

uma vez que
T(1,0,3) = (9,0,27) = 9(1,0,3) + 0(0,1, —2) + 0(0, 1, 1),

T(0,1,-2) = (0,9, —18) = 0(1,0,3) + 9(0, 1, —2) + 0(0, 1, 1)

7(0,1,1) = (0,6,6) = 0(1,0,3) +0(0,1, —2) + 6(0, 1, 1).

20



Deste modo, (A1,0,0), (0,A,0) e (0,0, A3) constituem respectivamente a 1%, 2* e 3% colunas de
M(T; Byp; Byp)-
Logo, atendendo ao diagrama

®RYB) (BB
(SB§—>BU,,)_1 11 I'| Spsp,,
R3, B, T R3, B,
( 78 P) M(TEtip) ( 78 P)
tem-se
D= PBP!,
com
A 000 9 00
D=MT;By;Byp)=1 0 X 0 [=]109 0],
0 0 X 0 0 6
com
. 1 0 0
P = (Sgs—p,) =Sp,s=|0 1 1 e B=M(T;BB>).
3 -2 1
Isto é, a matriz B é diagonalizdvel e a matriz M (T'; B,,; B.,) ¢ diagonal.

(iv) Atendendo a que

D = PBP !,
tem-se
B=P'DP
Logo,
1 0 0 9 0 0 1 0 07"
B" = P'D"P=|0 1 1 0 9" 0 0 1 1 =
3 -2 1 0 0 6" 3 -2 1
1 0 0 9 0 0 1 0 0
= |0 1 1 0 9" 0 1 1/3 —1/3 | =
|3 -2 1 0 0 6" -1 2/3 1/3
[ on 0 0 1 0 0
= 0 o 6" 1 1/3 —1/3 | =
| 9”3 9"(-2) 6" -1 2/3 1/3
[ o 0 0
= gm — 6" 0" 426" —i0" 4 16"
| 97— 6" —29"+ 26" 29" + 16"
e
A" = (Sp_p,) " B"Sp_p, =
0 1 177" o 0 0 0 1 1
=|1 0 0 9" —6" 19"+ 26" —39" 4 16" 1 0 0f=
0 —1 1 gn _ gn —§9n+§6” §9n+%6n 0 —1 1
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39
— | Ign _Ign dgr 1 dgn Ign Ign
%9

% n ? n n % n 4qn % n
36" — 39 36" 39" — 36
Por outro lado,
T 9"x
T'(z,y,2)=B" | y | = | (9" —6") 2+ (30" + 26") y + (—%9" +367) 2 |,
z (9" —6")x + (—29" + 26") y + (59" + 36") 2

para todo o (z,y,2) € R3.

17. Sabendo que os vectores (1,1,1),(1,0,—1) e (1,—1,0) sao vectores préprios da matriz

Y

1
A= | a
d

[

1
c
f
existem i, A e A3 € R tais que

(L,L,1) EN(A— M), (1,0,—1) e N(A—NI) e (1,—1,0) € N(A—NI),

isto &,
11—\ 1 1 1 0
a b— A\ c 1 (=101,
d (& f—)\l 1 0
1— X 1 1 1 0
a b— A c 0 =10
d e =X -1 0
e

a b— A3 c -1 | =
d e f—)\g 0

Logo, tem-se respectivamente

1—X; 1 1 1 [0

3—MAM =0 A1=3

a+b+c—X\1=0 &< a+b+c=3

d+e+f—-XN=0 d+e+ f=3,
—X2=0 A2 =0
a—c=0 &1 a=c
d—f+X=0 d=f
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d—e=0 d=e
Assim,
(A =3
)\220
)\320
a=b=c=d=e=f=1

18. Considere a transformagao linear T : Myy2(R) — Mayo(R) definida por

T(A) = A+ AT,

we={[o o] [0 o[8[ 0]}

a base candnica (ordenada) de Moy 2(R).
A matriz M (T'; B>*?; B2*?) que representa T’ em relagao a base canénica (ordenada) B2*? ¢ dada
por

(i) Seja

M(T; B2% B2?) =

O~~~ O
O~~~ O
N O OO

S O O

uma vez que

10 2 0 10 [0 1] 00 0 0
T(oo} _{0 0]_2{0 O]JFO_ _+0{1 o}”{o 1}’
o] _ 1o +’ '+ 0 0], ,[00
10|l “looO I ] 10 01|’
o)1 +' '+ 0 0], ,[00
“l1 o0l "looO 10 0| 10 01/’

ot 2] (2 2]

e}
e}

S =

S O o O
—

10 01

~
VRS
o o
=)
—_
Il
| — |
o o
o O
| I
Il
o
| — |
o =
o o
| I
+
o
o o
o =
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(ii) Seja A = M(T; B2*%; B2*?). O polinémio caracteristico é dado por

det(A — \I)

2-X 0 0 0
0 1-X 1 0 2 2
oo TR T S Rl Chab VN (SR e
0 0 0 2-2X
= @=-VA-N-D(A-N+1)]=
= A (2-))°.

Os valores préprios de T' sao os valores préprios de A, isto é, sao os valores de A para os quais
det(A — AI) = 0. Logo, os valores préprios de T' sdo

A

O subespago préprio E), é dado por

Ex

(o b ] a b
- (o b ] __ 2¢ b+c |
= {_c d_EM2X2<R)'_c+b 2d |~
- [a b ] __ 2¢ b+c |
= {_c d_EMQXQ(R)'_c+b 2d |
- [a b ] __ 2¢ b+c |
- {_c d_EM2X2<R)'_c+b 2d
= { ZZ € Myo(R):2a=0 e b+c=0 e 2d=0
T
= {_C 0 :|€M2><2(R):CER}:
- ({1

|

-1

: 0
O conjunto {l 1 0

1 AMT—MU:{{C

1

a

o)1)

b
d

] € Moyo(R) : (T — M) (

)2 (]

} } ¢ uma base de £}, .

0

(§ /\2

= 2.

Os vectores proprios de T' associados ao valor préprio \; = 0 sao

U=

|

—S

s 0

24
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O subespago proéprio E), é dado por

Ey, = N(T—)\ﬂ):{{i Z} Gszz(R)i(T_)‘ﬂ)({
b
d

- {6 a]ermamer ([T ]) (2 2])- [0 0]} -
= (L A ereame | 3y 0] =10 0]} -
_ Z b ] szz(R)I-cza b+ec] 2CCL 267 _[0 07 _
) }a g:iM (R).: +Obb2dblc}{2{02dj”[o 0]}

¢ d | A —c+ 0 00
_ }Cé ZGMQXQ(R):bc}}
= CCL ;_GMQXQ(R):a,c,dER -
- e({loo Vol Lo V]

. 10 01 0 0 )
Oconjunto{{o 0],[1 0],{0 1]}eumabasedeE,\2.

Os vectores préprios de T' associados ao valor préprio A\, = 2 sao

U= [Z j], com r,s,t€ R\ {0}.

(iii) E posstvel ter uma base de Myo(R) constituida sé por vectores proprios de 7":

- ([0 12 2080

dim E)\l + dim E)\Q =4 = dim M2><2(R>.

uma vez que

Logo, a matriz que representa 7" na base B,, ¢ dada por

2.0 0 0 X 00 0

. loz200] [0 X 0 0
M(T5BuwiBuw) =10 g 00| =0 0 A 0]
000 2 0 0 0 X

uma vez que
10 2 0 10 0 1 0 —1 0 0
r(loa]) =8 o] =2lo o) el Vo] o[d 3ol
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01 0 2 10 01 0 —1 0 0
(Vo)L a]-ols b [d s [ [ 3 [0 1)
0 —1 00 1 0 01 0 —1 00
(V)= Loa]ols b3 s e [d W [0
0 0 0 0 10 01 0 —1 0 0
r(lo v -Loz]-ols S [d o Jeo[3 3 0 1]
Deste modo, (A2, 0,0,0), (0,A2,0,0), (0,0,A,0) e (0,0,0, \2) constituem respectivamente a 1%, 2%,

3% e 4% colunas de M (T'; B,p; Bup)-
Logo, atendendo ao diagrama

(Moxa(B), B2?) T (Maa(R), B2?)
—1
(Sng2_>va> TI [ l SB(%X2—>B1)]}
T
(M2><2<R)7va) M(T@Bup) (M2x2<R)7Bw>
tem-se
D =PAP™!,
com
XM 0 0 0 2000
i e v O X 0 0 0200
D=MT:BwiBu) =109 0 5 0| |o000]
0 0 0 X\ 000 2
com

—1
P—l — (SBEWHBw) = SBUP_,ngz e A= M(T; BgXQ; ngg).

Isto é, a matriz A é diagonalizdvel e a matriz M (T'; B,,; B.,) € diagonal.

19. (i) Seja
2 1
Tem-se
2—A 1 9
det(Al—)\I):‘ 9 5_)\‘:(2—)\)(5—)\)+2:/\—7)\+12:(3—)\)(4—)\).

Os valores préprios de A; sao
)\1 =3 e )\2 =4.

O subespago préprio Ey, é dado por
Ey, = N((A-X\I)=

S RET
= N({_Ol é}):{(x,y)ERQ:—any:O}:
= {yy):yeR}=L{IL1}).
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O conjunto {(1,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de A; associados ao valor préprio A\; = 3 sao

u=(s,s), com s¢€R\{0}.
O subespago préprio E), é dado por
Ey, = N(Ay—X\I)=
(s A ) (S ])
= N([_()Q é})z{(x,y)ER2:—2x+y=O}:
— {(@,20) 2 €R} = L({(1,2)}).

O conjunto {(1,2)} ¢ uma base de E,,.
Os vectores préprios de A; associados ao valor proprio Ay = 4 sao

u=(s,2s), com s¢€ R\{0}.
E possivel ter uma base de R? constituida sé por vectores préprios de Ay:

va = {(17 1)7 (L 2)}:

uma vez que
dim E)\l + dim E/\2 = 2.

Logo, a matriz A; é diagonalizdvel e tem-se

Dy = PLALPY,
com
- 11
Pllszvaiz[l 2]
) A
A 0] |30
peloon )=o)
(ii) Seja
2 11
A,=10 3 1
013
Tem-se
2—-X 1 1
det(Ay; — M) = 0 3-x 1 [=2-N[B-N*-1]=

0 1 3-2)
= 2=-N[B=-XN)-1[B=N+1=2-N*4-N.
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Os valores proprios de A, sao

O subespago préprio E), é dado por
E)\l — N(A2 - )\1]) -

[ 2 — )\ 1 1 011
= N 0 3-X) 1 =N 011 =
0 1 3—-X\ 011
[0 1 1
= N 000 ={(z,y,2) eER* 1y +2=0} =
10 00

= {(z,—2z,2) 2,2 € R} = L({(1,0,0),(0,—-1,1)}).

O conjunto {(1,0,0), (0,—1,1)} é uma base de Ej,.
Os vectores préprios de A, associados ao valor préprio A; = 2 sao

u=(s,—t,t), com s,teR\{0}.
O subespago préprio Ey, é dado por
E)\Q - N(A2 —)\QI) -

(29— 1 1 2 1 1
= N 0 3— X 1 =N 0 -1 1 =
0 13-\ 0 1 -1
[ -2 1 1
= N 0 -1 1 ={(z,y) ER*: —2z+y+z2=0¢e —y+2=0}=
0 0 0

= {(z,2,2):z2e R} =L({(1,1,1)}).

O conjunto {(1,1,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de Ay associados ao valor préprio Ay = 4 sao

u={(s,s,5), com seR\{0}.
E possivel ter uma base de R? constituida s6 por vectores préprios de As:
va = {(17 0, O)’ (O’ -1, 1)7 (17 L, 1)} )

uma vez que
dim E>\1 + dim E>\2 = 3.

Logo, a matriz Ay é diagonalizdvel e tem-se

Dy = P2A2P2_1,
com
1 0 1
P2_1 — SB1;p—>Bg — 0 —1 1
0O 1 1
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A 000 2 00
Dy=|10 X\ 0| =020
0 0 X 0 0 4
(iii) Seja
1 10
As=111 0
0 00
Tem-se
1—A 1 0
det(A; — \I) = 1 1-X 0 |=(=N[1-N*-1]=
0 0 -

= (N[ =A)-1[1 -

Os valores préprios de As sao

)\1 =0 e /\2 =2
O subespago préprio Ey, é dado por

E)\ — N(Ag—)\ll):

1

[ 1)\ 1 0
0 0 -\
(1 1 0

= N 000
1000

= {(_y7y7 Z) ‘Y,z € R} =L ({(_17

O conjunto {(—1,1,0),(0,0,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de A, associados ao valor préprio

u=(—s,s,t), com s,t¢€
O subespago préprio E), é dado por

E)\ - N(A2_)\2[):

2

(11— 1 0
0 0 —X
[ -1 1 0
= N 0 0 0 = {(z,y) eR?
0 0 -2

= {(%,9,0):ye R} = L({(1,1,0)}).
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A +F1] =2 (2-)).

I
O =
[ R S
o oo
Il

:{(:U7y,z)€R3:a:~l—y:0}:

1,0),(0,0,1)}).

A1 = 0 sao

R\ {0}.
-1 1 0
1 -1 0 =
0O 0 =2



O conjunto {(1,1,0)} é uma base de E,,.
Os vectores préprios de As associados ao valor préprio Ay = 2 sao

u=(s,s,0), com s& R\{0}.
E possivel ter uma base de R? constituida sé por vectores préprios de As:
BUP = {(_17 17 0)? (07 07 1)7 (17 17 O>} 9

uma vez que
dim Fy, +dim E,, = 3.

Logo, a matriz As é diagonalizdvel e tem-se

Dy = P3A3 Py,
com
-1 0 1 A 00 000
Pol=Ss =1 01| e Ds=|0 X\ 0 |=]000
0 10 0 0 X 00 2

20. Considere a transformacio linear 7 : R* — R* que em relacao a base canénica de R* &
representada pela matriz

0000
a 0 00
0 b 0 0]’
00 c O
com a, b, c € R.
Determinemos os valores préprios de T'. Tem-se

-2 0 0 O

a —A 0 0 (4 4

0 -2 0 | (=) =4

b
0 0 c =

O valor préprio de T é A = 0.
O subespaco préprio E) é dado por

A 0 0 0 0000
a -\ 0 0 a 0 0 0

Ex = N 0 b -\ 0 =N 0b 00 -
0O 0 ¢ =X 00 ¢c O

= {(z,y,z,w)€R4:ax:0 e by=0 e cz:O}.

Assim, para que exista uma base de R* constituida sé por vectores préprios de T’ é necessario que
se tenha
a=b=c=0.
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Caso contrario, teriamos
dim F) < 4.

21. (i) Como
Auy = (a+ Duy

Aug = (a — 1)ug

entao uq,us sdo vectores proprios de A, associados respectivamente aos valores préprios a + 1 e
a—1.

(ii)
p(A) =det(A= M) =3 -X)[(a=A2=1]=B-NA-a-1)A-a+1).

Para (a+1#3ea—1+#3) & a & {2,4} os valores préprios de A: 3,a+ 1 e o — 1 sdo todos
distintos.

(iii) Para o & {2,4}, {u1}, {u2} e {(3 — a,a® — 6 + 8,1)} sdo bases de E,1, E,_1 e Es,
respectivamente.
Para a = 2, B3 = E,,1. Além disso, {uy} é uma base de E,_; e {u;} é uma base de Ej.
Para o = 4, B3 = E,_;. Além disso, {uy} é uma base de E3 e {u;} é uma base de F, 1.

(iv) Para o ¢ {2,4} a matriz A é diagonalizédvel, pois os seus valores préprios sao todos distintos.
Se o = 2 ou o = 4 entdo 3 é valor préprio de A e my(3) = 1 < 2 = m,(3), pelo que A nao é
diagonalizével. Logo A é diagonalizavel < o & {2,4}.

22. a) e b) Seja B2 = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a base canénica de R®. Seja A = M (T; B3; B3).
Tem-se

1 0 2
A=]01 0],
2 01
uma vez que 7'(1,0,0) = (1,0,2), 7(0,1,0) = (0,1,0) e T(0,0,1) = (2,0, 1) constituem respectiva-

mente a 1%, 2% e 3% colunas de A.

Determinemos os valores préprios de T'. Os valores préprios de T' sao os valores préprios de A,
isto é, sdo os valores de \ para os quais det(A — AI) = 0.

O polinémio caracteristico é dado por

1—A 0 2
det(A—X)=| 0 1-Xx 0 |=(@1-N
2 0 1—A



— (- N[N -] = (1= N (1= N BN

Logo, os valores préprios de T'sao Ay =1, Ay = —1 e Ay =3
O subespago préprio E), é dado por

Ex, =N(T-M)=NA-I)=N = L({(0,1,0)}).

N OO
o O O
S O N

O conjunto {(0,1,0)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T' associados ao valor préprio A\ = 1 s@o u = (0,s,0), com s € R\ {0}.
O subespago préprio E), é dado por

By =N (T -2 =NA+D) =N = L({(~1,0,1)}).

\CRN el \V]
o NN O
N O N

O conjunto {(—1,0,1)} é uma base de E),.
Os vectores proprios de T' associados ao valor préprio A\ = —1 sdo u = (—s,0,s), com s €

R\ {0}.

O subespago préprio E), é dado por

—2 0 2
Ex, =N (T—XMI)=NA-30)=N|]| 0 -2 0 ={(z,0,2) : 2 € R} = L({(1,0,1)}).
2 0 -2

O conjunto {(1,0,1)} é uma base de E),.
Os vectores préprios de T' associados ao valor préprio A3 = 3sdou = {(s,0, )}, com s € R\ {0}.

Como 0 nao é valor préprio de T entao 1" é invertivel. Como T" tem 3 valores préprios distintos, os
vectores préprios associados serao linearmente independentes, pelo que existird uma base ordenada
de R? formada s6 por vectores préprios, por exemplo:

{(0,1,0),(—-1,0,1),(1,0,1)}.

1 0 0
Isto é, T' é representada em relagao & base anterior pela matriz diagonal: | 0 —1 0
0 0 3

23. a) O polinémio caracterisico de A é

1—-A 0 1
p(A) = det(A — M) = det 0 2—-X 0 =
1 0 1—A

=2-XN)[1=N?=1"] =-xr-2)%

donde {0,2} é o conjunto dos valores préprios de A com m,(0) =1 e m,(2) = 2.
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b) {(1,0,—1)} é uma base para o espago préprio Ey = N (A) e {(1,0,1),(0,1,0)} é uma base
para o espaco proéprio

0 1
Ey=NA-2)=N| 0 0 0
0

—

Portanto {(1,0,—1),(1,0,1),(0,1,0)} é uma base de R?® formada por vectores préprios de A.

c) (1,0, —1) é vector préprio da matriz A pela alinea b), mas nao é vector préprio da transfor-

macao linear 7', pois
T(1,0,—1) = (2,2,0);

note que
7(1,0,-1) =T]1(1,0,0) + 1(1,1,0) — 1(1,1,1)] =

= T(1,0,0) + T(1,1,0) — T(1,1,1) = T(1,1,0) = 2(1, 1,0).

d) (1,0,0) é uma solucao particular de
T(x,y,z) = (1,0,1),

ie. T(1,0,0) = (2,1,1). Por outro lado {(—1,0,1)} é uma base para N (A) e portanto {(0,1,1)} &
uma base para N(T'), pois

(0,1,1) = —1(1,0,0) + 0(1,1,0) + 1(1,1,1).
Logo a solugao geral da equacao linear T'(z,y,z) = (1,0,1) é:

(1,0,0) +¢(0,1,1) = (1,¢,¢), c €R.
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