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Resolucao da 6* Ficha de exercicios

1. (i) Consideremos a aplicagao (,) : R? x R? — R, definida por

((z1,22), (Y1, y2)) = 2Ty7 + 2343,

com (1, Z2), (y1,y2) € R2.
Por exemplo

<(17 1)’ (170) + (170>> = <(17 1)’ (270)> =4#£2= <<1’ 1)7 (170)> + <(17 1)’ (170)> .

Logo, esta aplicagdo (,) ndo é um produto interno, uma vez que a condi¢ao de linearidade nao é
verificada.

(ii) Consideremos a aplicagao (,) : R? x R? — R, definida por
((z1,22), (Y1,92)) = T1y1 — a1 — T1Y2 + 32202,

com (x1,Ts), (y1,y2) € R2.
Tem-se

((z1,22), (y1,92)) = [ 21 w2 ] [ —11 _31 ] {yl ]

Y2

3

logo, a aplicagao (,) define um produto interno em R2.
Resolucao alternativa: Para todos os (21, 22), (27, 25), (y1,72) € R? e A € R tem-se:

e como [ q } é simétrica e os seus valores préprios (\/§ +2e2— \/5) sao todos positivos,

((z1,22), (y1,92)) = @1y1 — Tays — T1Y2 + 3T2Ys =
= Y171 — Y12 — Yoy + YTy =
= Y1T1 — Yo'1 — Y1T2 + 3YaTg =

= ((y1,92), (z1,22)) -

! !’

<(x1,x2) + (1, 75), (yl,y2)> = <(x1 + xll,xQ + x;), (y17y2)> =

= (z1+ )y — (22 + 2o)yr — (21 + 27)y2 + (22 + 25)y =
= T1y1 T Ty — Tay1 — Ty — T1Y2 — T1Y2 + 3x2y2 + 3x5y2 =
= T1Y1 — T2Y1 — T1Y2 + 3T2Y2 + T Y1 — TyY1 — T1Y2 + 3TyY2 =

= (o), () + (@2). (.92



Az1,22), (Y1, 92)) = (Aw1, Ax2), (1, 92)) =
AT Y1 — ATy — AT1Y2 + 3AT2y2 =

AMx1y1 — Tayy — T1Ya + 3T2y2) =
= M(@1,22), (Y1, 92)) -

<($1,$2)> (1717 sz)) = 93% — 2w179 + 3$§ = (331 - $2)2 + (\/§$2)2 >0

(&
<(x1,$2),($1,x2)> - 0<:> ($1—$2:0 e \/§$2:0)<:>
& (11 =22 € 19=0)
And (l’l:OGZEQ:O).
Logo:

((z1,22), (21, 72)) > 0,

para todo o (z1,x2) # (0,0).
Assim, a aplicagao (,) : R?* x R? — R, definida por

(1, 9), (Y1,Y2)) = T1Y1 — Tals — T1Y2 + 3T2Y2

é um produto interno.

(iii) Consideremos a aplicagao (,) : R? x R? — R, definida por
(1, 72), (Y1, 42)) = —22191 + 372Y2,

com (1, Z2), (y1,1y2) € R2.
Tem-se

(onan) o = [ )| 7 5] [0 ]

Y2

Como os valores préprios de [ _02 g } nao sao todos positivos (—2 e 3), logo, a aplicacao (,) nao

define um produto interno em R?, uma vez que a condicao de positividade nao é satisfeita.

Resolucgao alternativa: Vejamos que a condicao de positividade nao é satisfeita.

3
<(I1,[E2), (ZEl,J]Q» =0& —21‘% + 31’3 =0& T = \/;|ZE2| .

Logo, por exemplo tem-se:
() () ()0

<<I1,I2), (I17I2)> > O, v<l’1,l’2) ?é (0,0)

Assim, a condicao:
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nao ¢é satisfeita. Logo, a aplicagao (,) : R? x R? — R, definida por
((x1,22), (Y1, ¥2)) = —221y1 + 3Ty

nao ¢ um produto interno.

2. (i) Consideremos a aplicagao (,) : R? x R?* — R, definida por
(1,32, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = 191 + T2yo + T3ys,

com (xlax?v‘r?))’ (y17y27y3) € Rg'

Tem-se
1 00 Y1
((z1,22,23), (Y1, Y2, 93)) = | 1 22 @3] | 0 1 0 Yo
0 01 Ys
1 00
ecomo | 0 1 0 | ésimétrica e os seus valores préprios (1) sdo todos positivos, logo, a aplicagao
0 01

(,) define um produto interno em R3.

Resolugao alternativa: Para todos os (1, o, 23), (2], Ty, 23) (Y1, Y2, y3) € R? e A € R tem-se:

= i + Y22 + Y3T3z =
= <(1U1>y27y3),(171,x2,x3)>.

<(.’1§'1,x2,$3) + (xllax;7$;)7 (y17y27y3)> -

= <($1+l‘/1,$2+$/2,$3+$;,),(y17?/2;y3)> =

(21 + 27)y1 + (22 + 23)y2 + (23 + 23)y3 =
= X1y T T Y1 + ToYo + TolYs + XT3Y3 + T3Y3 =
= T1Y1 + T2Y2 + T3Y3 + T Y1 + TolYo + XT3Y3 =

= (@1, v203), (902 9)) + (@, 5). (1,32, 30) )

(M@, 2, 23), (1,92, ¥3)) = (Ax1, Az2, AT3), (Y1, Y2, ¥3)) =
AT1Y1 + ATl + AT3Ys =
Mxry1 + Toy + 3Y3) =

= A(z1, 22, 73), (Y1,Y2, Y3)) -

<($1,[E2,I3), (xl,x27x3)> = CL’? + ZL’% + x% > 0
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<(I17I‘2,(L’3>7 (1’1,%’2,1]3)) =0« ((L’l =0 e 29=0 e x3= 0)

Logo:
(21,72, 73), (21, T2, 23)) > 0, ¥(21, T2, 73) # (0,0,0).
Assim, a aplicacao (,) : R? x R® — R, definida por

(21, 72, 73), (Y1, Y2, Y3)) = T1Y1 + T2ya + T3Y3

¢ um produto interno, o chamado produto interno usual de R3.

(ii) Consideremos a aplicagao (,) : R* x R* — R, definida por

<($1, 372,$3)> (yla Ya, y3)> = T1Y2 — T2Y1-

Tem-se
0 10 U1
(21,22, 23), (y1,92,93)) = [ 21 @2 w3 ] | =1 0 0 Yo
0 00 Y3
0 10
ecomo | —1 0 0 | nao é simétrica, logo, a aplicacao (, ) nao define um produto interno em R3.
0 00

Resolucao alternativa: Por exemplo
((1,1,1),(1,0,0)) = =1 # 1 =((1,0,0),(1,1,1)) .
Logo, esta aplicagdo (,) nao é um produto interno, uma vez que a condigdo de simetria nao é
verificada.
(iii) Consideremos a aplicagio (,) : R?* x R* — R, definida por
((x1,22,23), (Y1, Y2, Y3)) = 2T1y1 + T1Y3 + T3y1 + 222y2 + T3y,

com («Tl,fﬂg,l‘g), (y17y2ay3) S Rg-

Tem-se
2 01 Y1
<(5171,9U2,933)>(y1792,3/3)>=[xl T2 x:s] 020 Y2
1 01 Y3
2 01
ecomo | 0 2 0 | ésimétrica e os seus valores préprios
1 01
2— ) 0 1
det| 0 2—-X 0 :(Z—A)det[QIA 1iA}—
1 0 1—A



=2-N[2=-N1-N)-1=2-N)N=3r+1) =

—(2-1) (A—%—?) (A—%ﬁ?)

(% + \/75, % - 75, 2 ) sao todos positivos, logo, a aplicagao (, ) define um produto interno em R3.

Resolucao alternativa: Para todos os (21, 29, 23), (2}, 25, 23) (1, Y2, ¥3) € R® e A € R tem-se:
((@1,22,23), (Y1, Y2, ¥3)) = 2m1y1 + T1ys + T3y1 + 222y2 + T3y =
= 2y171 + Y321 + Y1x3 + 2Y2wa + Y33 =
= (1,92, ¥3), (21,22, 23)) -

! /

<($17$2,$3) + (1‘,17%@3), (yl,yg,y3)> = <($1 + $,17$2 + 95,2%3 + $;)), (yl,yg,y3)> =

2(21 + 7))y + (1 + 2))ys + (3 + 23)yn + 2(@2 + 39)yp + (3 + 23)ys =
201y + 271 Y1 + T1Y3 + T1Ys + Tayn + Tayr + 2T9ys + 2T9Yo + Tays + Tays =
= 2wy + T1y3 + T3y1 + 2x2y2 + x3y3 + 22,y1 + 21Y3 + T3y + 2Ty + T3z =

- <(CC1, $27x3)7 (yla y27y3)> + <(l’/1, x,27xl3)7 (yla Y2, 93)> .

(A1, 22, 23), (Y1, 92, ¥3)) = (Aw1, Axa, Azs), (Y1, Y2, ¥3)) =

= 2 \1y1 + AT1Y3 + AT3y1 + 20Ty + AT3y3 =
A2x1y1 + 1Y3 + T3y1 + 222y + X3Y3) =
= A{(@1,22,23), (41,2, 93)) -

(w1, 29, 13), (11,22, 23)) = 235? + 27125 + 2:103 + x% =

2
= ‘T% + (561 + $3)2 + (\/5.'132) > 0

(x1, 20, x3), (21, T, 23)) = 0 (11=0 e ;+23=0 e V21, =0) &
& (x1=0 ¢ 23=0 e z3=0).

Logo:
<(.Z'1, T2, .1'3), (xla T2, :C3)> > 07 V(.fll'l, T2, l’g) 7£ (07 07 0)
Assim, a aplicacao (,) : R* x R® — R, definida por

(21,22, 73), (Y1, Y2, ¥3)) = 20191 + T1Y3 + T3y1 + 2T2ya + T3Y3

¢ um produto interno.

3. Sejam (x1,12), (y1,y2) € R%. Consideremos a aplicagao (,) : R? x R? — R, definida por

3 2
((z1,22), (Y1, 92)) = [ 71 2 ] Y= 3r1y1 + 222y1 + 221y + 3T2Y0.
2 3 Y2
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g 3 } é simétrica e tem os seus valores préprios (1 e 5) todos positivos,

entdo esta aplicagao define em R? um produto interno. Além disso, verifica-se ((1,0),(0,1)) = 2,
uma vez que

[3 2} _ { ((1,0),(1,00) (1,

23 ((0,1),(1,0)) ((0,

Atendendo a que a matriz

4. Considere os vectores u = <\/Lg, —\%) ev = ( e \ﬁ> Considere o produto interno definido

em R? por
(w1, 22), (Y1, Y2)) = 32191 + 2729>.

Tem-se

=) ) -1 ()

2 2 2 2
( >3(1)+2(1) 1 ( >3(2)+2(3) 1
u,u) = = — | = e V,V) = — — | =
Vb V5 V30 /30
Logo, o conjunto {u,v} é ortonormado relativamente ao produto interno anterior.

No entanto, relativamente ao produto interno usual (,)" definido em R?:

(21, 22), (y1,yz)>' = T1Y1 + T2Yo,

tem-se 1 5 13
L+ / _ =z / -2
<u’ U> - <u’ U’> € <’U7 U) 30

V150 5

Logo, o conjunto {u,v} nao ¢ ortonormado relativamente ao produto interno usual definido em R2.

5. Considere em R* o produto interno usual.
Seja U = L ({(1,0,0,0),(1,0,0,1)}). Logo, o subespago de R* ortogonal a U é dado por:

L (zy,z,w) €RY: {(z,y, 2,w), (1,0,0,0)) = e B
vr= { ’ ((:E,y,z,zyv), (1,0,0,1)) =0 } -

1 0 00 1 0 00
:N<[1 00 1]):/\/({0 00 1D:
:{(x,y,z,w)€R4:x:O e wzo}z{(O,y,z,O)€R4:y,z€R}:

— L({(0,1,0,0), (0,0,1,0)}).

Como o conjunto {(0,1,0,0),(0,0,1,0)} é independente e gera U+ entdo ¢ uma base de U+ e
tem-se

R'=U U =
= L ({(1,0,0,0),(1,0,0,1)}) ® L ({(0,1,0,0),(0,0,1,0)}).
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6. Considere em R? o produto interno definido por:

((z1,72,23), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 + T1y2 + Tay1 + 222y + T3Ys,

isto é, por
1 10 U1
<(ﬂ71,$27$3)7(y17927y3)> = [ ry1 T2 I3 ] 120 Y2
0 01 Y3

(i) Seja u = (1, 9, v3) € R3. Tem-se

lull = /A1, 22, 23), (@1, 02, 73)) = \/} + 221 + 203 + 23,

(ii) Considere os vectores u; = (1,0,0), ug = (—1,1,0) e ug = (0,0, 1). Tem-se

arccos unuz) = arccos U
[ [ flue | L2
(ug, ug) _ _ T
arccos ——————— = arccos — = —
]| [|us] L1 2
e
(u,uz) 0
arccos —————— = arccos — = —
(B8 BICEY L1 2
(iii) Atendendo a que
(ur, ug) = (ug,uz) = (ur,us) =0 e |Ju]l = [lugll = [lus]| =1
entao o conjunto {uy,us, uz} é uma base ortonormada de R3.
Seja u = (1, T2, 73) € R3. Tem-se
U = <U,u1> Uy + <u7u2> Ug + <u7 U3> ug =

= (71 + x2) Uy + Tous + T3U3.

Logo, as coordenadas de um vector u = (x1, 75, 3) € R? em relagao a base ortonormada {uy, us, us}
sao dadas por:
1+ T2, T2 € x3.

7. Considere R* com o produto interno usual. Seja
U=L({(1,0,-1,0),(-1,2,0,1),(2,0,2,1)}).

Determinemos a dimensao de U e uma base ortonormada para U. Tem-se

1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
0 2 0 . 0 2 0 . 0 2 0 . 0 2 0
-1 0 2 0 -1 4 0 0 4 0 0 4
0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 0 O



Logo, o conjunto {vy, vq,v3}, com v; = (1,0,—1,0),v3 = (=1,2,0,1) e v3 = (2,0,2,1), &€ uma base
de U e como tal dimU = 3.
Sejam
Uy = V1, U=V — Proj,, V2 € U3 = V3 — Proj,, vz — proj,, vs.

Logo, o conjunto {uy, ug, us}, com u; = (1,0, —1,0),

—1 1 1
ug = (—-1,2,0,1) — 7(1,0, —1,0) = (__ 2, -5 1)

0 -1 /1 1
up = (2,0,2,1) = 5(1,0,-1,0) (—5,2,—5,1>—

S 11/2
21 4 21 13)

1
= (2,0,2,1))+ —=(-1,4,-1,2) = —, —, —, —
(20,2, )+11< 4 -12) (11’11’11’11

é uma base ortogonal de U. Uma base ortonormada para U:

{ U1 (%) us }_
[l luall ™ [usl]

{(ﬂo \/§0><\/ﬁ2@ @@)(21 4 21 13 )}
=500 (- _ 7 ,

’ 227 11 7 227 11 V1067 /1067 /1067 /1067

8. (i) O conjunto {(0,1,1),(0,0,1)} gera U e ¢ linearmente independente logo ¢ uma base de U.
Atendendo ao método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, uma base ortogonal para U é: {uy,us}
em que u; = (0,1,1) e

us = (0,0,1) — Proj(0,0,1) = (0,0,1) — ((0,0,1),(0,1,1))

(0,1,1) =
(0.1.1) 10,1, 1)
1 11
= 1)—=(0,1,1) = (0,—=,= .
(0’07 ) 2(0’ ) ) <7 272)

Assim uma base ortogonal para U é: {(0,1,1), (0,—3,3)}-
Tem-se

V={(z,y,2) eR*:y— 2 =0} ={(z,y,y) : z,y € R} = L({(1,0,0),(0,1,1)}).

Atendendo a que ((1,0,0),(0,1,1)) = 0, uma base ortonormada para V' é:

(1,0,0)  (0,1,1) | _ NeRve
{||<1,o,o>||’||<o,1,1>||}‘{“’0’0)’ (0’ 23 )}

Ut = (L ({(0, 1,1), (0, —%, %) }))L = L({(1,0,0)}),

8
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uma base ortonormada para R? que inclui dois vectores geradores de U é:
2 V2 2 V2
0.0 (0. Y2 V2 (o V2 Vv2) L
272 27 2
Como

VE={(a,y,2) eR* 1y — 2 =0} = {(2,5,2) € R®: ((2,7,2),(0,1,-1)) = 0} =

::«L(ﬂOJ,—D}»L>L==LCKQ1f_D}%

e atendendo & alfnea anterior, uma base ortonormada para R? que inclui dois vectores geradores de

V é:
fone22)(2-5))

(iii) O elemento de U mais préximo de (1,1,1) é:

Py(1,1,1) = (1,1,1) — Pyu(1,1,1) =

=(1,1,1) — ((1,1,1),(1,0,0)) (1,0,0) = (0,1,1).
A distancia entre (1,1,1) e V+ &

1.1.1), VY = |P/(1,1.1 = 1,1,1)] =
d((a ) )7V ) H V(7 ) )H (1,11)eV H(a ) )H \/g

10 2
9. Seja A= |0 0 0 | e considere o produto interno usual. Sejam N (A), C(A) e L (A)
2 01
respectivamente o nicleo, espaco das colunas e espago das linhas de A.

(i) O conjunto {(1,0,2),(2,0,1)} é uma base para C (A) pois gera C (A) e é linearmente inde-
pendente.

O conjunto {(1,0,2),(2,0,1),(0,1,0)} é uma base para R?. Como (2,0,1) e (0,1,0) sao ortog-
onais, basta aplicar Gram-Schmidt a (1,0, 2):

(]-7 07 2) - P(2,0,1)(]-7 07 2) - P(O,l,O)(]-a Oa 2) =

((1,0,2),(2,0,1))
1(2,0,1)]1*

4 3 6
—(1,0,2) — =(2,0,1) = (—2,0,2 ) .
( ’07 ) 5( 707 ) < 57075>

((1,0,2),(0,1,0))
1(0, 1, 0|

(2,0,1) — (0,1,0) =

= (1,0,2) —
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Logo, o conjunto

(2,0,1)  (0,1,0)  (-3,0,%) 25 V5 525
{||(2,o,1)|\’\|(o,1,0) " 1(=2,0,%) H} {( =0, 5) (0,1,0), ( =0, )}

¢ uma base ortonormada para R? que inclui dois vectores de C (A): (i 0, %) e (—‘/?5, 0, %> .

(ii) O elemento de £ (A) mais préximo de (1,1,1) ¢
P ,1,1) = (1,1,1)—- P, 1,1,1 =
E(A)( y Ly ) ( 7 Ly ) N(A)( y 4y >N(A):L({(0,1,0)})
1,1,1),(0,1,0
~ 11— LD OLO G Gy
10, 1,0)]
= (1,1,1) - (0,1,0) = (1,0, 1).

A distancia entre (1,1,1) e N (A) ¢é

d((1,1,1), N (A)) = HP(N(A))l(L 1, 1)H = || Pecay(1,1, )] = [1(1,0, D)]| = V2.

1 01

10. Seja A= | 0 2 0 | e considere o produto interno usual. Sejam N (A), C(A) e L(A)
1 01

respectivamente o nicleo, espaco das colunas e espago das linhas de A.

(i) Tem-se (N (A))" = £ (A). O conjunto {(1,0,1),(0,2,0)} é uma base para N (A) pois gera
N (A) e é linearmente independente. Como ((1,0,1),(0,2,0)) = 0, os vectores (1,0,1) e (0,2,0)
sao ortogonais. Logo, o conjunto

(1,0,1) (0,200 \ [[(v2 V2
{n(l,o,l)n’ ||<o,2,o>||} B {( R >v<07170>}

é uma base ortonormada para (N (4))".

\)

(ii) O conjunto {(1,0,1),(0,2,0)} é uma base para C (A) pois gera C (A) e é linearmente inde-
pendente.

O conjunto {(1,0,1),(0,2,0),(0,0,1)} é uma base para R?. Como (1,0,1) e (0,2,0) sao ortog-
onais, basta aplicar Gram-Schmidt a (0,0, 1):

(0,0,1) = Pa.1)(0,0,1) — Po2.0)(0,0,1) =

((0,0,1),(1,0,1)>(1 0,1)— ((0,0,1),(0,2,0))

= (0,0,1) — (L0 DIP 1(0,2,0)|

(0,2,0) =

10



Logo, o conjunto
Lon 020 (303 |_[(v2, V2 V2,2
{||<1,0,1>||’||<0,2,0>||’ (—g,o,;)u}—{(z 03 );(0,1,0>,< 50 2)}

¢ uma base ortonormada para R? que inclui dois vectores de C (A): (—2, 0, ‘/75) e (0,1,0).

(iii) O elemento de £ (A) mais préximo de (1,2, 3) é:
P 1,2,3) = (1,2,3)— P, 1,2,3 =
E(A)( ) & ) ( y & ) N(A)(7 ) )N(A)ZL({(—LO,I)})
((1,2,3),(—1,0,1))
I(=1,0,1)|"
= (1,2,3) = (=1,0,1) = (2,2,2).

(1,2,3) - (_1’071) =

A distancia entre (1,2,3) e £ (A)" &

a((1,2,3), (£ (A)") = || Peca(1,2,3)]| = [12.2,2)]l = 2v3,

11. Seja U = L ({(1,1,1,0),(0,1,1,1)}). Seja (z,y,z,w) € U. Entao existem z,y € R tais que

(x,y,z,w) =x(1,1,1,0) + y(0,1,1,1).

Deste modo, o seguinte sistema (nas varidveis x e y) tem que ser possivel e determinado:

=2
r+y=y
r+y==z
Y =w

Considerando entao a matriz aumentada deste sistema, tem-se:

10| = 1 0| = 1 0 | x

1 1] y . 01 | y—x . 01| y—=

1 1 | z | —Li+Lo—Ls 01 | z—x —Ly+Ls—Ls 00| =z—y

01 | w| frfls—ls 01 ] w ~Letla—La 00 | z—y+w
Logo, para que o sistema anterior seja possivel e determinado, é preciso que se tenha z —y =0 e
r—y+w=0.

Assim, U = {(z,y,z,w) ER*: 2 —y+w=0 e z—y =0}, isto &,
1 -1 0 1
U=N(A4), com A_[O 11 O}'
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12. Seja B = {(1,0),(1,—1)} uma base de R%. Vamos definir um produto interno em R? em
relagao ao qual a base B é ortonormada.

Seja B2 = {(1,0), (0,1)} a base canénica de R?. A matriz de mudanga de base de B? para B ¢é
dada por

_ 11 11 11
Sz = (S5-52) 1:{0 —1} :{o —1]'

Sejam u,v € R?. Tem-se
U:([Ehl’g) € U:(y17y2>7

onde z1, T3 € Y1,y sa0 as coordenadas na base B? de u e v respectivamente. Seja S = S B2_.5- Logo,
tem-se a aplicacgao (,) : R? x R? definida por

(u,v) = (Su)" G (Sv), com G = [ (v1,v1)  (v1,v2) ] _ [ 10 ] ,

(vg,v1)  (vg,v9) 0 1
ou seja,
1 1 J[a\' [1 0 1 1 ) [w
((m1,22), (y1,32)) = ([0 _1} [@ D [O 1} ([0 _1} {3/2 D =
= 1y + 1Yy + oY1 + 222y,
Como

11
((z1,22), (W1, 92)) = T1y1 + T1Y2 + Tay1 + 202y = [ T1 T2 } [ 1 2 } [ 132 }

e a matriz { } é simétrica, sendo os seus valores proéprios (%\/3 + % e % — %\/3) positivos,

1 2
entao a expressao

((z1, ), (Y1,Y2)) = T1y1 + T1Y2 + Ta2y1 + 2T2Y

define um produto interno em R2. Além disso, é facil verificar que para este produto interno a base
B ={(1,0),(1,—1)} é ortonormada:

<(1’O> ) (17 _1)> =0 e <(170) ) (170)> = <(17 _1) ) (17 _1)> =1

13. Considere a aplicagao (,) : R? x R? — R definida por
(w1, 22,23), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 — T1Y2 — T2y1 + 4T2y2 + T3Ys3.
(i) Tem-se
1 -1 0 Y1

<<x17$27x3)7<y17y2>y3)> - |: T1 T2 T3 ] —1 4 0 Y2
O 0 1 y3

12



—1 0
Como | — 0 | é simétrica e os seus valores préprios (5+5/ﬁ e 5’;/ﬁ) sao todos positivos,
1
(,)d

logo, a aphcagao .} define um produto interno em R3.

(ii) Seja V = L ({(3,4,0)}) C R3. Uma base ortonormada para V:

e A e B (CEO)

O ponto de V' mais préximo de (0,1,0) é

3 4 3 4 13 /3 4 39 52
PV<O7 170) = <(07 170)7 <?7 ?70)> (?7 ?7O> - 7 (?7 ?70> = (EJ @70) .

Nota. Em alternativa, como dim V' =1,

((0,1,0), (3,4,0)) 13 29 5o
1(3,4,0)| (3,4,0) = 5(3,4,0) = (4—9,@,0),

P (07 17 O) - pI‘OJ(340)(O, 17 0)

(iii) Tem-se

{(z,y,2) eR®: ((z,y,2),(3,4,0)) =0} =
{(z,y,2) e R’ : 3z — 4z — 3y + 16y = 0} =
= {(xy, ) €R3: —x+13y:0}:
{(13y,y,2) e R’ : y,z e R} =
L({(13,1,0),(0,0,1)}).

Como o conjunto {v;,vs}, com v; = (13,1,0) e vo = (0,0, 1), é¢ independente e gera V- entdo ¢ uma
base de V+. Sejam
Uy =v1 € U =V — Proj,, Va.

Logo, o conjunto {uy,us}, com u; = (13,1,0) e us = (0,0,1) — 0(13,1,0) = (0,0,1), é uma base

ortogonal de V.

(iv) Seja

Como



¢ uma base ortonormada para V=, entdo B ¢ uma base ortonormada de R3. Atendendo a que

(34 - (49 G C )
- 16391 30 )-

- (;%0) <¢—_\/—_ >+0(0,0,1),

P (g ) = (G ve?) (370)) (370) -
V\viar viar ) 147 /147 7T 7T
34
- 0<?,?,0):(0,0,0):
34 13 1
— 0(2,20)+0( =2, —0)+0(0,0,1
(3:50) <0 (S5 7 0) ~00.00)

3 4 3 4
PV(O7071) = <(07071)7 (?7?)0) (?7?70) =

14. Consideremos em R3 o produto interno usual. Seja U = L ({(0, 1,0), (%, 0, —g) }) Tem-se

(R R () e

((L23).3.04) . (9 12
N TEN T (3’0’4)‘<5’0’5)

Logo,

e assim

5 5

4 3 9 12
1,2,3) = (—=2,2,2 20,2
( ’ ’3) < 57 75>+<57O7 5)7

14

Py(1,2,3) = (1,2,3) — Py (1,2,3) = (1,2,3) — <9,o, 2) = <__

Deste modo,



com (—%,2,%) ceUe (2,0,%) c UL

15. Considere R* com o produto interno usual.
(i) Seja U = L ({(1,0,0,0),(1,1,0,1)}). Logo,

Ut = {(x,y,z,w) cR*: ((z,y,2,w),(1,0,0,0)) =0 e {(z,y,2,w),(1,1,0,1)) = 0}.

Tem-se entao:

z=0 x =0
=
r+y+w=0 Y= —w.
Logo,
Ut = {(0,~w, z,w) € R*: z,w € R} = L ({(0,-1,0,1),(0,0,1,0)}).
Como

((0,~1,0,1),(0,0,1,0)) = 0
entao o conjunto {(0,—1,0,1),(0,0,1,0)} é uma base ortogonal de U~.

(ii) Seja U = L ({(1,0,1,1)}). Logo,
Ut = {(:L’,y,z,w) cR*: ((z,y,2,w),(1,0,1,1)) = 0}.

Tem-se entao:
r+zt+w=0&1r=—2—w.

Logo,
Ut ={(-z—w,y,z,w) € R*:y,z,w e R} = L({(0,1,0,0),(-1,0,1,0), (-1,0,0,1)}),
pois
(—z —w,y,z,w) =y(0,1,0,0) + 2(—1,0,1,0) + w(—1,0,0,1).

Como o conjunto {(0,1,0,0), (—1,0,1,0),(—1,0,0,1)} é independente (basta colocar esses trés vec-
tores como linhas ou como colunas de uma matriz e aplicar de seguida o método de eliminacao de
Gauss obtendo-se uma matriz em escada de linhas) e gera U1 entdo é uma base de U+,

Como (0,1,0,0) e (—1,0,1,0) s@o ortogonais, basta aplicar Gram-Schmidt a (—1,0,0, 1):

(_17 07 Oa 1) - P(O,l,O,O)(_la 07 07 1) - P(fl,U,l,O)(_la 07 07 1) =

((—1,0,0,1),(0,1,0,0)) ((—1,0,0,1),(—1,0,1,0))

— (~1,0,0,1) — (0,1,0,0) — (—1,0,1,0) =
"(0717070)”2 ”(_1707170)"2
1 1 1
= (~1,0,0,1) — =(=1,0,1,0) = { —=,0,—=,1] .
( 70707 ) 2( 707 70) ( 2707 27 )

Logo, o conjunto

11
0,1,0,0),(~1,0,1,0), [ —=,0,—=,1
{(7 ? Y )7( ) ? )?( 27 ? 27)}

15



¢ uma base ortogonal de U+.

(iii) Seja U = {(x,y,2,w) € R*: x +2y+ 2 + 2w = 0}. Logo, atendendo a que o produto
interno ¢ o usual (de R*), Tem-se:

U={(z,y,z,w) € R*: {(2,y, z,w),(1,2,1,2)) =0} = (L ({(1,2,1,2)}))".

Assim,
Ut = (L <{(1> 2,1, 2>}))LL =L ({(17 2,1, 2)}) .

Logo, o conjunto {(1,2,1,2)} é uma base ortogonal de U~.
(iv) Seja U = {(z,y,2,w) ER*: 2 —2=0 e 2z —1y+ 22— w =0}. Logo, atendendo a que
o produto interno ¢ o usual (de R*), Tem-se:

U = {(x,y,z,w) eR*: ((x,y,z,w),(1,0,-1,0)) =0 e ((x,y,zw),(2,—1,2,—1)) = 0}
= (L({(1,0,-1,0),(2,-1,2,-1D)})".
Assim,
Ut = (L({(1,0,-1,0),(2,—1,2, =)} = L ({(1,0,—1,0), (2, —1,2,—1)}).

Como
((1,0,-1,0), (2,-1,2,-1)) = 0

entdo o conjunto {(1,0,—1,0),(2,—1,2,—1)} é uma base ortogonal de U~.

16. Considere R? com o produto interno usual. Considere também o seguinte subespaco de R3:
U=L{(1,1,1),(1,0,0)}).
(i) Aplicando o método de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, sejam
v =(1,1,1) e wvy=(1,0,0) — projq11)(1,0,0).
Tem-se entao:

U2 = (17070)_proj(l,l,l)(170>0)
((1,0,0),(1,1,1))
11,1, 1))

= (1,0,0) — %(171,1)
i)
o (23]

16

= (1,0,0) — (1,1,1)

Logo, o conjunto



¢ uma base ortogonal de U.

(if) Como o conjunto {(1,1,1), (2, —

2 1 1 V6
|1 D)= V3 e H(3 3 3)H T

) —%)} ¢ uma base ortogonal de U, entao

entao o conjunto

(L1 (G=s=s) | _J (V3 VB VB) (V6 V6 V6
(1,1, )]’ (%,—%,—%)” 37373 )J’'\37 6 6
é uma base ortonormada de U.
Por outro lado, tem-se:

Ut ={(z,y,2) € R*: {(2,9,2), (1,1,1)) =0 e {((2,9,2),(1,0,0)) =0} =

1 11 011
([ os]) (Vo)

Logo,

y+z2=0 y=—z

=

z=0 x =0.

Assim,
Ut ={(0,-2,2) e R*: 2 e R} = L({(0,—1,1)}).

Como

H(07 -1, 1)” = \/57

(-5} {(-29)

¢ uma base ortonormada de U+.
Deste modo, uma vez que se tem

entao o conjunto

entao

:<(3,2,1), (??? > ??§>+



eU eU+L
Isto é,
3 3 1 1
2.1) = -, = —
p20=(33) + (12)
;6 eﬂUrL

(iii) A distancia entre o ponto (1,0, 1) e o plano {(1,1,0)} + U ¢é dada por:

d((lvo’ 1)7 {(17 170)}+U> = ||PUJ-(<1JO’ 1) - (17 170))” = ||PUJ-<07 -1, 1)” ( - ”(07 -1, 1)” = \/5

Ozflal)eUJ_

(iv) A distancia entre o ponto (z,y, z) e o subespago U ¢é dada por:

d((m,y,z), U) = HPUL((-T,Q, Z) - (0’070))" = ||PUl(x>ya Z)H
e -2)) (0-2)
= !—y+ZI\/7§-

17. Considere R?* com o produto interno usual. Considere também o seguinte subespaco de R*:
U={(z,y,z,w) ER*:z—y+2=0 e y—z+w=0}.
(i) Tem-se entao
U={(y—=zy,22—y) eR 1y, zeR} = L({(1,1,0,-1),(-1,0,1,1)}).
Aplicando o método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, sejam
v =(1,1,0,—-1) e wy=(-1,0,1,1) = proj 19 _1(=1,0,1,1).
Tem-se entao:

vz = (_1707171)—PTOj(171707_1)(—1,O,1,1)
<(_1707171)7(171,0,—1)>
|‘(171707_1)H2

= (_1707171>_ (1,1,0,—1)

2
= (-10,1,1)+5(1,1,0,-1)

12 1
- __7_717_ .
( 373 3)

18



Logo, o conjunto

12 1
1,1,0,-1), ( -=,2,1,=
{(7 ) ) )7( 3737 73)}

1.0, = V3 o ||(-

é uma base ortogonal de U. Como

I

12 \/_
3’3’ 3

entao o conjunto

3 15 15 ° 15 ' 15

{(ffo \/_) (_JENENEJE)}
33 3 )

é uma base ortonormada de U.

(ii) Como
U:{(x,y,z,w)€R4:m—y+z:0 e y—z—l—w:()}

e atendendo ao produto interno usual de R*, Tem-se:
U = {($ay>z7w) 6R4: <(I’ Y, z, w)7(1> 17170)> =0 e <(:17,y,z,w),(0,1,—1,1)> :0}
= (L ({<17_17170)7<071’ )}>>

Logo,
° Ut =(L({(1,-1,1,0),(0,1, -1, 1)I))** = L({(1,-1,1,0),(0,1,-1,1)}).

Aplicando o método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, sejam
v1=(1,-1,1,0) e vy=(0,1,-1,1) — proj; 11, (0,1, —1,1).
Tem-se entao:

V2 = (Oa 17 _17 1) - Pfoj(1,f1,1,0) (Oa 17 _17 1)
((0,1,-1,1),(1,-1,1,0))

(1, —1,1,0)[”
(1,-1,1,0)

= (0,1,-1,1) —

(1,—1,1,0)

= (0,1,-1,1) +

)
{(1 ~1.1,0), (g % —% 1>}

¢ uma base ortogonal de U+. Como

21 1 V15
1,-1,1,0)| = V3 2o o= X2
I, -1,3,0) = V3 ¢ H<3’3’ 3’ )H 3

[SVIN )

Logo, o conjunto

19



entao o conjunto

w

V3 ﬁ\/ﬁo 215 V15 /15 /15
37 3’3" '\ 15715 15 5

¢ uma base ortonormada de U-.

(iii) A projecgao ortogonal Py de R* sobre U é definida por:

P, : R*=R?

(r,y,z,w) — <(:p,y,z,w), (\é_ \é_,o,—\/?_>> (?7?’0,_?) +

+<@yz“”(‘¢52¢53¢5”53><_¢ﬁ2¢ﬁ3¢5ij

157 15 7 15 7 15 157 15 7 15 7 15
uma vez que o conjunto

(42,0, (-4 275 275 )

373’7 3 15’ 15 ° 15 ' 15

é uma base ortonormada de U. Logo, a projeccao ortogonal de (0,0, 1,0) sobre U é dada por:

Py(0,0,1,0) = <(0 0,1,0), (? \:{0—§>>(§§0—§>
+<(00 1,0) (J/ﬁ 2v15 3V15 \/ﬁ>> (_\/ﬁ 2VT5 3VT5 ¢1—5>

157 15 7 15 ' 15 157 15 7 15 7 15
B 1231
B 5555/

A projeccao ortogonal P;. de R* sobre U+ é definida por:

Py ¢ RY'SR
(x,y,z,w) — <(:E,y,z,w), (?’_§’§’> <\/_ \/_,\é_, >—|—
W5 V5 VI5 VIB\\ (2VI5 VIE VI5 VI
MR Tt vl Tt 15 ' 15° 15 5

uma vez que o conjunto

{(f x/§\/§o> (2\/5\/5 \/E\/E)}

w

157157 157 5

EREERED

20



é uma base ortonormada de U~. Logo, a projeccao ortogonal de (0,0,1,0) sobre U+ ¢ dada por:

001 - (a0 (588 (8 8.5,),

o (EE B (5

15 7157 157 5 15 7157 15 5
(1 1 10 N 2 1 1 ny (1 22 1
- 37 373 15" 15°15° 5) \5 55 5)°
Nota muito importante: Uma vez que se tem
RY=Ua U,
entao para todo o (z,y, z,w) € R,
(Iayazaw):PU(xay7Z7w)+PUL(x7y7Z7w>'

Logo, uma vez calculado Py (0,0, 1,0) pela defini¢ao, como se féz atrds, obtendo-se Py (0,0,1,0) =

(—%, %, %, %), entdo nao precisamos de efectuar o célculo de Pp;1(0,0,1,0) pela definigao. Basta

efectuar:

Py:(0,0,1,0) = (0,0,1,0) — P(0,0,1,0)

1231
= ]_ - T T
(0707 70) < 5757575)

/1 22 1
~\5" 5’57 5)°
(iv) Seja B = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} a base canénica de R*. Tem-se:

PU(1707070> = <1000 <\/_ §707—§)>(\é_7\2_0_%>

VIS 2V15 315 \/_>> (_m 215 3//T5 m)

15 15 15 157 15 7 15 7 15

\/T52¢E3\/1_5¢_>><¢_2\/_3¢_¢_)
15 7 15 7 15

a0 (%
(#3073)
Py(0,1,0,0) = < 0,1,0,0) (? \/g,(),—ﬁ)> (ﬁ ﬁ —£> +
joroor(-
(#3073)

N 2 4 6 2\ (132 1
15°15°15°15) \5'5’5 5)°

21



Py(0,0,1,0) = <(0,0,1,0), (?%50—73»(?? _§>+
0.0.1.0 mwﬁsmm W2\/_3¢_¢_
<”’)’_15’15’ ’ 15 715
1231
a (‘5’5’5’5)
Py(0,0,0,1) = <(0,0,0,1), ??o-?)>(??o-§>+
0.0.0.1 V15 2v15 315 V15 V15 215 3V15 V15
(”’>’_15’15’15’15 157 15 7 15 7 15
1 1 1 1 2 3 1 2 112
- <_§’_§’O’§> ’ (—ﬁﬁﬁﬁ) - <—5’—5’5’5) |

Logo, a representacao matricial de Py : R* — R* em relacao a base canénica de R, é dada por:

2/5 1/5 —1/5 —2/5
1/5 3/5 2/5 —1/5
~1/5 2/5 3/5 1/5
—2/5 —1/5 1/5 2/5

Tem-se:
V3 V3 V3 V3 V3 V3
P,o(1 - 1 Yo Y2 Ve DA S St
UJ‘( 70’070) <( ’07070)7< 3 ) 3 ) 3 ’O 3 b 3 ) 3 70 +
(1,0,0,0) 2\/1_5\/1_5_\/1_5\/1_5 2\/1_5\/1_5_\/1_5\/1_5
T E N 15 7157 157 6 157157 15 5
(11 10 N 4 2 22\ (3 112
- \3 33 1515 15’5) \5 55'5)°
V3 V3 V3 V3 V3 V3
P 1 = 1 Jo Y2 Ve DA S St
UJ'(O7 70?0) <(O7 7070)7< 3 ) 3 b 3 70 3 b 3 ) 3 70 +
0100, (2B VE VI VB (2VI5 V5 VIS VI3
PN 15 7157 157 06 157157 15 5
__11_10+21_11__12_21
n 3’3" 3’ 1515 15’5/ 55 55)°

22



V3 V3 V3 V3 V3 V3
P 1 = 1 Jo Y2 Ve DA S
Ul(070’ 70) <<0’O7 70)7< 3 ) 3 M 3 ’O 3 b 3 b 3 70 +
(0.0.1,0) 2V15 V15 V15 V15 2V15 V15 V15 V15
T EP N 15 7157 157 6 157157 15 5
(1 11 o) + 2 11 1\ (1 22 1
- \37 33 157 15715 5) \5 55 5)°
V3 V3 V3 V3 V3 V3
P 1) = 1), [ 22 X2 Y- A S
UJ‘(O7O7O7 ) <(070707 )7( 3 ) 3 M 3 70 3 M 3 ) 3 70 +
(0.0,0,1) 2V15 V15 V15 V15 2V15 V15 V15 V15
N 15 7157 157 6 157157 15 5

Logo, a representacao matricial de Py. : R* — R* em relacdo a base canénica de R*, é dada por:

3/5 —1/5 1/5 2/5
~1/5 2/5 —2/5 1/5
1/5 —2/5 2/5 —1/5
2/5 1/5 —1/5 3/5

(PUL 84 B4>

(v) Escolhendo um ponto de U, por exemplo (0,0, 0,0), a distancia entre (0,0,1,0) e U & dada
por:
d((0,0,1,0),U) = ||Py+((0,0,1,0) — (0,0,0,0))|| = || Py-(0,0,1,0)| =

= H<(0,0,1,0), <£ —£ £ 0>> V3 _67\/?5’()) +

3’ 3
o010, (25 VB VI VIS (215 VI VI5 VIS
T EP N 15 7157 157 06 157157 15 5
B L S I (NS S S Y (R _ V10
S I\3 33 15" 15715 5/ |I\5 55 5)| 5 °

(vi) A distancia entre (z,y, z,w) e U é dada por:

d((x,y,z,w), U) = ||PUJ-<(*T7y7'Z7w) - (0707070)>H = “PUJ-(I?y?va)H =

Vi V3v3 Y\ (V3 V33
(onem (3-89 (2-224)

i (B0 (. 52 42

15 °15° 15 5 15 715 15 5

23



y z w ) Y
15 15 5 15 15

(2\/1_5 Vs V15 \/ﬁ)(w—\/_ Wf)H
+m15—|— — +

—Z,r—-w—Zy+ -z, -w+ :z:+ y——z

2 3 1 11 1 2 21 1 2 2 3
5 5 57 575 5 5

1
:g\/(2w+3x—y—l—z)2+(w—x—|—2y—2z)2—|—(x—w—2y—|—2,z)2+(3w+2x+y—z)2.

18. Em Ps:
(p(t),q(t)) = p(=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)g(1).

Considere também o seguinte subespaco de P;:

U ={p(t) € P, : p(0) = 0} .

(i) Em P, para p(t) = ag + ait + ast® e q(t) = by + byt + byt? tem-se

(p(t), q(t)) = p(—=1)q(—1) + p(0)q(0) + p(1)q(1) =
= ((IO—CL1+CL2) (bg—b1+b2)+a0b0—|—(a0—|—a1+a2) (bo+b1+bg) =
- 3@060 + 2a0b2 + 2(11()1 + QCLQbO + 2@21)2 =

3 0 2 bo
= [ apg a1 ap ] 0 20 bl
2 0 2 by

Assim, relativamente & base canénica ordenada {1,¢,¢*} de Px:

onde

3 0 2
Como | 0 2 0 | é simétrica e os seus valores préprios (%\/17 + g, % - %\/17 e 2) sao todos
2 0 2

positivos, logo, a aplicagao (,) define um produto interno em Ps.

(ii) Tem-se:
U= {ait + ast’ : a1,ar € R} = L({t, t*}).
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Aplicando o método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, sejam

2t
2]

p(t)=t e poft) =

Logo,

(-1)*(-1)+0%0+1%1, 2
(-1).(=1) +0.0+1.1"

Logo, o conjunto {t,t*} ¢ uma base ortogonal de U. Assim, o conjunto

(= = {22

é uma base ortonormada de U.

po(t) =t* —

(iii) Tem-se:
={p(t) € P: (p(t),t) =0 e (p(t),t*) =0}.
Logo,
(ap — a1+ as)(=1)* + a0+ ag +a; +as =0 ag = —as
~
(ao—a1+a2)(—1)—|—a00+a0—|—a1+a2:0 (11:0.
Logo,
={—as+ ast® 1 ay € R} = L({-1+1*}).
Como ||—1 +#?|| = 1 entao {—1 + t?} é uma base ortonormada de U~.
Observacgao. Note que P, = U @ U™, tendo-se, neste caso, dimU = 2 e dimU~+ =

(iv) A projecgao ortogonal Py de P, sobre U é definida por:

PU . P2 — P2
2 2 2 2
o) = (p0. 20Y Lot (o, L\ e
2 2 2 2
uma vez que o conjunto
ﬁt éﬁ
2 72

é uma base ortonormada de U. Logo, a projecgao ortogonal de 1 + ¢ sobre U é dada por:

5\ V2 5,\ V2
Pr(1+1) = <1+t,\/7_t> \/T_t+<1+t,§t2>§t2—t+t2

A projeccao ortogonal Py. de R3 sobre Ut é definida por:

PUL . PQ —>P2
(p(t), =1+ ) (=1 +t?),
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uma vez que o conjunto
{-1+¢*}
é uma base ortonormada de U+. Logo, a projeccao ortogonal de 1 + ¢ sobre U+ ¢ dada por:
Pro(l4t) = {14+t -1+ (-14+t*)=1—1¢
Nota muito importante: Uma vez que se tem

P=UqU",

entao para todo o p(t) € P,
p(t) = Pu(p(t)) + Py (p(t)).

Logo, uma vez calculado Py (1+t) pela definigao, como se féz atrds, obtendo-se Py (1+t) = 1—¢2,
entdo nao precisamos de efectuar o célculo de Py (1 + t) pela defini¢ao. Basta efectuar:

Pr(1+t)=1+t—Pyi(1+1t)=t+t.

(v) Seja B = {1,t,t*} a base canénica de P». Atendendo & alinea (iii), tem-se

Py(1) = <1, £t> \/—Et + <1, \/—§t2> gﬁ =t

2 2 2
Py(t) = <t, §t> gt + <t, gt2> \gﬂ =t

2

Py(t?) = <t2, §t> gt - <t2, ﬂt2> \/TER =12
Pyi(1)=(1,-14+t*) (-1+¢) =1
Pyi(t) = (t,=14+1*) (-1+1t*) =0
Py (8?) = (£, =1+¢*) (=1 +¢*) =0

e assim
0 00
M(Py;B;B)=10 1 0
1 01
e
1 0 0
M(Py1;B;B) = 0 00
-1 0 0
Note que
I =PFPy+ Pye.
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(vi) Escolhendo um ponto de U, por exemplo ¢, a distancia entre 1 + ¢ e U é dada por:

d1+t,U) = |Pype(1+t =) = [|[Pr ()] = {1, -1+ ¢*) (=1 + )| = 1.

(vii) Escolhendo um ponto de U, por exemplo o polinémio nulo 0, a distancia entre ag+a;t+ast?
e U, com ag,aq,as € R, é dada por:

d(ao + a1t + a2t2, U) = HPUL(CLO +ait + &2t2)|| =

= |[{ao + a1t + axt?, =1 + t*) (=1 + £*)|| = |ao| ||1 — #*|| = |ao] -

19. Considere no espago linear Msy5(R) o produto interno definido da seguinte forma:
(A, B) = tr(ABT).

Considere também o subespago U de Myy2(R) constituido por todas as matrizes simétricas reais

do tipo 2 x 2:
U:{|:CCL Z:| EMQXQ(R>[?:C}

(i) Sejam x,y € Re A, A", B € Myys(R). Tem-se

(xA+yA' B) = tr((zA+yA") BT) = tr(zABT + yA'BT) =

= atr(ABT) + ytr(A'BY) = 2 (A, B) + y (A, B)
(A, BY = tr(ABT) = tr((AT)" BT) = tr((BAT)") = tr(BAT) = (B, A)

T
(A,A>=tr(AAT)=tr<{CCL Z} {i Z] >=a2+b2+02+d220

2 :| € M2X2<R) €

(eal [ al)momempmemimoe D)= [0 0]

Logo, a aplicacao (,) define um produto interno em Moy 2(R).

para todo o { CCL

(ii) Tem-se:



pois
a b]_ fro], ,Jo1], [oo
b d|l %0 0 10 01"

O conjunto { { (1) 8 } , [ (1) (1) 1 , 8 (1) } } ¢ uma base de U, uma vez que gera U, e ¢ linearmente

independente pois se tivermos:
1 0] 0 1 0 0 0 0
Al[o 0_+A2{1 O]J“A?’{o 1}_{0 0]

A A] Joo
Mo As | |0 0]

) 10 0 1 0 0 L1 .
Logo, A\1 = Ay = A3 e como tal, o conjunto {{ 00 ] , [ 10 } , [ 01 ]} ¢ linearmente inde-

pendente. Vamos aplicar agora a este conjunto o método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

entao

Sejam
10 01 . 0 1
Al - |:O 0:|7 A2—|:1 O:|_pro.]A1|:1 0:|7
A — 00| . 00| . 0 0
3 - O 1 prOJAl O 1 prOJA2 0 1 °
Logo,
[0 1] . 01
A= 0__pr°JA1{1 0}_
01
oy SDa )
[ 1 0] 1A
[0 1] ¢
0] 14.”
0 0]
o1 = (13 0_)A1_
(1 0] 144
o 1] 04 _{o 1]
L1 0] Ay 1 0"
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4 - |oo] oo fo0] o [00]_
N O B R VI W B VR O
00 00
CppopSloalaa {[on]a)e
[0 1] A [EH
00 0 0
e ([0 ([0 0] )
|01 Y | 42|
00 00
oy tloopa (o))
[0 1] 14 142]1”
_[0o0 _om__mb_[oo}
O 1] Al” 4”101

Logo, o conjunto { [ 8 } , [ (1) (1) } , [ 8 (1) } } ¢ uma base ortogonal de U. Como:

4l = VAT = i (4,4D) = \/t( b 0])-t
1Al = /T ) = yfor (AT = \/t( ) 1)) -ve
[Asll = (A3, A3) = \/tr (A3A4]) = \/tr<— 8 (1] ) =1,

O =

entao o conjunto

{{10]1 P ﬂ F)ﬂ}_{{1o}[o @][oo]}
00]"y2[10]7]01 0 0|’ \/75 o [’]0 1
é uma base ortonormada de U.

(iii) Tem-se

Logo,
a=0
b+c=0
d=0.



o))

ol -

Il




S o
o gl

RERl

0 0
10

10
0 0

o))

I

0 0
01

{

RN

'

0 0

01
0 0
01

oo
RN

0 0
01

o )0 t]

0 0
01

«{
)

P (|

— O o O
o O O -
<<
Il I
VRS 7N\
— O o O
oo o
~~ ~_
3 3
e A

)

e assim

1
S O O

O —=HlNHINO

O —HlaNHINO

— o O O

M(Py; B; B) = [

S O O O

—eN
(@) _ =N

—|
O =N _ [a)

o O O O

M(Py;B;B) = |:

Note que

[ =P+ Ppy..
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(v) A projecgao ortogonal da matriz [ (1) 1 } sobre U+ é dada por:
P 11 B . 1 1]
c\lo 1)) TP 0 2]]o 1"
V2
B 1 0
N 0

(V)

r 17T
_ L[ 0 2 0
~ llo1 _V2 _V2
| 2 | 2
(11 0 —2] 0
= tr
0 1 V2 _V2
L 2 2
[ | V2
2 | =
0

Como se tem:

entao para todo [ Z d } € Msya(R),

Logo,

d
VR
| — |
(el
— =
| I
N~
|
T 1
T e T e
| IS S
| |
—
| <
l\DI»—IO "
VR
| — |
O
O =
—_ =
| I
~~
|

—_

—_
I

== O = O

(vi) A matriz simétrica mais préxima da matriz [ é } ] ¢ a matriz
11
n(loa])=11i]
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(vii) A distancia entre { (1) 1 }

‘(L))

(viii) A distancia entre [ CCL J

(1% a]) -

e U é dada por:

- e (o 2 )]

b 1 e U é dada por:

re ([ ]l

5
o |

[\V)
I\.—l
|
ot ©

/\/\
1 —
o o 9
&Q‘ &@4
[
l\.—l

|

wl <

™

Srf ol
1
~

I

a b 0 —*/75
-l )
%\/ﬁb —%\@a B V2
NIRRT
20. a) Sejam u; = (1,0,—1) e
U2 = (07_171)_proj(l,[),—l)(o?_l?l) =
= (0,-1,1) — _71(1,0, -1 =(1/2,-1,1/2).

Logo, o conjunto {u,us} é uma base ortogonal para U.
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b) O conjunto

{;u ;u}: V2 V2) (V6 V6 V6
el Tzl 2 2 )6 306

¢ uma base ortonormada para U.
Uma vez que

Ut = {(z,y,2) eR®: {(,9,2),(1,0,-1)) =0 e ((z,9,2),(0,-1,1)) =0} =
= {2 eRa=2 e y=2} =L{(LLD}),

o conjunto {H(l T 1)||(1 1 1)} {(\/?37 ?3,
Logo, o conjunto

V3 3\ (V6 V6 VB) (VB VB V3
T )\ e )\

¢ uma base ortonormada para R® que inclui dois vectores geradores de U.

°°|§ <@

)} ¢ uma base ortonormada para U-.

c) Tem-se

Pyi(1,0,0) = <(1,o,0), <§§\/§>> (?\??) _ (:1)) 1 ;)

d) Tem-se

4((1.0,0).U) = [Pu(L.0.0)] = [[(1,0.0) — P (1.0,0)] =

- oo (G4

21. a) Sejam p(t),q(t) € P, isto é, p(t) = ag + ait + aqt® e q(t) = by + bit + bot?, com
agp, A1, A9, bo,bl,bg € R. Tem-se

200 bo
<a0 + (th + a2t2, bo + blt + b2t2> = [ apg ap asg ] 010 bl
0 0 2 bo

o = O

2 0
Assim, a aplicac@o (,) é desde logo bilinear. Além disso, atendendo a que a matriz | 0 0] é
0 2

simétrica e todos os seus valores préprios (1 e 2) s@o positivos, conclui-se que a aplicagao (,) define
em P, um produto interno.
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b) Tem-se

W = {p(t) = ap + ait + ast? € P, :p(0) =p(1) e p(1) :p(—l)} —
{p(t):ao+a1t+a2t2€sza1:—a2 eCLl:O}:
= {p(t) =ao:ao e R} = L({1}).

Logo,

WJ_ = {p(t>:ao+a1t+a2t2€P2:<a0+a1t+a2t2,1>:0}:
= {p(t):a0+a1t+a2t2€P2:a0:O}:L({t,tQ}).

Assim, o conjunto {ﬁt, mtz} = {t, \/Titz} ¢ uma base ortonormada para W+,

22. Seja A =

—_ =
o O =

0
1
1

a) O conjunto {(1,0,1),(1,1,0)} & uma base para L (A) pois gera L (A) e é linearmente inde-
pendente.
Aplicando Gram-Schmidt, o conjunto {(1, 0,1),(1,1,0) — proj ,0,1)(1,1, O)} =

_ {(1,0,1), (1,1,0) - <(17Hl(’1(?)(;,(11)’!?2’ D)1, 1)} - {(1,0, ), (% 1,-%)}

¢ uma base ortogonal para L (A).

b) Uma base ortonormada para R* que inclui dois vectores de C (A):

V2 V2 V2 V2
on (1) (2-9))

Note que (1,0,0), (0, \/75, > ) €C(A).

S

c) O elemento de (N (A))" = £ (A) mais préximo de (—1,1,—1) é:

PE(A)<_1717_1) = (_1717_1)_PN(A)(_]_,L_:[)NA— -

(-1,1,-1),(1,—-1,-1))

— (~1,1,-1)— (1,-1,-1) =
TR
1 22 4
— (=11, -1) 4 (1, -1, 1) = (-2,2 -2
11D+ LD = (<3.2,-7)
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e a distancia entre (—1,1,—1) e (£ (A))" &

o (10, @) = el = (<228 -

23. a) Aplicando o método de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, sejam
- (170,_1) € U2 — (O, 172) —pI'Oj(1707_1)(0,1,2).

Tem-se entao:

((0,1,2),(1,0,-1)) (1

vy = (0,1,2) —
»=01.2) 1(1,0,—1) |1

Logo, o conjunto
{(1,0,-1),(1,1,1)}

é uma base ortogonal de U.

b) Tem-se

Ut = {(z,y.2) € R*: {(z,y,2), (1,0, 1))20 e ((z,y,2),(1,1,1)) =

(] (3

sendo {(1,—2,1)} uma base ortogonal de U+. Deste modo, uma vez que se tem
R®=Uea U,
e sendo {(1,0,—1),(1,1,1)} uma base ortogonal de U, entao
(2,-3,4) = Py (2,—3,4) + Pys (2,-3,4) =
((2,-3,4),(1,1,1))

_ <(2a_3a4)7(1?0a_1)> <(2,—3,4),(1,

(1,0,—1)+

(1,L,1)+

)
0,-1) = (0,1,2) = ~(1,0,-1) =

(1,1,1).

0}

—2,1))

I(L,0, =) I(L, 1, )| I(1, =2, )]

= —(1,0,—1) + (1,1,1) + 2(1,-2,1) =
= (0,1,2) + (2,-4,2).
—— ———
ev cUut

Isto é,

(2,-3,4) = (0,1,2) + (2,—4,2).
— —_——
cU eUu+

c) A distancia entre o ponto (2,3,7) e o plano {(1,2,3)} + U é dada por:

d((2737 7)? {(17273>} + U) = HPUJ-((2=37 7) - (17273))” = HPUJ-(L 174)” =
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—2,1) =



o5

_ H (1,1,4), (1,-2,1))

1
1,-2,1)| == 11,-2,1) =
T >H 2 11 =21

24. a)

I-A 0 1
det(A=M)=| 1 1-Xx 1 |[=1-N[1=-N)"=1=1-M)A2-)).
1 0 1-2X

Logo, os valores préprios de A sao 1, 0 e 2. Como 0 é valor préprio de A entao A nao é invertivel.

b) Como A tem 3 valores préprios distintos, qualquer conjunto de 3 vectores préprios associ-
ados respectivamente a cada um desses valores proprios, serd linearmente independente, pelo que
existird uma base ordenada de R? formada s6 por vectores préprios de A. Uma tal base poderd ser
{(0,1,0),(—=1,0,1),(1,2,1)} uma vez que os subespagos préprios associados aos valores préprios 1,
0 e 2 sao respectivamente dados por:

N(A-1)=L{((0,1,00}), N(A) = L{(-1,0,1)}), N(A-2) = L{(1,2,1)}) .

c)
(1,0,1) = (1,1,1) — (0,1,0)

entao

(1,0,1),(0,1,0) € C(A).
Além disso ((1,0,1),(0,1,0)) = 0. Por outro lado, como

(C(A)" = (L(AT))" =N (A") = L({(-1,0,1)})

R®=C(4) @ (C(A)"
uma base ortogonal para R? que inclua um vector de (C (A))" poders ser: {(1,0,1),(0,1,0),(—1,0,1)}.

d) A distancia d entre (1,1,0) e £ (A) é dada por:

d((1,1,0), £ (A)) = HPM(A))L(I, 1,0)” = || Pviay(1,1,0)|| =

o[ ]| (103)| - 2

e) Como



logo podera ter-se B = [ -1 0 1 ]

25. a) Os vectores u; = (1,1,0,0),us = (1,0,1,—1) formam uma base de V. Seja {vi,v2} a
base ortogonal de V' que se obtém aplicando o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt aos
vectores u; e ug. Portanto, v; = u; = (1,1,0,0) e

(ug, uy) 1 1 1
= Uy — =(1,0,1,-1) — =(1,1,0,0) = (=, —=, 1, —1).
(%) Uz <U1,U1> Uy (7 5 Ly ) 2(7 s Uy ) (27 27 ) )
Assim,
1,1,1,1 1,1,1,1
w=py1,1,1,1) = b LD o (L L)
(v, Ul> <U2, U2>
2 0 1 1
=—(1,1,0,0 — (=, —=,1,—-1) =(1,1,0,0
2( Y ) ) )+5/2 (27 27 Y ) ( Y Y 7 )
e
U:PVL(]W]-?L:[):(1’17171)_PV(17L171):(0>071a1)‘
Finalmente
d<<1a171>1)7v):HPVJ-(LLLDH:H(O707171)H:\/§'
b) Como
r=1y—2z—3w
e

(y — 22 — 3w, y, z,w) = y(1,1,0,0) + 2(—2,0,1,0) + w(—3,0,0,1)

conclui-se que

W = L((1,1,0,0), (—2,0,1,0), (—3,0,0,1)).

Portanto,
WL:N(A)
1 100
comA=| -2 01 0
-3 0 01
c)

(1,1,0,0),(1,0,1,—1) € W,

pelo que qualquer combinagao linear entre eles também pertence a W (porque W é um espacgo
linear). Portanto V' C W. Assim, W+ C V+, donde

wtnvt=wt
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Mais, {(1,—1,2,3)} ¢ uma base de W+ pois

WH=C£([1 -1 2 3]).

d) Nio, pois pela alinea ¢) podemos concluir que W+ C V+ e portanto

Wh+VE =V £RY

26. a)
1 0 2 4 4
-1 3 « l4a |=(-1)| 14+« |,
2 01 —4 —4

logo (4,1 + «, —4) é um vector préprio de A associado ao valor préprio —1.

b)

1-X 0 2
det(A—A)=| -1 3-X a |[=@B-N)(Q-2>-4)=0B-))>(-1-)),
2 0 1-2A

logo, os valores préprios de A s@o: 3 e —1 onde m, (3) = 2 e m,(—1) = 1 sdo as respectivas
multiplicidades algébricas.
c¢) Espagos proprios de A: N (A—(—1)1) e N (A —3I). Tem-se
2

NA-(DD=N|] -1
2

=L{41+a,—4)}).

O =~ O
[NCRNOIE V)

O conjunto {(4,1 + a, —4)} é uma base de N' (A — (—1) I) pois gera N (A — (—1) I) e é linearmente
independente.

-2 0 2 L({{(0,1,0)}) se a#1
N(A-3)=N -1 0 « =
2 0 -2 L({(0,1,0),(1,0,1)}) se a=1.

O conjunto {(0,1,0)} é uma base de N' (A —3I) se o # 1. O conjunto {(0,1,0),(1,0,1)} é uma
base de N' (A — 31) se a = 1.

A ¢ diagonalizével se e s6 se existir uma base de R?® formada sé por vectores préprios de A
({(4,2,-4),(0,1,0),(1,0,1)}) se e s6 se a = 1.

d) Néo h4 nenhum valor de « para o qual exista uma base ortogonal de R? constituida s6 por
vectores préprios de A, uma vez que A nao é simétrica, isto ¢, A # AT para todo o a.
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e) Para o = —1, a distancia entre o ponto (1,1,1) e o subespago N (A + I) é dada por:

d(1,1,1),N(A+ 1)) = HP(N(AH))l(l, 1, 1)H = ||Pearn(1,1,1)]| =
(1,1,1)] = V3.

(1,1,1)eL(A+1)=L({(1,0,1),(0,1,0)}) H

27.
W ={(z,y,2) € R*: z — 2y — 32 =0}.
a) Como W = L ({(2,1,0),(3,0,1)}), entao
(z—-1ly—1,2-1)eWr e
< (((r—1Ly—1,2—1),(2,1,0)) =0 e ((x—1,y—1,2—1),(3,0,1)) =0)
SR2r-D4+y—-1)=0e3@x-1)+(z-1)=0<2r+y=3 e 3v+2=4)

pelo que, as equacgoes cartesianas da recta perpendicular ao plano W que passa pelo ponto u =
(1,1,1) sao:
2v4+y=3 e 3x+z2=4.

b)
W ={(z,y,2) e R®: ((2,9,2),(1,-2,-3)) =0} .

Logo, a equagao cartesiana do plano paralelo ao plano W que passa pelo ponto v = (1,1,1) é:

(z—1,y—1,2—1),(1,-2,-3)) =0z — 2y — 3z = —4.

28. Considere a recta

a) Seja W =L ({(1,-1,1)}). Entao

W=WH"=W[1 -1 1])" = (L{(1,1,0),(=1,0,)})*.

Logo,
(z—-1ly—1,2-1)eWr e

< {((zr—1Ly—1,2—1),(1,1,0)) =0 e ((z—1,y—1,2—1),(=1,0,1)) =0)
S@+y=2 e 3x+z=4)

pelo que, as equagoes cartesianas da recta r sao:

r+y=2 e —ax+2=0.
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b) Como
Wt = {(x,y,z) cR?: ((z,y,2),(1,—1,1)) = O},

entdo a equagao cartesiana do plano perpendicular a recta r que passa pelo ponto v = (1,0,0) é:

(z—1,y—0,2—0),(1,-1,1)) =0 z—y+2z=1.

29. Seja P o plano (em R?) que passa pelos pontos: (1,1,1),(2,0,3) e (0,2,2). Tem-se

P={(11,1)}+L({(1,-1,2),(-1,1,1)})
uma vez que

(1,-1,2) = (2,0,3) — (1,1,1) e (=1,1,1) =(0,2,2) — (1,1,1).

a) Seja
U=L({(1,-1,2),(-1,1,1)}).

e = (e[ 3]) = (e[ 32

= (LU LN = {(x,9.2) € R : {(2,9,2),(1,1,0)) = 0}

Logo,

e assim, a equagao cartesiana do plano P que passa pelo ponto (1,1,1) é dada por:

({((x—1y—1,2—1),(1,1,0)) =0) <= (1(z—1)+1(y—1)+0(2—1)=0),

ou seja por
T+y=2.
b) Equagoes paramétricas de P:
r=14+a—-7
y=1l—-a+p
z=1+2a+0

com a, 5 € R.

c) Equacgao vectorial de P:

([L’,y,Z) = (]-7 17 1) + Oé(l, _172) + 6<_17 17 1),com0z,6 eR.

41



