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Resolucao da 7* Ficha de exercicios

2 01
1. A=]101 0
1 0 2
2—X 0 1
det(A — \I) = det 0 1-Xx 0 ——(A=3)(A—=1).
1 0 2-A
Tem-se
dimN (A =31 =my(3) = ma(3)=
dim N (A —11) =my, (1) et T (1) =2.
10 3
2. A=12 0 2 |. Como A nao é simétrica, nao é possivel encontrar uma base ortogonal
3 01

para R? formada sé por vectores préprios de A.

-3 -1 -2
3. A=| -1 =3 2 |. Como A é simétrica entao é ortogonalmente diagonalizdvel, isto é,
-2 2 0

existem uma matriz ortogonal P* (PTP = PPT = [, isto ¢, PT = P~!) e uma matriz diagonal D
tais que
D = PAP".

Como

—3-x -1 =2
det(A—X)=| -1 —=3-X 2 |=—\=2)(A+4),
—2 2 =\

os valores préprios de A sao 2 e —4 e tem-se

v =r({(-551)})

N (A+41) = L({(1,1,0),(2,0,1)}).

Note-se que os vectores de N (A — 21) s@o ortogonais aos vectores de N (A + 47). Para determinar
uma base ortonormada de R?® formada sé com vectores préprios de A basta aplicar o método de

Gram-Schmidt ao conjunto
11
——, =1 2,0,1),(1,1,0) » .
{(-331).on.010}

1



Como, relativamente ao produto interno usual em R?,

(L) o) -

1) (17 L, O) - proj(2,0,1) (17 L, 0) =

)

((1,1,0),(2,0,1))
1) ~{(2,0,1),(2,0,1 (2,0,1) =

0 11 2 1 2
=(1,1,0)—s{—=,=,1)—=(2,0,1) = =, 1,—= | .
1105 (—551) - 3o = (31-F)

Base ortonormada de R? formada sé com vectores préprios de A:

1 11 1 1 1 2
{H(—%é', 57 (22 Teom @00 e m (5’1’—5)} -

basta substituir (1, 1,0) pelo vector: (1,1,0) — proj(_l
2’

=

B V6 V6 V6 2\/30\/3 V30 V30 V30
1\ 67673 )\ 5 75 )\ 3 6 15 '

Logo
_v6 26 V30
Pr=8p,op.=| ¢ 0
V6 V5 _ 30
3 5 15
€
2.0 0 —:v6 V6 1V6 —3 -1 -2 |- 25 0
D=0 -4 0 |=| %2/5 0 V5 -1 -3 2 % g ¥
0 0 —4 \%\/3()%30—%301—220 8 5 Y3
—F _pr
3 -1 0
4. A=1| -1 2 -1 Como
0 -1 3
3—A -1 0
det(A—-X)=] -1 2-X —1 |=—A=1DA=-3)(A—4),

0 -1 3-A

os valores préprios de A sdo 1, 3 e 4. Como A é simétrica (A = AT) e definida positiva uma vez que
os valores préprios de A sao todos positivos, entao existe uma tinica raiz quadrada definida positiva
B, isto ¢, existe uma tnica matriz simétrica B definida positiva tal que A = B2. De facto, como A
é ortogonalmente diagonalizavel (por ser simétrica) tem-se

A=P'DpP =Pl (D) P=(P'DP)(P'D'P) = BB = B?
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com
100
D=1]10 30
00 4

Note-se que sendo os 3 valores préprios distintos, os correspondentes espacos préprios sao ortogonais
entre si. Base ordenada ortonormada de R? formada sé com vectores préprios de A:

1 1 1
Uz 20 om0 ey b)) =
58 ) (2, 0) (4084}

6 ) 3 ; 6 ) 2 s Yy 2 ; 3 5 3 y 3 .

Logo
V6o _v2 V3
6 2 3
PT = Sva_’BC - \/Té 0 _\/?g
V6 v2 o V3
6 2 3
Assim, com
1 0 0
D=0 +v3 0
0o 0 2
tem-se ) 5 s 4
3V3+5 —3 §—3V3
B=P'D'P= -1 4 —1
5 _ 1 11 5
s—2V3 =3 3V3+3
definida positiva e
BB = A.

No entanto, se fizermos ou

—1
D' =

o O

0 0 1 0 0
V3 0| ou D=]0 =3 0
0 2 0

A

tem-se as 3 rafzes quadradas seguintes, isto 3 matrizes B tais que B? =

T
FEE Lo o]y ¢ % 3V3+§ -3 §-3V3
I O [ R R
V6 V2 A V6 vz s_ 13 1 1305
o S B S B I S R ACER BENE R
ou
T
S [T IY Y N IVIRRR Y
B=|¥ o -3 0 V3 0 %9 B = ~1 0 ~1
V6 vi o V6 vz 3 113 1 1341
T %% R e 2= 2V3 1 3V3;



ou

ofselels

De facto:

1 5
5\/§1+6

3

a mudanca de varidvel

&

W=

[ [

Lk

[SLIIEN

W=

W=

Wl

3343
s _ 13
)
134517
V343
s 13
)
I

T2 =
T3

a1

) =
I3

_v2 3 1 0 0 V6 _v2 V3 T 5 _ 1
2 3 6 2 3 6 2
0 -8B l]0o-v3o||X o B = 1
V2 V3 V6 V2 3 1
v % 00 21 1% % ¥ 73+
1 5 1 2 2
L 5-1B)Y (WAL 1 E-WT (R4
4 —1 = -1 0 -1 = —3
3 3 3
11 5 11 1 1 5
-5 3V3+3 3 —3V3 1 V343 V343

3 -1 0
= -1 2 -1
0 -1 3
Q:R*—>R
Q (71, T, T3) = 327 — 20109 + 205 — 27973 + 375 =
[ 3 -1 0 T
= [ Tr1 T XT3 } -1 2 -1 ) =
0 -1 3 x3
V6 vz V3] V6 _v2 V3
6 2 3 100 6 2 3
[$1 T2 !153] ‘/?6 0 —\/??: 0 30 \/?6 0 _\/T?;
V6 V2 V3B 0 4 V6o V2 V3
6 2 3 6 2 3
T
V6 2 3 17 [ V6 V2 3
e -7 Y 1 1oo]le ¢ ¥
£ o9 -3 9 0308 o -9
V6 v2 o V3B x3 0 0 4 V6 v2 V3B
6 2 3 L 6 2 3
10 0_ U1
= [ Y1 Y2 Y3 } 030 Y2
00 4_ Ys
logo a forma quadrética é definida positiva pois os valores proprios de A sao todos positivos. Fazendo
vio_vzo w37
6 2 3 T Y1
*/?6 0 _\/?g Ta | = | Y2
V6 V2 3
) 3 Ys

Tem-se entao a forma quadratica diagonal:

Q' (Y1, Y2, y3) = 3 + 3ys + 4y3.



2 144 ]
6'A_[1—i 3
0 _ i
AAH — 2. 1+ 2. 141 _ 6 . D+
| 1—7 3 1—¢ 3 5—51 11
AH A 2. 1+ 2» 141 _ 6 . D+ 5t
1—2 3 1—2 3 5—95t 11

Logo A é normal.

(ii)

. .1 H
2 144d] [ 2 1+i]7 m
A_[l—i 3 }‘{1—@ 3 ] =4

logo A é hermitiana e em particular é normal:

AAT = AA = AR A,

(iii) Como A ¢é hermitiana entdo ¢ unitariamente diagonalizavel (embora o reciproco nao seja
verdadeiro), isto é, existem uma matriz unitaria U? (UHU = UUH = I, isto é, U = U71) e uma
matriz diagonal D tais que

D =UAU".
Note-se que: A normal < A unitariamente diagonalizavel.
Como
o 2=X 140 |
det(A—)\I)—‘ 1—i 3 =A=1)(AN—14),

os valores préprios de A sdo 1 e 4 e tem-se

NA-1)=L{(-1-141)})

vu--s({(e 1))

Note-se que os vectores de N (A — 1I) séo ortogonais aos vectores de N (A — 47). Logo, uma base
ortonormada de C? formada s6 com vectores préprios de A pode ser:

L ; 1 1 1. B
(om0 e (530 -

(_VB_VB, VB (VB VB, \E
EoEhE )l T |

"3
Logo
- _V3 V3, V6 V6,
U :SBWHBC: 3L3 3 6 ﬁG
3 3




“f
=
>l%
%

“[S&

2 1+
1—2 3

=U —UH

-]
I
o
I
|
“l$
“[G )
“fs
S
wlg, +

7. Determine a solucao de minimos quadrados de Au = b, com

1 2 3
A=1|2 4 e b= 2
1 =2 1

calculando o correspondente vector erro de minimos quadrados.
Tem-se car (ATA) = car A = 2 e como tal a solugdo de minimos quadrados ¢ unica e dada por:

u=(ATA) " ATh =

- -1
; Z 12 1 ‘;’ [ 65
| 2 4 -2 — | 1/10 |

B [12 1}
2 4 —2 o |

O vector erro de minimos quadrados b — Au é dado por:

[ 3 1 2 8
5
b—Au=|2|-|2 4 [16//150}: !
|1 1 -2 0
sendo o erro de minimos quadrados dado por:
8§ 4 4
b—Aull =|| =,—=,0 ||| = V5.
o= aul = | (§.-3.0)[ = 35
8. (i)
uy = —2ug
uh = uy + 2ug + us
uh = uy + 3ug
u) = —2ug uy (t) 00 —2 uy (t)
uh = up + 3us ub (1) 1 0 3 us (t)
00 -2
1 e 2 sao os valores préoprios da matriz A= | 1 2 1 |, sendo os espagos préprios dados por:
10 3

NA-1I)=L({(-2,1,1)})
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Como existe uma base de R? formada s6 por vectores préprios: {(0,1,0),(—1,0,1),(=2,1,1)}

00 -2
entao a matriz | 1 2 1 é diagonalizdvel. Assim, fazendo
1 0 3
0 -1 -2 1 1 1
Pl=11 0 1 temse P=| 1 0 2
0 1 1 -1 0 -1
e
2 00 00 -2
eD=|020|=P|12 1 |Ple
0 01 1 0 3
00 -2 2 00
(12 1 |=P'020]|P
1 0 3 0 01
o sistema (*) é equivalente a
uy (t) [2 0 0] [y (t) ]
uy(t) | = P10 2 0P| | uw®|e
uly (1) | 0 0 1| | us (t)
uh (t) [ 2 0 0] [y () ]
SPluyt) | =10 20 P | uy(t)
ub (t) | 0 0 1 | | us (1) |
Assim, considerando a mudanca de varidvel
vy (t) uy (t)
(%) (t) =P U2 (t)
vs (t) us (t)
tem-se ~
vy (t) 2 00 vy (t)
vh(t) | =10 2 0 P | vy (t) &
vy (t) 0 01 | v3 (1)
( /
t
U1 (t) —9
o (1) = 201 (1) oy
& vy () =29 (t) & 2L =2 &
/ o Se v1#£0, Vg (T
vy (1) = v3 (1) n#0 e vs#0 | 9 Etg
—1
(3 (t)
IOg |1)1 (t)| =2t + kl U1 (t) = 61€2t
& loglvy ()| =2t + ko & ¢ 9 (t) = coe®
log vz (t)| =t + ko v () = c3é



com ¢y, ¢z, c3 € R. De facto, se u (t) for solugao de v’ (t) = awu (t) entdo u (t) e~ = ¢ (constante)
uma vez que (u (t) e=*) = 0. Logo u (t) = ce®*.
Assim, a solugao geral do sistema de equagoes diferenciais lineares é dada por:

uq (t) cre?t 0 -1 -2 cre?t —coe®t — 2cqet
us (t) = Pl | =1 0 1 cpe?t | = csel + cie?t =
ug (t) csel 0 1 1 csel coe?t + czel
0 -1 -2
= |1 |e¥+e| 0 [eX4ey| 1 |e
0 1 1
(ii) Com ¢ us (0) = —1 tem-se
—Co — 203 2 0 -1 -2 C1 [ 2
1+ c3 = -1 <~ 1 0 1 Co = —1 ~
Co + c3 0 0o 1 1 3 | 0
c1 1 1 1 2 1 ]
S| e | = 1 0 2 -1 | = 2
3 -1 0 -1 0 -2 |
entdo a unica solugao geral do sistema de equagoes diferenciais lineares que satisfaz ¢ s (0) = —1
é dada por
uq (t) —2¢! + 4et 0 -1 -2
up(t) | = | =2t +e® | =u (0) | 1 | e +up(0)| 0 |e*4uz(0)| 1 |€.
ug (t) 2ef — 2¢! 0 1 1



