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Resolução da 1a Ficha de exercícios facultativos

1. (i) Sejam A = (aij)m�n, B = (bij)n�p e C = (cij)p�q.

(AB)C =

�
pP
l=1

�
nP
k=1

aikbkl

�
clj

�
=

�
pP
l=1

nP
k=1

aikbkl clj

�
=

�
nP
k=1

pP
l=1

aikbkl clj

�
=

=

�
nP
k=1

aik
pP
l=1

bkl clj

�
=

�
nP
k=1

aik

�
pP
l=1

bkl clj

��
= A (BC)

(ii) Sejam A = (aij)m�n, B = (bij)n�p e C = (cij)n�p.

A (B + C) =

�
nP
k=1

aik (bkj + ckj)

�
=

�
nP
k=1

aikbkj + aikckj

�
=

=

�
nP
k=1

aikbkj

�
+

�
nP
k=1

aikckj

�
= AB + AC

(iii) Sejam A = (aij)m�n e B = (bij)n�p.

(AB)T =

�
nP
k=1

aikbkj

�T
=

�
nP
k=1

bkjaik

�T
=

�
nP
k=1

bkiajk

�
= BTAT .

2. Seja A 2 Mm�n (R) tal que ATA = 0. Então
�
ATA

�
(i;i)

= 0, para todo o i = 1; :::; n.
Como �

ATA
�
(i;i)

=

 
nX
k=1

(aik)
2

!
tem-se ai1 = ::: = ain = 0, para todo o i = 1; :::; n. Logo A = 0.

3. Sendo A =
�
1 2
2 4

�
, tem-se

(A� 5I)u = 0,
�
�4 2
2 �1

�
u= 0, u 2 f(s; 2s) : s 2 Rg .

Logo
fu 6= 0 : Au = 5ug = f(s; 2s) : s 2 Rn f0gg :
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4. Para todo o n 2 N, (prova-se por indução)

(i)
�
0 �1
1 0

�n
=

8>><>>:
(�1)k+1

�
0 �1
1 0

�
, se n = 2k � 1, k = 1; 2; 3:::

(�1)k I, se n = 2k, k = 1; 2; 3:::.

(ii)
�
1 0
2 1

�n
=

�
1 0
2n 1

�
.

(iii)

24 1 1 0
0 1 1
0 0 1

35n =
24 1 n 1 + � � �+ n� 1
0 1 n
0 0 1

35 =
24 1 n n(n�1)

2

0 1 n
0 0 1

35.
Note que

1 + � � �+ (n� 1) + (n� 1) + � � �+ 1 =
= 1 + (n� 1) + � � �+ (n� 1) + 1| {z }

n�1 parcelas

= n+ � � �+ n| {z }
n�1 parcelas

= (n� 1)n, 1 + � � �+ (n� 1) = n (n� 1)
2

.

(iv)

2664
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

3775
n

=

2664
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

3775, para todo o natural n � 4.
2664
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

3775
2

=

2664
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

3775,
2664
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

3775
3

=

2664
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

3775.

(v)
�
cos � � sen �
sen � cos �

�n
=

�
cos(n�) � sen(n�)
sen(n�) cos(n�)

�
; (com � 2 R).

5.
A2 = (AB) (AB) = A (BA)B = ABB = AB = A:

B2 = (BA) (BA) = B (AB)A = BAA = BA = B:

6. Seja A =

�
a b
c d

�
uma matriz 2 � 2 ortogonal, isto é, tal que AAT = ATA = I.

Tem-se

AAT = I ,
�
a b
c d

� �
a b
c d

�T
= I ,
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,
�
a2 + b2 ac+ bd
ac+ bd c2 + d2

�
=

�
1 0
0 1

�
,

8<:
a2 + b2 = 1
ac+ bd = 0
c2 + d2 = 1

e

ATA = I ,
�
a b
c d

�T �
a b
c d

�
= I ,

,
�
a2 + c2 ab+ cd
ab+ cd b2 + d2

�
=

�
1 0
0 1

�
,

8<:
a2 + c2 = 1
ab+ cd = 0
b2 + d2 = 1.

Logo c = �b.
Se c = b tem-se b (a+ d) = 0, (b = 0 ou a = �d).
Se c = �b tem-se b (a� d) = 0, (b = 0 ou a = d).
Deste modo

A =

�
a b
b �a

�
ou A =

�
a b
�b a

�
.

Por outro lado, a2 + b2 = 1 , (a = cos � e b = sen �, para algum � 2 R). Logo

A =

�
cos � sen �
� sen � cos �

�
ou A =

�
cos � sen �
sen � � cos �

�
; (� 2 R):

7. (i) A e B do tipo n� n; (A+B)(A�B) = A2 +BA� AB �B2:

(ii) A do tipo m� n e B do tipo n�m, (AB)2 = ABAB:

(iii) A e B do tipo n� n; (A+B)2 = A2 +BA+ AB +B2:

8. (i) Falsa: �
1 0
2 0

� �
0 0
3 4

�
= 0 mas A 6= 0 e B 6= 0.

No caso de A ser invertível, a seguinte condição é verdadeira:

AB = 0) (A = 0 ou B = 0)

uma vez que AB = 0 ,
A é invertível

B = 0.

(ii) Falsa:�
1 2
1 2

� �
0 0
1 1

�
=

�
1 2
1 2

� �
2 2
0 0

�
mas

�
0 0
1 1

�
6=
�
2 2
0 0

�
.

No caso de A ser invertível, a seguinte condição é verdadeira:

AB = AC ) B = C
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uma vez que
AB = AC ,

A é invertível
A�1 (AB) = A�1 (AC),

,
�
A�1A

�
B =

�
A�1A

�
C , IB = IC , B = C:

9. (i) BTAB é simétrica:

(BTAB)T = BTAT (BT )T = BTAB;

pois A = AT (A é simétrica) e (BT )T = B:

(ii) Se A é normal (isto é AHA = AAH) e B é unitária (isto é BHB = BBH = I) então�
BABH

� �
BABH

�H
= BABH

�
BH
�H
AHBH = BA

�
BHB

�
AHBH =

= BAAHBH = BAHABH = BAHBHBABH =
�
BABH

�H �
BABH

�
ou seja, BABH é normal.

(iii) Como�
BTB

�T
= BT

�
BT
�T
= BTB e

�
BBT

�T
=
�
BT
�T
BT = BBT

as matrizes BTB e BBT são simétricas.
Além disso, como�

BHB
�H
= BH

�
BH
�H
= BHB e

�
BBH

�H
=
�
BH
�H
BH = BBH

BHB e BBH são matrizes hermitianas.

10. (i) Seja A = (aij) do tipo n� n tal que AT = �A: Assim, em relação às respectivas
diagonais principais tem-se:

aii = �aii
e logo aii = 0; para todo o i 2 N:

(ii) Seja A = (aij) do tipo n� n. A matriz A� AT é anti-simétrica pois:

(A� AT )T = AT � A = �(A� AT ):

(iii) Escrevendo A = 1
2
(A + AT ) + 1

2
(A � AT ), a matriz A pode ser decomposta pela

soma de uma matriz simétrica com uma anti-simétrica. Esta decomposição é única: Sejam
A1 simétrica e A2 anti-simétrica tais que A = A1 + A2: Logo,

AT = (A1 + A2)
T = A1 � A2:
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Pelo que A+ AT = 2A1 e A� AT = 2A2: Assim,

A1 =
1

2
(A+ AT ) e A2 =

1

2
(A� AT ):

11. Seja X =

�
a b
c d

�
uma matriz do tipo 2� 2 tal que X2 = I.

X2 =

�
a b
c d

� �
a b
c d

�
=

�
a2 + bc ab+ bd
ac+ cd bc+ d2

�
Logo,

X2 = I ,

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

a2 + bc = 1

ab+ bd = 0

ac+ cd = 0

bc+ d2 = 1.

Se b = 0, então a = �1 e d = �1 e (c = 0 ou a = �d). Logo,

X = I ou X = �I ou X = �
�
1 0
c �1

�
.

Se c = 0 então a = �1 e d = �1 e (b = 0 ou a = �d). Logo,

X = I ou X = �I ou X = �
�
1 b
0 �1

�
.

Se b 6= 0 e c 6= 0 então a = �d e c = 1�a2
b
. Logo,

X =

�
a b

1�a2
b

�a

�
.

Logo, todas as matrizes X que satisfazem X2 = I são:

�I; �
�
1 0
c �1

�
; �

�
1 b
0 �1

�
;

�
a b

1�a2
b

� a

�
.

Observe assim que a equação matricial X2 = I tem um número in�nito de soluções em
contraste com a equação escalar x2 = 1 que tem apenas duas soluções (1 e � 1).

12. Seja X =

�
x11 x12
x21 x22

�
tal que

XA = AX;
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para todo o A =
�
a b
c d

�
2M2�2(R). Tem-se então:

XA = AX ,

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

x11a+ x12c = ax11 + bx21

x21a+ x22c = cx11 + dx21

x11b+ x12d = ax12 + bx22

x21b+ x22d = cx12 + dx22.

,

8>>>><>>>>:
x12c = bx21

x21(a� d) = c(x22 � x11)

(x11 � x22)b = (d� a)x12.

Se a = 1 e b = c = d = 0, então x21 = x12 = 0.
Se b = 1 e a = c = d = 0, então x21 = 0 e x11 = x22.
Se c = 1 e a = b = d = 0, então x12 = 0 e x11 = x22.
Se d = 1 e a = b = c = 0, então x21 = x12 = 0.
Logo, a matriz X tal que XA = AX; para todo o A 2M2�2(R), é dada por:

X =

�
� 0
0 �

�
, com � 2 R.

13. Sendo A uma matriz do tipo m� n, seja N (A) = fX : AX = 0g.

(i) Sendo A e B matrizes de tipos apropriados, seja u 2 N (B). Logo Bu = 0, pelo que

(AB)u = A (Bu) = A0 = 0

e assim u 2 N (AB). Deste modo, tem-se

N (B) � N (AB) .

(ii) Atendendo à alínea anterior N (A) � N
�
ATA

�
.

Vejamos que N
�
ATA

�
� N (A). Seja u 2 N

�
ATA

�
e Au =

264 v1...
vn

375 2 Rn. Logo
ATAu =

�
ATA

�
u = 0

e assim

uTATAu = 0, (Au)T (Au) = 0,
nX
i=1

(vi)
2 = 0, Au =

264 v1...
vn

375 = 0
pelo que u 2 N (A).
Logo

N (A) = N
�
ATA

�
.
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(iii) Sejam A e B matrizes do tipo m� n com m < n tais que ABT é invertível. Como

f0g 6=
m<n

N (A) � N
�
BTA

�
então BTA não é invertível.
Se alguma linha de B pertencesse a N (A) isso seria equivalente a alguma coluna de BT

pertencer a N (A), ou seja, à matriz ABT ter alguma coluna nula, o que contradiria o facto
de ABT ser invertível.

(iv) Seja A 2 Mm�n (R) tal que para todo o B 2 Rm o sistema AX = B é possível,
então carA = m. Assim AAT (do tipo m�m) é invertível e por (ii)

N
�
AT
�
= N

�
AAT

�
= f0g .

14. Seja A = (aij)n�n 2Mn�n(R) tal que Au = 0 para qualquer u 2Mn�1(R).

Para cada j 2 f1; :::; ng �xo, seja ej = (�ij)n�1 2Mn�1(R) em que �ij =
�
1 se i = j
0 se i 6= j.

Como
Aej = 0

para todo o j 2 f1; :::; ng e por outro lado

Aej =

264a1j...
anj

375

para todo o j 2 f1; :::; ng, então

264a1j...
anj

375 =
2640...
0

375 para todo o j 2 f1; :::; ng pelo que A = 0.

15. Sendo A;B 2Mn�1 (R)

A =

26664
a1
a2
...
an

37775 B =

26664
b1
b2
...
bn

37775
e assim

ABT =

26664
a1
a2
...
an

37775 � b1 b2 � � � bn
�
=

26664
a1b1 a1b2 � � � a1bn
a2b1 a2b2 � � � a2bn
...

...
. . .

...
anb1 anb2 � � � anbn

37775 :
Como A e B são matrizes não nulas, existe i 2 f1; :::; ng tal que ai 6= 0 e existe j 2

f1; :::; ng tal que bj 6= 0, tendo-se
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ABT =

2666664
a1b1 � � � a1bj � � � a1bn
...

. . .
...

...
aib1 � � � aibj � � � aibn
...

...
. . .

...
anb1 � � � anbj � � � anbn

3777775 .
Aplicando sucessivamente a operação elementar

�ak
ai
Li + Lk ! Lk

para todo o k = 1; :::; n com k 6= i, tem-se26666666664

0 � � � 0 � � � 0
...

. . .
...

. . .
...

0 � � � 0 � � � 0
aib1 � � � aibj � � � aibn
0 � � � 0 � � � 0
...

. . .
...

. . .
...

0 � � � 0 � � � 0

37777777775
!

Li$L1

26664
aib1 � � � aibj � � � aibn
0 � � � 0 � � � 0
...

. . .
...

. . .
...

0 � � � 0 � � � 0

37775

com aibj 6= 0, isto é,

car(ABT ) = 1:

16. Seja A uma matriz do tipo m � n tal que carA = m. Então existe uma matriz
invertível R,m�m, produto de matrizes elementares (por aplicação do método de eliminação
de Gauss) tal que

RA =
�
I B

�
onde I é a matriz identidade r � r e B é uma matriz do tipo r � (n� r). Aplicando o
método de eliminação de Gauss agora às colunas de RA, existe uma matriz invertível Q do
tipo n� n; (produto de matrizes elementares), tal que

RAQ =
�
I 0

�
onde 0 é a matriz nula. Sendo Q1 a matriz do tipo n�m que se obtém de Q considerando
apenas as primeiras m colunas, tem-se

RAQ1 = I.

Pelo que AQ1 é invertível tendo-se
AQ1R = I.

Logo existe B = Q1R do tipo n�m tal que AB = I.

17. Sejam A e B matrizes do tipo n� n.
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(i) Se A fôr invertível então

AB = ABI = AB
�
AA�1

�
= A (BA)A�1

isto é, existe S = A invertível tal que

AB = S (BA)S�1

ou seja, AB e BA são semelhantes. Analogamente, se B fôr invertível então AB e BA são
semelhantes.

(ii) Sendo A e B semelhantes existe S invertível tal que

A = SBS�1,

ou seja
S�1A = BS�1.

Então

X 2 N (A), AX = 0, S�1AX = 0, BS�1X = 0, S�1X 2 N (B) :

18. Seja A do tipo n� n.

(i) Se A fôr invertível tem-se A�1A = AA�1 = I: Logo A�1 é invertível e (A�1)�1 = A:

(ii) Se A fôr invertível tem-se A�1A = AA�1 = I: Logo (A�1A)T = (AA�1)T = IT : Pelo
que

AT (A�1)T = (A�1)TAT = I:

Isto é, AT é invertível e (AT )�1 = (A�1)T

(iii) Se A fôr invertível e simétrica tem-se A�1A = AA�1 = I e A = AT : Logo
(A�1A)T = (AA�1)T = IT ; e assim

AT (A�1)T = (A�1)TAT = I:

Pelo que, como A é simétrica, tem-se A(A�1)T = I: Logo, como A é invertível, tem-se
(A�1)T = A�1: Isto é, A�1 é simétrica.

19. (i) Por exemplo I e �I são invertíveis no entanto I + (�I) = 0 não é invertível.

(ii) Como A e B são invertíveis por hipótese, tem-se as seguintes igualdades

B�1(A+B) = I +B�1A e A�1(A+B) = A�1B + I,

que são respectivamente equivalentes a

B�1(A+B) = (A�1 +B�1)A e A�1(A+B) = (A�1 +B�1)B.
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Como por hipótese A+B é invertível tem-se

I = (A�1 +B�1)A(A+B)�1B e I = (A�1 +B�1)�1B(A+B)�1A.

Analogamente e partindo de:

(A+B)B�1 = I + AB�1 e (A+B)A�1 = AB�1 + I,

obtém-se

I = B(A+B)�1A(A�1 +B�1) e I = A(A+B)�1B(A�1 +B�1).

Deste modo A�1 +B�1 é invertível e

(A�1 +B�1)�1 = A(A+B)�1B = B(A+B)�1A.

20. Seja A 2Mn�n (R) tal que A2 = A (a matriz A diz-se neste caso idempotente).

(i) Como

(I � A)2 = (I � A) (I � A) = I � 2A+ A2 = I � 2A+ A = I � A

então I � A é idempotente.

(ii) Como
(2A� I) (2A� I) = 4A2 � 4A+ I = 4A� 4A+ I = I

então 2A� I é invertível e
(2A� I)�1 = 2A� I:

(iii) Se carA = n então A é invertível pelo que A2 = A, A�1 (A2) = A�1A, A = I.

21. �
1

2
(I + A)

�2
=
1

2
(I + A), 1

4

�
I + A2 + A+ A

�
=
1

2
(I + A),

, 1

4
I +

1

4
A2 +

1

4
A+

1

4
A =

1

2
I +

1

2
A, A2 = I.

22. Sendo A = (aij)n�n uma matriz invertível e B = (bij)n�n a inversa da A, tem-se,
para k 6= 0:

�
ki�jaij

� �
ki�jbij

�
=

 
nX
l=1

ki�lailk
l�jblj

!
=

 
ki�j

nX
l=1

ailblj

!
= I.

Logo a matriz (ki�jaij) é invertível e a sua inversa é a matriz (ki�jbij).

10



23. Seja A =
�
a b
c d

�
do tipo 2� 2. Suponhamos que a 6= 0, c 6= 0 e ad� bc 6= 0. Logo,

tem-se:

A =

�
a b j 1 0
c d j 0 1

�
�!

cL1!L1
aL2!L2

�
ac bc j c 0
ac ad j 0 a

�
�!

�L1+L2!L2

�!
�
ac bc j c 0
0 ad� bc j �c a

�
�!

� bc
ad�bcL2+L1!L2

�!
�
ac 0 j acd

ad�bc � acb
ad�bc

0 ad� bc j �c a

�
�!

1
ac
L1!L1

1
ad�bcL2!L2

�!
�
1 0 j d

ad�bc � b
ad�bc

0 1 j � c
ad�bc

a
ad�bc

�
.

Logo,

A�1 =
1

ad� bc

�
d � b

� c a

�
.

Se a = 0 e c = 0, então A não é invertível.
Se a = 0 e c 6= 0, então b 6= 0, caso contrário A não seria invertível. Neste caso, com

a = 0, c 6= 0, b 6= 0 e ad� bc 6= 0 tem-se:

A =

�
0 b j 1 0
c d j 0 1

�
�!

L1 !L2

�
c d j 0 1
0 b j 1 0

�
�!

1
c
L1!L1

1
b
L2!L2

�!
�
1 d

c
j 0 1

c

0 1 j 1
b
0

�
�!

� d
c
L2+L1!L1

�
1 0 j d

�bc
1
c

0 1 j 1
b

0

�
=

=

�
1 0 j d

�bc
�b
�bc

0 1 j �c
�bc 0

�
=

�
1 0 j d

ad�bc � b
ad�bc

0 1 j � c
ad�bc

a
ad�bc

�
.

Se a 6= 0 e c = 0 seria análogo. Logo, A é invertível se e só se ad� bc 6= 0 e

A�1 =
1

ad� bc

�
d � b
� c a

�
.

Nota: O exo foi feito apenas com o recurso ao método de Gauss-Jordan. Poderia ter
sido efectuada outra resolução atendendo à fórmula de inversão de matrizes:

A�1 =
1

jAj(cof A)
T .

Observe que ad� bc = jAj, com A =

�
a b
c d

�
do tipo 2� 2.

24. A matriz 26664
k1 0 � � � 0

0 k2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 � � � 0 kn

37775
11



é invertível se só se k1 6= 0; k2 6= 0; : : : ; kn 6= 0, e a sua inversa é dada por:26664
k1 0 � � � 0

0 k2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 � � � 0 kn

37775
�1

=

266664
1
k1

0 � � � 0

0 1
k2

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 � � � 0 1
kn

377775 .

25. Sejam A = (aij); B = (bij) 2Mn�n (R) e � um escalar.

(i) tr(A+B) = tr(aij + bij) =
Pn

i=1(aii + bii) =
Pn

i=1 aii +
Pn

i=1 bii = tr(A) + tr(B).

(ii) tr(�A) = tr(�aij) =
Pn

i=1 �aii = �
Pn

i=1 aii = � tr(A):

(iii) tr(AT ) = tr (aji) =
Pn

i=1 aii = tr (aij) = tr(A):

(iv)

tr(AB) = tr

 
nX
k=1

aikbkj

!
=

nX
i=1

 
nX
k=1

aikbki

!
=

nX
k=1

 
nX
i=1

bkiaik

!
= tr

 
nX
i=1

bkiail

!
= tr(BA).

26. Seja A 2Mn�n (R). Não pode existir X 2Mn�n (R) tal que

AX �XA = I

uma vez que

tr (AX �XA) = tr (AX)� tr (XA) = tr (AX)� tr (AX) = 0 6= 1 = tr I

27. Sejam A e B matrizes do tipo n� n tais que A é simétrica e B é anti-simétrica.

tr(AB) = tr
�
(AB)T

�
= tr

�
BTAT

�
= tr (�BA) = � tr (BA) = � tr(AB):

tr(AB) = � tr(AB), tr(AB) = 0:

28. Seja A = (aij) 2Mm�n (R). Tem-se

tr(ATA) = tr

 
nX
k=1

akiakj

!
=

nX
i=1

nX
k=1

akiaki =
nX
i=1

nX
k=1

a2ki.

Logo
tr(ATA) = 0, A = 0:
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29. Sejam u; v 2Mn�1 (R) tais que uTv 6= �1. Seja

A = I + uvT .

Tem-se �
I � 1

1 + uTv
uvT

��
I + uvT

�
=

= I + uvT � 1

1 + uTv
uvT � 1

1 + uTv

�
uvT

� �
uvT

�
=

= I + uvT � 1

1 + uTv
uvT � 1

1 + uTv
u
�
vTu

�
vT =

= I + uvT � 1

1 + uTv
uvT � vTu

1 + uTv
uvT =

vTu=uT v

= I + uvT �
�

1

1 + uTv
+

uTv

1 + uTv

�
uvT =

= I + uvT � uvT = I.
Logo A é invertível e

A�1 = I � 1

1 + uTv
uvT .

Sendo u; v 2Mn�1 (R)

u =

26664
u1
u2
...
un

37775 v =

26664
v1
v2
...
vn

37775
tem-se

uTv =
�
u1 u2 � � � un

�
26664
v1
v2
...
vn

37775 = [u1v1 + u2v2 + � � �+ un]
e

�
tr
�
uvT

��
=

26664tr
0BBB@
26664
u1
u2
...
un

37775 � v1 v2 � � � vn
�
1CCCA
37775 =

=

26664tr
26664
u1v1 u1v2 � � � u1vn
u2v1 u2v2 � � � u2vn
...

...
. . .

...
unv1 unv2 � � � unvn

37775
37775 = [u1v1 + u2v2 + � � �+ un] :

Logo
uTv =

�
tr
�
uvT

��
.
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