Instituto Superior Técnico - Algebra Linear - 1° Semestre 2011/2012
LEAN - LEMat - MEAmbi - MEBiol - MEQ
Resolugao da 1* Ficha de exercicios facultativos

1. (i) Sejam A = (aij),,, . B = (bij),pp € C = (Cij) -

=1 I=1 k=1
n p n p

= (ZaikZbkl Clj) = <Z@ik (Zbkl Clj)) = A(BC)
k=1  I=1 k=1 =1

(ii) Sejam A= (aij) B = (bij)nXp eC = (Cij)nXp'

mxn?

A(B+C) = (iaik (b +ckj)) = <iaikbkj +6Likckj) =

k=1 k=1
= (Zazkbkj) + (Zaikckj) = AB + AC
k=1 k=1

(iii) Sejam A = (a;) e B = (bij),p-

mxn

n T n T n
(AB)" = (Zaikbkj) = (Zbkjaik) = (Zbkiajk) = BT AT,
k=1 k=1 k=1

2. Seja A € Myxn (R) tal que ATA = 0. Entao (ATA) (i =0, paratodooi=1, . n.

Como
(ATA) (id) <Z (aik)2>
k=1
tem-se a;; = ... = a;, = 0, paratodoo i =1,...,n. Logo A =0.
3. Sendo A= | - 2| tem
- Sendo A=, |, tem-se
—4 2
(A-b5NHu=0« [ 5 _1}u:0<:>u€{(s,2s):s€R}.
Logo

{u#0:Au=>5u} ={(s,2s) : s € R\ {0} }.



4. Para todo o n € N, (prova-se por indugao)

n (—=1)F 0 -1 . sen=2k—1, k=1,2,3...
N[0 —17" 1 0
(l) 1 0 -
(=DFI, sen=2k k=1,23...

1 101" 1 n 1+-+n—1 1 p 2l
@) |01 1| =101 n =101 =n
0 01 0 0 1 0 0 1
Note que
I+ 4+n-1)+n-1)+---+1=
=1+n-1)+---+(n—-1)+1 =n+---4n
N ~ v N e’
n—1 parcelas n—1 parcelas
—1
:(n—l)n<:>1+~'-+(n—1):%.
01001" 0000
. 0 010 0 00O
= > 4.
(iv) 00 0 1 00 0 o | Para todo o natural n > 4
0 0 0O 00 0O
01001° [o100 010071 [oo0o01
0010 10010 0010 10 00O
0001 |[00O0T1]} 0001 [00O00O
00 0O 00 0O 00 0O 00 0O
cosf —senf |" [ cos(nf) —sen(nd)
(v) lsen@ cos } N [sen(n@) cos(nd) , (com 0 € R).

5.
A? = (AB) (AB) = A(BA)B = ABB = AB = A.
B? = (BA) (BA) = B(AB)A= BAA = BA = B.
6. Seja A = [ Z Z } uma matriz 2 X 2 ortogonal, isto é, tal que AAT = ATA = .
Tem-se

AAT =T | @ 0] T—]@
o c d c d -
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2 2
9 | 19 a“+b°=1
{a+b ac+bd} [1 O}

9 . 2 ac+bd =0
ac+bd c*+d 01 24?1
© T
T a b a b |
AA_I@{Cd] {Cd}—f(:)

21 2=1

a? + 2 ab—l—cd] [1 O] “
@[ 9 o | = S ¢ ab+ed=0
ab+cd b*+d 01 PR — 1.

Logo ¢ = #b.

Sec=btem-seb(a+d)=0< (b=0oua=—d).
Sec=—btem-seb(a—d)=0< (b=0oua=d).

Deste modo
a b a b
a=fs 0] woasn 0]

Por outro lado, a®> + 0> = 1 & (a = cosf e b = senf, para algum 6 € R). Logo

cosf senf cos senf
A:{—senQ 0056’} 0 A:[sene —cosf

], (0 € R).

7. (i) Ae Bdotipon xn, (A+ B)(A—B)=A?>+ BA— AB — B>
(ii) A do tipo m x n e B do tipo n x m, (AB)*>= ABAB.

(iii) Ae Bdo tipon xn, (A+ B)>= A+ BA+ AB + B

8. (i) Falsa:
10 00
[2 0] [3 4}—0 mas A#0 e B#0.
No caso de A ser invertivel, a seguinte condi¢ao é verdadeira:
AB=0=(A=0 ou B=0)

uma vez que AB =0 & B=0.

A é invertivel

(ii) Falsa:

1 2 00 |12 2 2 0 0 y 2 2
12|11 [12||loo] ™ |11 00|
No caso de A ser invertivel, a seguinte condicao é verdadeira:

AB=AC=B=C



uma vez que

AB=AC & A (AB)=A"'(AC) &

A é invertivel

& (ATA)B=(A"'4)C = IB=IC< B=C.

9. (i) BTAB é simétrica:
(BYAB)T = BTAT(B")" = BT AB,

pois A = AT (A & simétrica) e (BT)T = B.

(ii) Se A ¢ normal (isto ¢ AZA = AAM) e B ¢ unitéria (isto ¢ BB = BB = I) entao
(BAB™) (BABY)" = BABY (B¥)" A" B" — BA (BY B) A" B" —

— BAA"BY — BA"ABY — BA" B¥ BABY — (BAB")" (BABM)

ou seja, BABH é normal.

(iii) Como
(BTB)' =BT (BY)' =B"B e (BBY)' =(B")" BT =BB"

as matrizes BT B e BBT sao simétricas.
Além disso, como

(B"B)" = B¥ (B")" =B"B ¢ (BB")" = (B")" BY = BB

BB e BB sao matrizes hermitianas.

10. (i) Seja A = (a;;) do tipo n x n tal que AT = —A. Assim, em relagao as respectivas
diagonais principais tem-se:
Qjs = —Qij

e logo a;; = 0, para todo o 7 € N.

(ii) Seja A = (a;;) do tipo n x n. A matriz A — AT ¢ anti-simétrica pois:

(A—ATY = AT — A= —(A— A").

(iii) Escrevendo A = (A + A”) 4+ (A — AT), a matriz A pode ser decomposta pela
soma de uma matriz simétrica com uma anti-simétrica. Esta decomposicao é dnica: Sejam
A; simétrica e A, anti-simétrica tais que A = A; + A,. Logo,

AT == (Al + AQ)T - Al - AQ.
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Pelo que A+ AT =24, e A — AT = 2A,. Assim,

4%:%M+Aﬁez%:%M—Aﬁ.

11. Seja X = {CCL 2} uma matriz do tipo 2 x 2 tal que X2 = 1.
y2_| @ b a b|l [ a*+bc ab+bd
T e d c d| | ac+ed be+ d?
Logo,
(a2 +bc=1
ab+bd =0
X?=1&

ac+cd =0
| be+d* =1.

Seb=0,entdao a =+l ed==+1e (c=0oua=—d). Logo,

X=1 ou X=-I ou X:i{i _01}

Sec=0entdoa=xled==1le (b=0oua=—d). Logo,

X=I] ou X=-1 ou X—j:[(l) _bl]

Seb#Oec%Oentéoa:—dec:#.Logo,
b
X:{l_a/GZ :|.
o T4
Logo, todas as matrizes X que satisfazem X? = I sdo:
1 0 1 b a b
(1) o3 2] [

Observe assim que a equacao matricial X? = | tem um nidmero infinito de solucoes em
contraste com a equagao escalar 2 = 1 que tem apenas duas solugoes (1 e — 1).

T11 T12

12. Seja X = [ } tal que

To1 T22

XA = AX,
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a b

para todo o A = [ . d } € Myy2(R). Tem-se entao:

( 2110 + T12C = a1 + ble
T12C = bﬂ?gl
21 + TooC = cx11 + dToy
XA=AX & <~ Igl(a—d) :C(ZL’QQ—ZEH)
T11b + 212d = axia + oy
(1‘11 - l‘gg)b = (d — (1)2312.

l‘glb + $22d = Cx12 + de’QQ.

Ve

Sea=1leb= =0, entao x9; = x12 = 0.
Seb=1lea= =0, entao x9; = 0 € 11 = Ta9.
Sec=1lea= d =0, entao r13 = 0 e 11 = Too.
Sed=1lea=b=c=0, entao x9; = 12 = 0.

Logo, a matriz X tal que XA = AX, para todo o A € May,»(R), é dada por:

ST
I

A0
X—{O )\], com \eR.

13. Sendo A uma matriz do tipo m x n, seja N'(A) = {X : AX = 0}.
(i) Sendo A e B matrizes de tipos apropriados, seja u € N (B). Logo Bu = 0, pelo que
(AB)u=A(Bu)=A0=0
e assim u € N (AB). Deste modo, tem-se

N (B) C N (AB).

(ii) Atendendo & alinea anterior N (A) C N (AT A).

U1
Vejamos que N (ATA) C N (A). Sejau e N (ATA) e Au= | : | € R". Logo
U,
AT Au = (ATA) u=0
e assim
n U1
uTATAu =0 < (Au)" (Au) =0 < Z (1;)’=0cAu=| : | =0
i=1 o,

pelo que u € N (A).
Logo
N (A) =N (A"A).

6



(iii) Sejam A e B matrizes do tipo m x n com m < n tais que ABT ¢ invertivel. Como

(0} # N(4)C N (BTA)
m<n
entdao BT A nao & invertivel.
Se alguma linha de B pertencesse a A/ (A) isso seria equivalente a alguma coluna de BT
pertencer a A/ (A), ou seja, a matriz ABT ter alguma coluna nula, o que contradiria o facto
de ABT ser invertivel.

(iv) Seja A € M, (R) tal que para todo o B € R™ o sistema AX = B ¢ possivel,
entdao car A = m. Assim AAT (do tipo m x m) é invertivel e por (ii)

N (AT) = N (AAT) = {0}.

14. Seja A = (a;j), . € Muxn(R) tal que Au = 0 para qualquer u € M,,;(R).

nxn
Para cada j € {1 fixo, seja e; = (6 Mo (R by =4 L=
ara cada j € {1,...,n} fixo, seja e; = (8;5), .., € Mux1(R) em que §;; = 0 se i j.
Como
Aej =0
para todo o j € {1,...,n} e por outro lado
CLlj
Aej =
CLnj
Q15 0
paratodoo j € {l,...,n},entdo | : | = |:| paratodoo j € {1,...,n} pelo que A = 0.
Q5 0
15. Sendo A, B € M, (R)
a1 b1
A Q3 B by
Ay, bn
e assim
aq a1b1 a1b2 ce albn
a asby  asby - ash,
ABT — 2 [171 by . bn]: 201 ag09 2
an anby anby -+ apb,

Como A e B sdo matrizes ndo nulas, existe i € {1,...,n} tal que a; # 0 e existe j €
,...,n} tal que b; , tendo-se
1 tal b; # 0, tend



B Cl1b1 e albj e albn T
ABT = aibl s aibj s aibn
i anbl e anbj e anbn |

Aplicando sucessivamente a operacao elementar

Q;

para todo o k =1,...,n com k # 7, tem-se

aibl cee aibj cee aibn
0 0 0 0 0 0
CLzbl aibj aibn — .
O 0 L;—1Lq :
) 0 0 0
|0 0 0 |
com a;b; # 0, isto ¢é,
car(ABT) = 1.

16. Seja A uma matriz do tipo m x n tal que car A = m. Entao existe uma matriz
invertivel R, m xm, produto de matrizes elementares (por aplicacdo do método de eliminacao
de Gauss) tal que

RA=[T B]

onde [ é a matriz identidade r X r e B é uma matriz do tipo r x (n —r). Aplicando o
método de eliminagao de Gauss agora as colunas de RA, existe uma matriz invertivel @) do
tipo n x n, (produto de matrizes elementares), tal que

RAQ=[1 0]

onde 0 é a matriz nula. Sendo ()1 a matriz do tipo n X m que se obtém de () considerando
apenas as primeiras m colunas, tem-se

RAQ, = I.

Pelo que AQ); ¢é invertivel tendo-se

Logo existe B = Q1R do tipo n x m tal que AB = I.

17. Sejam A e B matrizes do tipo n x n.



(i) Se A for invertivel entao
AB = ABI = AB (AA™") = A(BA) A™!
isto é, existe S = A invertivel tal que
AB =S (BA)S™

ou seja, AB e BA sao semelhantes. Analogamente, se B for invertivel entao AB e BA sao
semelhantes.

(ii) Sendo A e B semelhantes existe S invertivel tal que
A=SBS™,

ou seja
S™'A=BS™

Entao

XENA) e AX =0 S1'4AX =0 BS'X=0& S'X c N (B).

18. Seja A do tipo n X n.
(i) Se A for invertivel tem-se A™'A = AA™! = I. Logo A~! ¢ invertivel e (A71)~"! = A.
(ii) Se A for invertivel tem-se A™'A = AA™! = I. Logo (A1 A)T = (AA )T = IT. Pelo
que
AT(AY)T = (A)TAT = T.

Isto &, AT ¢ invertivel e (A7)t = (A~1H)T
(iii) Se A for invertivel e simétrica tem-se A1A = AA™ =T e A = AT. Logo
(ATA)T = (AAHT = [T ¢ assim
AT(A71>T — (Afl)TAT —I.
Pelo que, como A & simétrica, tem-se A(A™1)T = I. Logo, como A é invertivel, tem-se
(A~H)T = A~ Tsto ¢, A™! & simétrica.
19. (i) Por exemplo I e —I sdo invertiveis no entanto I + (—I) = 0 néo é invertivel.

(ii) Como A e B sao invertiveis por hipétese, tem-se as seguintes igualdades

BYA+B) =I+B'A ¢ A Y A+B)=A"'B+1,

que sao respectivamente equivalentes a
B Y A+B) =(A'+BHA e A (A+B)=(A"1'+BHB.
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Como por hipétese A + B é invertivel tem-se
I=(A'"+BYAA+B)™B e I=(A"'+BY'B(A+B) A
Analogamente e partindo de:
(A+B)B'=1+AB" e (A+BA'=AB'+1,
obtém-se
I=BA+B)"AA+B™Y) e I=AA+B)'B(A '+ B™).
Deste modo A~! + B~! & invertivel e

(A'+B ) '=AA+B)"'B=B(A+ B) A

20. Seja A € M, »,, (R) tal que A2 = A (a matriz A diz-se neste caso idempotente).
(i) Como
(I—A?=(I-A)(I-A)=1-2A+A2=T-24+A=1-A
entao [ — A é idempotente.
(ii) Como
(QA—1)(2A—1)=4A? —4A+ T =4A—4A+ 1 =1
entao 2A — [ é invertivel e

(24—1)""'=24—1.

(iii) Se car A = n entao A ¢ invertivel pelo que A2 =A< A1 (A2)=A'A A=1.

21.

<%(I+A)>2: SU+A) e (T+ A7+ ATA) =S (T4 4) &

1 1
_]+_

=
4 4

11 1.1
A4 oAb A=l A A2
AT T A

22. Sendo A = (ay;),,, uma matriz invertivel e B = (b;;), .~ a inversa da A, tem-se,
para k # 0:

(K ay) (K7by) = <Z kilailkljblj> = (/&J’Zaﬂbu> = I.
=1

=1

Logo a matriz (k"7a,;;) é invertivel e a sua inversa ¢ a matriz (k"7b;;).
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23. Seja A = { i 2 } do tipo 2 x 2. Suponhamos que a # 0, ¢ # 0 e ad — bc # 0. Logo,

tem-se:

A_ab\lO_}acbc|cO .
S led | 01| e—L | ac ad | 0 a | —Li+Lo—Ls

alo— Lo
[ ac  be | ¢ 0 ]

— —

0 ad—bc | —c a | __be p,ip, .1,
acd acb
N ac 0 | ad—bc ad—bc N

0 ad—bc | —c a PN

ac

#L2—>L2

ad—bc

d b
N 10 | ad—bc " ad—bc .
0 1 c a

| " ad—bc ad—bc

1 d —b
At = .
ad—bc{—c a}

Sea=0ec=0, entao A nao é invertivel.
Sea=0ec#0, entao b # 0, caso contrdrio A nao seria invertivel. Neste caso, com

a=0,c#0,b#0ead— bc# 0 tem-se:

Logo,

{14|01} [10|%1}
SN c 1 ¢ SN 1cc —
01|EO f%L2+L1HL1 01' b 0

:|:10’—ibc—__bbc:|:|:10’ adibc _adibc:|'
0 1] = 0 01| ~&% aw

“be
Se a # 0 e ¢ = 0 seria andlogo. Logo, A é invertivel se e s6 se ad — bc # 0 e

Al 1 d —b
ad—bc| —c a |’
Nota: O ex? foi feito apenas com o recurso ao método de Gauss-Jordan. Poderia ter
sido efectuada outra resolucao atendendo & férmula de inversao de matrizes:

1

At = ——(cof A)T,
|Al
Observe que ad — bc = |A|, com A = [ Cé 2 } do tipo 2 x 2.
24. A matriz

ki O 0
0 ks

c. '.. O
0 0 k,



é invertivel se s6 se ky # 0,ky #0,...,k, # 0, e a sua inversa é dada por:

kL 0 -~ 0 -1 1?11 0 --- 0
0 ky . i I U P
T - 0
0 0 ky 0 0 =

25. Sejam A = (a;;), B = (bi;) € Myxn (R) ¢ o um escalar.
(i) tr(A+ B) = tr(a;; +bij) = > (@i +bi) = > | @i + >y by = tr(A) + tr(B).
(ii) tr(ad) = tr(aa;) = 327 aa; = a X" a; = atr(A).

(iii) tr(AT) = tr(a;) = 30, ai = tr (a;;) = tr(A).

(iv)
tI‘(AB) =tr (i aikbkj> = i (i Cszbm) = Y < Y b;ﬂazk> =1tr <i bkiail) = tl"(BA)
k=1 1 i=1 i=1

=1 k=1 k=

26. Seja A € M, (R). Nao pode existir X € M,,«,, (R) tal que

AX - XA=1

uma vez que

tr (AX — XA) =tr(AX) —tr (XA) =tr (AX) —tr(AX)=0#1=tr/

27. Sejam A e B matrizes do tipo n X n tais que A é simétrica e B é anti-simétrica.
tr(AB) = tr (AB)") = tr (B"A") = tr (—BA) = — tr (BA) = — tr(AB).

tr(AB) = —tr(AB) < tr(AB) = 0.

28. Seja A = (a;;) € Mz (R). Tem-se

tr(ATA) = tr (i akiakj> = Z i Qi = z”: 2”: az;.

n n
k=1 1=1 k=1 1=1 k=1

Logo
tr(ATA) =0 A=0.

12



29. Sejam u,v € M,,»1 (R) tais que u’v # —1. Seja

A=1T+w".
Tem-se )

T Ty _
:I—i-uvT—;uvT—;(uvT) (uvT):
1+ uTv 1+ uTv

1
_ T T T T
—I+UU —muv —m’U(U ’LL)U =
T
_ T T vu T
=I+w 1+UTUUU 1+UTUUU vTu:uTv

1 ul'v
=71 r_ T—
T (1+uTv+ 1+uTv) e

=T +w’ —w’ =1.

Logo A é invertivel e

B 1
Alt=1T-— = wvl.
1+u'v
Sendo u,v € M1 (R)
U U1
U2 V2
U= . V=
Un Un
tem-se
(%1
T V2
wo=[u up o ouy ||| = [won Fugve + - 4wy
Un
e
51
U2
[tr (uvT)} = |tr . [ V1 Vg -+ Up ] =
un
U117 U1V -+ UIUp
U2V1 U2V -+ UUp
= |[tr . . . . :[U1U1+u202+"'+un].
UpU1 Ul - UpUp,
Logo

ul'v = [tr (uvT)} .
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