Instituto Superior Técnico - Algebra Linear - 1° Semestre 2011/2012
LEAN - LEMat - MEAmbi - MEBiol - MEQ
Resolugao da 2* Ficha de exercicios facultativos

. Seja V' um espago linear real e 0 o seu vector nulo.

(i) Suponhamos que u + v = u + w. Queremos ver que v = w. Ora,

v = 0+v=((—u)+u)+v=_(-u)+ (u+v) et
= (—u)+w+w) =((—u)+u)+w=0+w=w.
Logo, v = w.

(ii) Queremos ver que A0 = 0 para todo o escalar A € R. Ora,

A +0=X0=XA(0+0)=X0+A0 —> 0=)\0.

por (i)

(iii) Queremos ver que Ou = 0 para todo o vector u € V. Ora,

Ou+0=0u=(0+4+0)u=0u+0u = 0=0u.

por (i)
(iv) Queremos ver que —(—u) = u para todo o u € V. Ora,

u+(—u)=0= —(—u) =u.

(v) Queremos ver que o vector nulo 0 € V' é tinico. Ora, seja w € V' tal que u + w = u, para
todo o u € V. Entao,

utw=u=u+0 :(})w:O.
por (i

(vi) Queremos ver que o simétrico —u de um qualquer vector u de V' é dinico. Ora, sejaw € V
tal que u + w = 0. Entao,

utw=0=u+ (—u) Z(})w:—u.
por (i

(vii) Queremos ver que ( — 1)u = —u para todo o u € V. Ora,
u+t (—l)u=lu+(-1)u=(14+(-1))u=0u=0.

Logo, como o simétrico é unico, ( — 1)u = —u.

(viii) Queremos ver que: se Au = 0, entdo A = 0 ou u = 0. Suponhamos que A\u = 0. Se
A # 0, entao

1 1 1
UZ1UZ<XA)UZX(>\U):XO = 0.



Como A # 0 = u =0, entao u # 0 = X\ = 0. Logo,

M=0=A=0Vu=0

(ix) Queremos ver que: se u # 0 e au = fu, entdo o = . Suponhamos que u # 0 e au = [u.
Ora, como u # 0 e (v — B)u = 0, entdo a — 5 = 0, atendendo a (viii). Isto &, o = 5.

. O conjunto de todos os polinémios reais de grau igual a n:
U={ap+at+---+a,t" € P, :ap,a1,....,a, €R e a, #0},
com as operagoes usuais, nao é um espago linear. Por exemplo: o polinémio nulo p(t) = 0 ¢ U.

. (i)@;éPQCPge:
Py =L ({1,t,t*}).

Logo, P, é subespago de Ps.

(i) @ # P, C Poyy €
Po=L({1t ..t"}).

Logo, P, é subespago de P,,..

(iii) @ £ P, C P e:
P, =L({1,t...t"}).

Logo, P, é subespaco de P.
. (i) Seja

U={A€M,,[R): A=A"}.
Sejam A, Ay € U e a € R. Tem-se

A4+ Ay =AT + AT = (A4 + A)T eU

e, com A €U,
ad = oAl = (aA)" e U.
Logo, U é subespago de M., 5, (R).
(ii) Seja
U={Ae Mp,x(R): A éinvertivel} .

Por exemplo: a matriz nula nao pertence a U. Logo, U nao é subespago de M,,»,(R).

(iii) Seja
U ={(aij) € Mpxn(R):a;; =0sei#j,comi,j=1,..n}.
Sejam
(bij)7 (Cij) elU e a€elR
Tem-se

(bij) + (cij) = (bij +¢i3) € U,



pois bj; +¢;; =0sei# j,comi,j=1,..,n. E, com (a;;) € U,
oz(aij) = (CYCLU) < U,

pois awa;; =0 se i # j, comi,j =1,...,n. Logo, U é subespaco de M,,,,(R).

(iv) Seja
U={Ae M,xn(R): A ésingular}.

Por exemplo, para n = 2:

98 8o mm [32]e[2 - [2 9o

Logo, U nao é subespago de M,,.,,(R).

(v) Seja
U ={(aij) € Myxn(R):a;; =0sei>j, comi,j=1,..,n}.
Sejam
(bij)7 (Cij) clU e aelR.
Tem-se

(bij) + (cij) = (bij + ¢i5) € U,
pois b;; +¢;; =0sei > j,comi,j=1,..,n E com (a;) €U,
a(aij) == (aaij) < U,
pois aa;; =0sei > j, comi,j=1,..,n. Logo, U ésubespaco de M, ,(R).
. Seja V' o espago linear de todas as fungoes reais de variavel real.
(i) Seja
U={f:Dom f CR— R tais que 3k > 0: |f(z)| < k, Yo € Dom f}
o conjunto de todas as fungoes limitadas. Sejam fi, fo € U e a € R. Tem-se
it f2eU,
pois
[(f1+ f2) @) = |fi(z) + fo(2)] < | [i(@)] + [f2(2)] < ki + ko,
f17f2€U
para todo o x € Dom f; N Dom f5. E, com f € U,

af e U,

pois

(@f) @) = lallf @) < lalk,

para todo o x € Dom f. Logo, U é subespaco de V.



(ii) Seja
U={f:Dom f CR— R tais que f(z) = f(—z), Yo € Dom f}
o conjunto de todas as fungoes pares. Sejam fi, fo € U e a € R. Tem-se

fi+ f2eU,

pois

(fi+ fo) () = filz) + fa(z) = fi(=2)+ fa(—2) = (f1 + f2) (—2),

f1,f2€U
para todo o x € Dom f; N Dom fy. E, com f € U,

af e U,

pois
(af) (z) = af(z) = af(-2)=(af)(-2),
para todo o x € Dom f. Logo, U é subespaco de V.
(iii) O conjunto de todas as fungdes racionais, isto é, as que sdo quocientes de fungoes poli-
nomiais, € um subespaco de V'

(iv) Seja
U={f:Domf CR — R tais que f é crescente}.

Se f for crescente entdo — f é decrescente, isto é, f € U = —f ¢ U. Logo, U nao é subespaco
de V.

(v) Seja
U={f:Dom f CR— R tais que f(0) = f(1), Vz € Dom f}

Sejam f1, fo € U e a € R. Tem-se
Li+fhel,
pois

(fi+ f2) (0) = f1(0) + f2(0) = fi(1) + fo(1) = (f1 + f2) (1),

f1,f2€U
para todo o x € Dom f; N Dom f5. E, com f € U,

af e U,
pois
(af) (0) = af(0) = af(l)=(af) Q)
para todo o x € Dom f. Logo, U é subespaco de V.

(vi) Seja
U={f:Domf CR — R tais que f(0) =1+ f(1)}.

Sejam f1, fo € U. Tem-se

(fi + f2) (0) = f1(0) + f2(0) ey 2+ (1) + fo(1) =24 (fi + f2) (1),

isto é, f1 + fo ¢ U. Logo, U nao é subespaco de V.
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6. Dem. Seja {v;,v2,v3} uma base de um espago linear V. Observe-se que

{v1 + va, v9 + 3,01 +v3} C L ({v1,v9,v3}),

pelo que
L({v1 + vo,v3 + v3,v1 +v3}) C L ({v1,v9,0v3}) .
Mas, como
V1= %(Ul + Ug) — %(/UQ + U3) + %(’Ul —+ Ug)
vy = (v1 +v2) — 2(v1 +v3) + L(v2 + v3)
V3 = %(Ul + U3> — %(’01 + UQ) —+ %(Ug + Ug)
tem-se
L ({Uh Vg, U3}) g L({Ul + Vg, Ug + U3, U1 + US})'
Logo,

L({vi + v, v +vs,v1 +v3}) = L ({v1,v0,v3}) = V.
Vejamos agora que o conjunto {v; + ve, vy + v3,v1 + v3} € linearmente independente:

Sejam Aq, A2, A3 € R tais que A\ (v1 + v2) + Aa(v2 + v3) + Az(v1 + v3) = 0. Isto &,
()\1 + )\3)'01 + ()\1 + )\2)’02 + ()\2 + )\3)1)3 =0.

Como {vy, vz, v3} € uma base de V', em particular é linearmente independente. Logo,

)\1+/\3:O
)\1—1—)\2:0
)\2+)\3:O

o que é equivalente ao sistema homogéneo:

A 0
A )\2 = 0
A3 0

1 01

1 1 0 [. ComodetA=2:=0, entao A é invertivel e tem-se A\; = Ay = A3 = 0.
011

Logo, {v; + vg,v3 + v3,v1 + v3} é uma base de V' pois trata-se de um conjunto de vectores

linearmente independente que gera V.

com A =

7. Seja A uma matriz (real) invertivel do tipo n x n. Suponhamos que {vy,vs,...,v,} é uma
base de R". Queremos provar que { Avy, Avs, ..., Av,} é também uma base de R".

Dem. Vejamos primeiro que o conjunto {Awy, Avs, ..., Av,} é linearmente independente.
Sejam Aq, Ag, ..., A\, € R tais que

)\1(141)1) + )\Q(AUQ) + -+ /\n(Avn) = 0.



Queremos ver que \; = Ay = ... =\, = 0. Observe-se que

)\1 (Al)1> + /\Q(AUQ) + R + )\n(Avn) = A()\l’l}l) + A()\QUQ) + s + A()\nvn)
= AM\v1 + Agvg + -+ Ao).

Logo,
/\1(141)1) -+ /\Q(AUQ) + -+ )\n(AUn) =0« A(/\ﬂ]l + )\21)2 + -+ )\nﬂn) =0.
Como A é invertivel, tem-se

A_lA(/\lvl + )\21)2 + -4 )\nvn) = A_IO <~
I(\vr + Ao+ -+ \v,) = 0&
/\1'111 + )\2’02 + -+ )\n'Un = 0.

Como {vy, v, ...,v,} € uma base de R", entao
AM=X=...=),=0.
Logo, {Avy, Avs, ..., Av,} € um subconjunto de R™ formado por n vectores linearmente inde-

pendentes. Como a dimensao de R"™ é n, entao
{Avy, Avy, ..., Av,}
¢ uma base de R" .

Sejam V' um espaco linear e S = {vy, va,...,v,}.

Dem. (=) Suponhamos que S é uma base de V. Queremos provar que todo o vector de
V' se escreve de maneira unica como combinacgao linear dos elementos de S. Assim, seja v
um vector qualquer de V. Como S é uma base de V', entao em particular gera V. Pelo que,
existem i, Ao, ..., A\, € R tais que

v = )\17}1 + )\21)2 + -+ )\nvn.
Suponhamos que também existiam i, o, ..., 1, € R tais que
U= pyU1 + flgU2 £ - [y Un

Logo,
(A= py)vr 4+ (A2 — pg)ve 4+ -+ + (A — 1 Jv = 0.

Como {vy,vs,...,v,} € um conjunto linearmente independente (por ser base), entao temos

)\1:M1,>\2:M2,...,)\n:,un.

Logo, conclui-se que todo o vector de V' se escreve de maneira tinica como combinacao linear
dos elementos de S.

(<) Suponhamos agora que todo o vector de V' se escreve de maneira tinica como combinagao
linear dos elementos de S. Queremos provar que S = {vy, vs,...,v,} € uma base de V. Como
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todo o vector de V' se escreve como combinagao linear dos elementos de S, entao S gera V.
Falta ver que S é linearmente independente. Assim, sejam A1, Ag, ..., A, € R tais que

)\17)1 +/\2U2 + - +)\nvn =0.

Como
0207)1+0U2+"'+01)n,

e uma vez que por hipétese todo o vector de V' se escreve de maneira tinica como combinagao
linear dos elementos de S, conclui-se que

)\l:)\2::)\n:0

Logo, S = {vy,vq,...,v,} é¢ uma base de V. Fica assim provada a equivaléncia referida na
questao.

. Seja {v1, v2} uma base de um espago linear U. Considere os vectores
w, = avy + bUz e Wo = CUy + dvg,

com a, b, c,d € R. Queremos provar que {wy, ws} é também uma base de U se e s6 se ad # be.

Dem. (<) Suponhamos que ad # be. Vejamos que {wq,wy} é uma base de U. Vamos
comegar por verificar que o conjunto {wy, ws} é linearmente independente. Sejam Aj, Ay € R
tais que

)\1101 + )\ng = 0.

Queremos ver que A\; = Ay = 0. Observe-se que

/\1’(1]1 + /\2’[1)2 = )\1(@’01 + bvg) + /\2(61)1 + dUg)
()\1(1 + )\26)1}1 + (/\1(7 + /\gd)'l}g.

Logo,
AMwy + Awy = 0 < (A1a + Aac)vg + (A1h + Aad)vs = 0.

Como o conjunto {vy,v2} é uma base de U, em particular é linearmente independente. Logo,

)\1a+/\202/\1b+/\2d:0€R.

al[x]=1o]

A\ =0,

Isto é,

Ou seja,

onde A = [Z ccl]’)\: {il } 60:|:8:|. Como ad # bc e det A = ad—bc, entao det A # 0,
2

isto é, A é invertivel e como tal:

A'AA=A""0=1)N=0= )=0.



10.

Logo, A7 = Ay = 0 e deste modo o conjunto {w;,ws} é linearmente independente. Como
dim U = 2 e como wy, wy sao dois vectores de U, linearmente independentes, entao conclui-se
que {wy,ws} € uma base de U (ndo sendo necessério verificar se o conjunto {wy, wy} gera U).

(=) Reciprocamente, se {w;,wy} é uma base de U, em particular é linearmente independente,
e como tal tem-se
(/\1’(1)1 + )\Q’LUQ = 0) = ()\1 = )\2 = 0) .
Isto é, a equacao
AN =0,

b d A2
equivalente a ter-se det A # 0, isto é, ad # bc.

onde A = {a C],)\: {/\1} eOz{g},temcomosolu(;é,oﬁnica,)\:0. O que é

Demonstracao alternativa. Como o conjunto {vy,v2} é uma base do espago linear U entao
dim U = 2. Logo, se o conjunto {wy, ws} for linearmente independente entdo serd uma base do
espago linear U. Assim, bastard provar que o conjunto {wy,ws} € linearmente independente

: b : : : .
se e s6 se a matriz [ CCL d } for invertivel. Seja 0 o vector nulo do espago linear U. Sejam

A1, Ao € R tais que
)\1101 + )\ng = 0.

, .| a
Queremos ver que A\; = Ay = 0 se e s6 se a matriz e d

} for invertivel. Observe-se que

)\1’w1 + )\2102 = )\1(&01 + bvg) + )\2(6"01 + d’Ug)
= (M@ + Ac)vy + (A + Aad)vg
Logo,
Mwy + wy =0 & ()\1@ + )\Qc)vl + ()\117 + )\gd)vg =0.

Como o conjunto {vy, vy} é uma base do espago linear U, em particular é linearmente inde-
pendente. Logo,
Aa+ doc=Mb+ Xd=0€R.

H -1

M e 0= 0 . Como a equacao A\ =0’
A2 0

e e s6 se a matriz A for invertivel e como a matriz A é

Isto é,

Ou seja, AN =0, onde A = [
apenas admite a solucao trivial

invertivel se e s6 se a matriz AT =

a
b
a c
b d
A=0"s
[ ¢ } for invertivel, tem-se entao o resultado pretendido.

Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz n X p. Mostre que

dimC (AB) =dimC (B) — dim (N (A) N C (B)).
Sugestao: Considere (no caso em que N (A) N C(B) # {0}) uma base {x1,...,zs} para
N (A)NC(B) e suponha (no caso em que AB # 0) que {z1,...,%s,y1,...,y:} € uma base
para C (B). Mostre que {Ayi, ..., Ay;} € uma base para C (AB).
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Dem. Se N (4) NC(B) = {0}, entdo dim (N (A) NC(B)) =0 e dimC (AB) = dimC (B).

Suponhamos entao que N (A) NC (B) # {0}. Seja {z1,...,zs} uma base para N (A) NC (B)
e suponhamos que AB # 0 (no caso em que AB = 0 tem-se dimC (AB) =0 e

dimC (B) = dim (N (A)NC(B)) uma vez que C(B) C N (A)).

Seja {x1,...,%s,Y1,...,Y:} € uma base para C (B). Nesse caso dimC (AB) = s + t. Vejamos
que {Ayi, ..., Ay} é uma base para C (AB).

Seja b € C(AB). Tem-se ABz = b para algum z. Mas, como Bz € C(B), entao existem
escalares aq, ..., a5, B, ..., 3 tais que

s t
Bz = Z%% + Zﬁjyj.
i=1 j=1

Logo,

s t s t
b=ABz=A (Z i + Z@-%) =D wAni+ Y BAy =D BAy
i=1 i=1 i=1 =1 s i

T1yeey

isto &, {Ay1, ..., Ay} gera C (AB).
Vejamos que {Ay, ..., Ay} é linearmente independente. Suponhamos que existiam escalares
&, ..., &, tals que

t
0= Zngyj.
j=1

Tem-se

0= Z@ij =A (Z ijj)
j=1 j=1

t
e entao Z §y; € N(A)NC(B). E assim, existem escalares 7, ..., 7, tais que

j=1
t s
> Gui=> ma.
j=1 i=1
t s t s
Como > &uj= Y nmwi < (Z Ei— Y nwi = 0)
j=1 i=1 j=1 i=1
e atendendo a que {x1,...,Zs,¥1,..., ¥} € uma base para C (B), tem-se
== =m=...=1,=0
e assim o conjunto {Ay, ..., Ay} € linearmente independente.

Logo, o conjunto {Ayi, ..., Ay:} ¢ uma base para C (AB) e assim
dimC(B) = s+t =dim (N (A)NC(B)) +dimC (AB) <
< dimC (AB) =dimC (B) — dim (N (4A) NC (B)).



11.

Considere os seguintes r vectores de R":

Xl = (ZL‘H, T12y ... ,l‘ln),Xz = (1'2171'22, PN ,iL‘Qn), PN ,Xr = (ZL‘Tl,ITQ, PN ,l’rn).
T
Mostre que se |z;;| > > |z;;| para todoo j=1,...,r entdo o conjunto
i=1()
(xLx% .. x)

é linearmente independente.

Sugestao: Considere

v =(v1,...,0,) = ;X' + apx® + - + a,x",
com oy, Qz, ..., a, € R e mostre que se existir o; # 0 (com j € {1,...,r}) tal que
;| 2 el
para todooi =1,...,r, entao v; # 0.
Dem. Seja
v =(v1,...,0,) = a;x' + apx® + - + X",
com oy, Qa, ..., a, € R. Suponhamos que existe a;; # 0 (com j € {1,...,r}) tal que
|aj] = i,
para todo o7 = 1,...,r. Queremos mostrar que v; # 0.

Suponhamos entao (com vista a uma contradicdo) que v; = 0. Nesse caso, terfamos

r r
E CTHITIIES 0 0T = — E QT4
i—1 =

& =
= vj
Como
T T T T
gl 5 = laagl = |= D aswy| <Yyl = el |zl < oyl | Y ]
i=1 i=1 i=1 il <lay| i=1
i#) i+ i+ i=1,r i+
ea; #0 (com j € {1,...,r}) entdo terfamos

.,
gl < [ D0 |l
i=1
i#j
o que contradiz a hipdtese de se ter

r

il > Yyl

i=1(i#j)
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para todo o j = 1,...,r. Logo mostramos que a existir a; # 0 (com 5 € {1,...,r}) tal que
J & j J
laj| > ||, para todo o i =1,...,r, entdo v; # 0, o que equivale a dizer que o conjunto

{xl,xz, . ,xr}
é linearmente independente.
12. Seja y € C (A + B). Entao existe z tal que
y=(A+B)x=Ax+Bx e C(A)+C(B).

Logo
C(A+B)CC(A)+C(B).

13. Seja A € M,,«n(R). Vejamos que
N(A)nc (A") = {o}.
Seja y € N (A) NC (AT). Entéo existe z tal que Ay =0 e y = ATz. Logo

yT:xTA

yTy = (2" A)y = 27 (Ay) = 2"0 = 0.
Isto é .
Y ui=y'y=0
i=1
ousejay = (y1,---,yn) = (0,...,0) = 0. Logo,
N(A)NL(A) =N (A)NncC (A") ={o}.

14. Seja A € M,xn(R) tal que A2 = A. Seja u € N (A)NC(A). Entao Au = 0 e u = Av para
algum v. Logo 0 = Au = A?v = Av pelo que v € N (A). Assim u = Av = 0 e deste modo
N (A)NC(A) ={0}.

15. Seja A € M3.3(R) tal que A # 0 e A2 = 0. Como A € M3,3(R)\ {0} e A nao ¢é invertivel
pois (det A)* = det (42) = 0 < det A = 0, entdo car A € {1,2}. Por outro lado, como A? = 0
entdo C (A) C N (A) pelo que dimC (4) < dim N (A). Finalmente, atendendo a que

3 =dimN (A) + car A
entao car A = 1.

16. Como
B=C+B-C

C(B)=C(C+B-C)cC(C)+C(B-C)
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entao

car B=dimC (B) < dimC (C) +dimC (B - C) =carC +car (B —C).

Pelo que car B — car C' < car (B — (). De um modo andlogo, como

C=B+[-(B-0)

CC)=C(B+[-(B-0)))cc(B)+C(B-C0C)
entao
carC' —car B < car (B — ().
Logo

|car B — car C| < car (B — C).
17. Sejam «, 3,7,6 € R tais que
av + BAv +yA%v + §A% = 0.
Multiplicando a igualdade anterior por A% e atendendo a que A* = 0 e assim
AP =A% = A" =0,

entao
aA3v =0

e deste modo v = 0 uma vez que
APv £ 0(v ¢ N(A4%)).
Analogamente: multiplicando a igualdade
BAV + yA* 0 + 0 A% =0
por A? tem-se 3 = 0, multiplicando a igualdade
yA% 4+ §A% =0

por A tem-se v = 0 e finalmente de
A3 =0

obtém-se 6 = 0. Logo, o conjunto
{v, Av, A%, A3v}
¢ linearmente independente.
18. Sendo A € M5.6 (R), tem-se ATA € Mgy (R). Como
N (4) SN (ATA)

dimN (A)=6—carA>6-5=1
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entao

1 <dimN (A) < dimN (ATA4) .

Logo
dim N (ATA) #0

pelo que AT A nao é invertivel.
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