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Resolugao da 4* Ficha de exercicios facultativos

. Seja V um espago euclidiano real. As alineas (i), (ii), (iii) e (iv) sdo consequéncia da defini¢ao
de produto interno.

Sejam u,v,w € V, A € R.

(v) Atendendo a condicao de linearidade do produto interno:

(u+w,v+w) = (u,v)+ (u,w) + (w,v) + (w,w) =
= (u,0) + (u,w) + (w,v) + |Jw||*.

(vi) Atendendo a condigao de linearidade do produto interno:

(u,0) = (u,00) =0(u,v) =0 e (0,u) = (Ov,u) =0(v,u) =0.

(vii) Se (u,v) = 0 entdo

lu+ol” = (u+v,u+v)=ul® +2(uv) + of* =
2 2
= ull” +lol” =
2 2
= ull® =2 (u,0) + [lo]” =
= (U—v,u—0v)=
{ )

2
= llu—=of,

isto &, ||lu+v|| = [|u—1].

Se |lu 4 v|| = |lu — v|| entdo ||u + v||* = |ju — v||* e esta tltima equacio é equivalente a equacio
2 2 2 2
[ll™ + 2 Cu, o) + [0l = [lull” = 2 (u, 0) + [Jo]7,

isto é, (u,v) = 0.

(viii) Atendendo a que
lu+ )" = (u+v,u+v) = lul® + 2 {u,0) + |lo]?,

entdo tem-se |lu + v||* = |Ju||® + ||v]|* se e s6 se (u,v) = 0.

(ix) Seja c € R. Se (u,v) = 0 entdo

lu+cv||” = (u+cv,u+cv) = ||ul|® +2¢ (u,v) + & |v|* =

2 2 2
lull® + ¢ [l > {Jull”,

para todo o real ¢, isto é, ||u + cv|| > ||u|| para todo o real c.

Se ||lu 4+ cv|| > ||u|| para todo o real ¢, entao

||v||202 +2(u,v)c >0,
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para todo o real ¢, se e s6 se (u,v) = 0 (férmula resolvente).

(x) Se (u+ v,u —v) =0 entao
0= (u+v,u—0v)=[[ull* = |o]*.

Logo, [|lull = [[v]-

Se [|u]| = ||v|| entao
2 2
0= [lull” = vl = (u+v,u—v).

Logo, (u+v,u —v) = 0.

(xi)

||u—v||2—i-||u+v]|2 = (u—v,u—v)+{(ut+v,u+v)=
= Jull® =2 (u,v) + l* + ull* + 2 (u,v) + [Jv]|* =
2 2
= 2ul”+2v[".

. Seja V um espaco euclidiano real.
(i) Seja u € V. Se (u,v) = 0 para qualquer v € V' entao, em particular para v = u, tem-se
(u,uy = 0.
Logo, u = 0.
(ii) Sejam u,v € V. Se u = v entdo
(u, w) = (v, w),
para qualquer w € V.
Se (u,w) = (v, w) para qualquer w € V, entao
(u—v,w) =0,
para qualquer w € V. Logo, atendendo & alfnea anterior, tem-se u = v.

. Seja V' um espago euclidiano com dim V' = n. Seja S = {uy, ..., u,} uma base ortonormada
de V. Seja T': V' — V uma transformacao linear. A matriz A = (a;;) que representa T em
relagao a base S é dada por

A= (ay) = ({T(uy), ).

uma vez que, para j = 1,...,n,
T(uj) = (T(uj),ur) ug + ... + (T(u;), up) y.
. Seja V um espago euclidiano de dimensao n. Seja {uy, ..., ux} um conjunto linearmente inde-

pendente de k vectores de V. Considere a transformacao linear 7' : V' — V definida por

k

T(v) = Z (v, u;) u;,

=1



comv e V.
Mostre que T' é invertivel se e s6 se k = n.

Dem. Atendendo a que T é invertivel se e s6 se N(T') = {0}, bastard ver que N (T) = {0}
se e sO se k = n.

Se N(T') = {0} entéo teremos k = n, caso contrério, isto é, caso k < n ter-se-ia

(L ({ur, .y ue})) " # {0}
Assim, para v € (L ({u, ..., u}))", com v # 0, terfamos T'(v) = 0, ou seja N'(T) # {0}. O
que nao pode ser pois suposemos N (1) = {0}. Logo, se N (T') = {0} entdo tem-se k = n.

Suponhamos agora que se tem k = n. Nesse caso, o conjunto {uy,...,u,} é uma base de V.
Queremos ver que se tem N (T') = {0}. Seja v € V tal que T'(v) = 0. Logo,

n

Z (v, u;) u; = 0.

=1

Assim, atendendo a que o conjunto {u1, ..., u, } é linearmente independente, tem-se (v, u;) = 0,
para todo o i = 1,...,n. Finalmente, como o conjunto {uy, ..., u,} gera V, tem-se (v,u) = 0,
para qualquer u € V. Logo v = 0 e assim N (T) = {0}.

. Seja V um espago euclidiano real. SejaT : V' — V uma transformacao linear tal que || T (w)|| =
||lw|| para qualquer w € V. Mostre que

(T'(u), T(v)) = (u,v),
para quaisquer u,v € V.
Dem. Sejam u,v € V. Tem-se

1 2 2 2
(w,v) = 5 (llu+ol” = llul® = [lv]*) =

5 (I (w +0)|° = IT @) = IT (0)]I%) =

N | —

% (IT () + T @)II* = I T I* = I )II°) = (T(u), T(v)).

. Seja U uma matriz unitaria. Isto é:

gt =y-1.

Seja A um valor préprio de U e v um vector préprio associado:
Uv = M.

Logo _
VT = (U)" = () = oTX

e assim

("U™T) Uv = (v"X) Uv < 0" (UTU) v = 0" X (Uv) &

e v = v < v = v [\ & (1- |/\|2) o] =0 (;)0 Al = 1.



7. Existéncia.

R" = N(T) & (N (T))".
Se N(T) = R" entao ug = 0.
Se N(T) # R" entdo existe vy € (N (T))"\ {0}. Seja u € R” arbitrario. Logo

T(u)vg — T(vo)u € N(T)

pois
T (T(u)vg — T'(vo)u) = T(u)T (ve) — T'(v9)T (u) = 0.

Deste modo

0 que é equivalente a

() = (70 )
Assim existe
Up = (Z;Z?Z) vy € R"
tal que
T(u) = (u,uo),

para todo o u € R™.

Unicidade. Suponhamos que existem ug, u; € R" tais que
<U, U0> = T(u) = <U7 u1>>

para todo o u € R™. Assim
<U,U0 - ’U,1> = 07

para todo o u € R", isto é
up —up € (R™)* = {0},

ou seja
Ug = Up.

8. Os casos k = 0 ou k = n sao triviais, pelo que vamos supdr que 1 < k < n — 1. Sejam
{v1, ...vx} uma base ortogonal de V' e {wy, ..., w,_;} uma base ortogonal de V+ de modo a que
B ={vq,...v, w1, ..., w,_x} seja uma base ortogonal ordenada de R™. A matriz que representa
P em relacao a B é a matriz diagonal com as primeiras k entradas da diagonal principal
iguais a 1 e as restantes iguais a zero (note que P(v;) = v; e P(w;) = 0 para todos os
ied{l,..k}, je{l,..,n—k}). Logo P é diagonalizével e o polinémio caracteristico é dado
por:

pN) = (—1)"(A — 1) X",



9. Sejam u € C(A) e v € N(A) quaisquer. Usando o produto interno usual, tem-se
N(A) = N (AT A)

e assim

Logo
u=AATY
para algum v € R" e como
ATAv =0
tem-se
:T:AAT/T _ ITAAT _ /TATA: nNT —0.
(u,v) = u'v = ( V') o= (V') UAAT:ATA(U) v=(v) 0=0
Assim
C(A) C (N(A)*
e como
R" = (N(A))" ® N(4)
e
n = dimC(A) + dim N (A)
entao
dim C(A) = <dim (N(A))L) .
Pelo que

C(A) = (N(A)" istoé (C(A)" = N(A).



