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2% Ficha de exercicios facultativos

1. Seja V' um espaco linear real e 0 o seu vector nulo. Mostre que:
(i) Se u+v = u+ w, entdo v = w. (ii) A0 = 0 para todo o escalar A € R.
(iii) Ou = 0 para todo o vector u € V. (iv) —(—u) = u para todoo u € V.
(v) Mostre que o vector nulo 0 € V' é unico.
(vi) Mostre que o simétrico —u de um qualquer vector u de V' é unico.
(vii) (= 1)u = —u para todo o u € V. (viii) Se Au =0, entdo A = 0 ou u = 0.
(ix) Se u # 0 e au = Pu, entdao o = 3.

2. Verifique que o conjunto de todos os polinémios reais de grau igual a n:
{ap + a1t + -+ ant" € P, : a, # 0},
munido das operagoes usuais, nao é um espaco linear.

3. (i) Mostre que P, ¢ um subespago de Ps. (ii) Mostre que P, ¢ um subespago de P, .
(iii) Seja P o espago linear de todos os polinémios reais (de qualquer grau). Mostre
que P, é um subespago de P.

4. Quais dos seguintes subconjuntos de M,,,(R), com as operac¢oes usuais, sdo sub-
espagos?

(1) O conjunto de todas as matrizes simétricas do tipo n x n.

(ii) O conjunto de todas as matrizes invertiveis do tipo n x n.
(iii) O conjunto de todas as matrizes diagonais do tipo n x n.
(iv) O conjunto de todas as matrizes singulares do tipo n x n.

(v) O conjunto de todas as matrizes triangulares superiores do tipo n x n.

5. Seja V' o espaco linear de todas as fungoes reais de varidvel real. Quais dos seguintes

subconjuntos de V', com as operacoes usuais, sao subespacos?
(1) O conjunto de todas as fungoes limitadas.
(ii) O conjunto de todas as fungoes pares, isto é, tais que f(x) = f(—x).

(iii) O conjunto de todas as fungdes racionais, isto é, as que sdo quocientes de fungoes
polinomiais.

(iv) O conjunto de todas as fungoes crescentes.
(v) O conjunto de todas as fungoes f tais que f(0) = f(1).
(vi) O conjunto de todas as fungoes f tais que f(0) =1+ f(1).

6. Seja {vy, v, v3} uma base de um espaco linear V. Prove que {v; + v, vy + v3,v1 + v3}
¢ também uma base de V.
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Seja A uma matriz (real) invertivel do tipo n x n. Prove que, se {vy,vs,...,v,} € uma
base de R", entdao {Avy, Avs, ..., Av,} é também uma base de R".

Sejam V' um espago linear e S = {v,vs,...,v,}. Prove que o conjunto S é uma base
de V se e s6 se todo o vector de V' se escrever de maneira tnica como combinacao
linear dos elementos de S.

. Seja {v1,v2} uma base de um espaco linear U. Considere os vectores wy = avy + bvg e

wy = cvy + dvg, com a,b,c,d € R. Prove que {wy, ws} é também uma base de U se e

s6 se ad # bc.
Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz n X p. Mostre que
dimC (AB) = dimC (B) — dim (N (A) NC (B)).

Sugestao: Considere (no caso em que N (A) NC (B) # {0}) uma base {z1,...,z}
para N (A) N C (B) e suponha (no caso em que AB # 0) que {Z1,...,%Ts, Y1, Y} €
uma base para C (B). Mostre que {Ay, ..., Ay;} € uma base para C (AB).

Considere os seguintes r vectores de R™:

x! = (9011, T12y .- 7$1n)7x2 = (11321,3722, s a$2n)> X = (1’7«1,%27 s al’m)-
T
Mostre que se |z;;| > > || para todoo j=1,...,r entdo o conjunto
i=1(i)
(xh %% x)

¢ linearmente independente.

Sugestao: Considere

v =(v1,...,0,) = ;X' + apx® + - + X",
com oy, Qa, ..., a, € R e mostre que se existir a; # 0 (com j € {1,...,r}) tal que
o] > Ja,
para todooi =1,...,r, entao v; # 0.

Sejam A, B € M,x,(R). Mostre que C (A+ B) CC(A)+C(B).
Seja A € M,,xn(R). Mostre que N (A) N L (A) = {0}.
Seja A € M,xn(R) tal que A? = A. Mostre que N (A) NC (A) = {0}.
Seja A € M3,3(R) tal que A% = 0. Mostre que car A = 1.
Sejam B e C matrizes m x n. Mostre que
|car B — car C'| < car (B — C).
Seja A € M,xn(R) tal que A3 # 0 e A* = 0. Seja v ¢ N(A3). Prove que o conjunto
{v, Av, A?v, A3v}
é linearmente independente.

Seja A uma matriz real do tipo 5 x 6. Diga, justificando, se AT A & invertivel.



