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2a Ficha de exercícios facultativos

1. Seja V um espaço linear real e 0 o seu vector nulo. Mostre que:

(i) Se u+ v = u+ w, então v = w: (ii) �0 = 0 para todo o escalar � 2 R:
(iii) 0u = 0 para todo o vector u 2 V: (iv) �(�u) = u para todo o u 2 V:
(v) Mostre que o vector nulo 0 2 V é único.
(vi) Mostre que o simétrico �u de um qualquer vector u de V é único.

(vii) (� 1)u = �u para todo o u 2 V: (viii) Se �u = 0, então � = 0 ou u = 0:

(ix) Se u 6= 0 e �u = �u, então � = �:

2. Veri�que que o conjunto de todos os polinómios reais de grau igual a n:

fa0 + a1t+ � � �+ antn 2 Pn : an 6= 0g ,

munido das operações usuais, não é um espaço linear.

3. (i)Mostre que P2 é um subespaço de P3: (ii)Mostre que Pn é um subespaço de Pn+1:

(iii) Seja P o espaço linear de todos os polinómios reais (de qualquer grau). Mostre
que Pn é um subespaço de P:

4. Quais dos seguintes subconjuntos de Mn�n(R), com as operações usuais, são sub-
espaços?

(i) O conjunto de todas as matrizes simétricas do tipo n� n:
(ii) O conjunto de todas as matrizes invertíveis do tipo n� n:
(iii) O conjunto de todas as matrizes diagonais do tipo n� n:
(iv) O conjunto de todas as matrizes singulares do tipo n� n:
(v) O conjunto de todas as matrizes triangulares superiores do tipo n� n:

5. Seja V o espaço linear de todas as funções reais de variável real. Quais dos seguintes
subconjuntos de V , com as operações usuais, são subespaços?

(i) O conjunto de todas as funções limitadas.

(ii) O conjunto de todas as funções pares, isto é, tais que f(x) = f(�x):
(iii) O conjunto de todas as funções racionais, isto é, as que são quocientes de funções
polinomiais.

(iv) O conjunto de todas as funções crescentes.

(v) O conjunto de todas as funções f tais que f(0) = f(1):

(vi) O conjunto de todas as funções f tais que f(0) = 1 + f(1):

6. Seja fv1; v2; v3g uma base de um espaço linear V . Prove que fv1 + v2; v2 + v3; v1 + v3g
é também uma base de V .

1



7. Seja A uma matriz (real) invertível do tipo n�n. Prove que, se fv1; v2; : : : ; vng é uma
base de Rn, então fAv1; Av2; : : : ; Avng é também uma base de Rn.

8. Sejam V um espaço linear e S = fv1; v2; : : : ; vng. Prove que o conjunto S é uma base
de V se e só se todo o vector de V se escrever de maneira única como combinação
linear dos elementos de S.

9. Seja fv1; v2g uma base de um espaço linear U . Considere os vectores w1 = av1 + bv2 e
w2 = cv1 + dv2, com a; b; c; d 2 R. Prove que fw1; w2g é também uma base de U se e
só se ad 6= bc.

10. Sejam A uma matriz m� n e B uma matriz n� p. Mostre que
dim C (AB) = dim C (B)� dim (N (A) \ C (B)) .

Sugestão: Considere (no caso em que N (A) \ C (B) 6= f0g) uma base fx1; : : : ; xsg
para N (A) \ C (B) e suponha (no caso em que AB 6= 0) que fx1; : : : ; xs; y1; : : : ; ytg é
uma base para C (B). Mostre que fAy1; : : : ; Aytg é uma base para C (AB).

11. Considere os seguintes r vectores de Rn:
x1 = (x11; x12; : : : ; x1n);x

2 = (x21; x22; : : : ; x2n); : : : ;x
r = (xr1; xr2; : : : ; xrn):

Mostre que se jxjjj >
rP

i=1(i6=j)
jxijj para todo o j = 1; : : : ; r então o conjunto�

x1;x2; : : : ;xr
	

é linearmente independente.

Sugestão: Considere

v =(v1; : : : ; vn) = �1x
1 + �2x

2 + � � �+ �rxr;
com �1; �2; : : : ; �r 2 R e mostre que se existir �j 6= 0 (com j 2 f1; : : : ; rg) tal que

j�jj > j�ij;
para todo o i = 1; : : : ; r; então vj 6= 0.

12. Sejam A;B 2Mm�n(R). Mostre que C (A+B) � C (A) + C (B) :

13. Seja A 2Mm�n(R). Mostre que N (A) \ L (A) = f0g.

14. Seja A 2Mn�n(R) tal que A2 = A. Mostre que N (A) \ C (A) = f0g.

15. Seja A 2M3�3(R) tal que A2 = 0. Mostre que carA = 1.

16. Sejam B e C matrizes m� n. Mostre que
jcarB � carCj � car (B � C) .

17. Seja A 2Mn�n(R) tal que A3 6= 0 e A4 = 0. Seja v =2 N (A3). Prove que o conjunto�
v; Av;A2v; A3v

	
é linearmente independente.

18. Seja A uma matriz real do tipo 5� 6. Diga, justi�cando, se ATA é invertível.
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