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4° Ficha de exercicios facultativos

1. Seja V um espaco euclidiano real. Verifique que para todos os u,v,w € V, A € R se
tem:

(1) (u,v) = (v, u)

(i) (Mu,v) = (u, \w) = A (u,v)

(iif) (u,v 4+ w) = (u,v) + (u, w)
(iv) (u+v,w) = (u,w) + (

(V) (u+w,v+w) = (u,v)
(vi) (u,0) = (0,u) =0

(vii) (u,v) =0 se e sése ||u+v| = |u—uv].

w)

U?
(u,v) + (u, w) + (w,v) + [Jw]”

(viii) (u,v) =0 se e s6 se ||u+ v||* = ||Jul|> + ||v]|*.
(ix) (u,v) =0 se e s6 se ||u+ cv| > ||u|| para todo o real c.
(x) (u+v,u—v) =0 seesése ||ul]| =]

(xi) Lei do paralelogramo |ju — v||* + ||u + v||* = 2||u|® + 2 ||v|>.

2. Seja V um espaco euclidiano real.
(i) Seja u € V. Verifique que se (u,v) = 0 para qualquer v € V entdao u = 0.
(ii) Sejam w,v € V. Verifique que v = v se e s6 se (u,w) = (v,w) para qualquer

we V.

3. Seja V um espago euclidiano com dimV' = n. Seja & = {uy, ..., u,} uma base orto-
normada de V. Seja T': V — V uma transformacao linear. Verifique que a matriz
A = (ai;) que representa 1" em relacdo & base S é dada por

A = (aij) = (T(u), wi)) -

4. Seja V um espago euclidiano de dimensao n. Seja {u1, ..., ux} um conjunto linearmente
independente de k vectores de V. Considere a transformagao linear 7' : V' — V definida
por

T(v) = Z (v, u;) g,

i=1
comv € V.

Mostre que T' é invertivel se e s6 se k = n.

5. Seja V um espaco euclidiano real. Seja T': V' — V' uma transformacao linear tal que

1T (w) | = [wl]



para qualquer w € V. Mostre que
(T'(u), T(v)) = (u,v),
para quaisquer u,v € V.
. Seja U uma matriz unitdria. Mostre que os valores préprios de U tém médulo 1.

. Considere o espaco euclidiano R". Seja 7' : R" — R uma transformagao linear. Mostre
que existe um e um sé ug € R™ tal que

T(u) = (u,up),
para todo o u € R™.

. Seja P : R — R™ a projecgao ortogonal sobre um subespago V' de R" de dimensao k.
Determine o polinémio caracteristico de P e prove que P é diagonalizavel.

. Considere o espago linear R™ munido com o produto interno usual. Seja A € M,,,(R)
tal que
AT A = AAT.

Prove que o complemento ortogonal do espaco das colunas de A ¢é igual ao nicleo de
A, isto é



