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8% Ficha de exercicios para as aulas de problemas

1. Diga quais das seguintes aplicagoes (,) : R? x R*> — R definem em R? um produto
interno.

(i) ((z1,22), (y1,92)) = Ty} + 2393
(ii) <(J}1, 1‘2), (yla y2)> = T1Y1 — T2Y1 — T1Y2 + 31‘2?/2
(iii) ((z1,22), (y1,92)) = —23191 + 32202

2. Diga quais das seguintes aplicagoes {,) : R3 x R® — R definem em R? um produto
interno.

(1) ((z1,22,3), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 + T2y2 + 23Y3

(i) (w1, 22, 23), (41,92, Y3)) = T1y2 — T2t

(iii) ((z1, 22, 73), (Y1, 92, ¥3)) = 221Y1 + T1ys + Tay1 + 2Tay2 + 3Y3
3. Determine um produto interno em R? tal que ((1,0), (0,1)) = 2.

4. Considere os vectores u = (\/Lg, —\/ig) ev = (\/L?To’ %) Verifique que o conjunto

{u,v} é ortonormado relativamente ao produto interno definido em R? por:
(u,v) = 3ugv; + 2ugvy,

onde u = (uy,ug) € v = (v1,vq). Verifique porém que o mesmo conjunto {u,v} nao é
ortonormado relativamente ao produto interno usual definido em R2.

5. Considere em R* o produto interno usual. Determine o subespaco de R* ortogonal aos
vectores (1,0,0,0) e (1,0,0,1).

6. Considere em R? o produto interno definido por:
(1,2, 73), (Y1, Y2, Y3)) = T1y1 + T1Y2 + Tay1 + 272y2 + T3Y3.

(i) Calcule ||u||, para qualquer vector u = (z1, 9, x3) € R3.

(ii) Considere os vectores u; = (1,0,0), us = (—1,1,0) e ug = (0,0,1). Calcule os
angulos formados pelos vectores: uy € us; uy € ug; us € us.

(iii) Justifique que o conjunto {uy, us,u3} ¢ uma base ortonormada de R3. Calcule as
coordenadas de um vector u € R3 em relacao a esta base.

7. Considere R* com o produto interno usual. Determine uma base ortonormada para o
subespaco de R* gerado pelos vectores:

(1,0,—1,0),(—-1,2,0,1) e (2,0,2,1).
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Considere R3 com o produto interno usual. Considere também os seguintes subespacos
de R3:

U=L{(0,1,1,0,0,)}) o V={(xyz)eck: y-z=0}.
(i) Determine uma base ortogonal para U e uma base ortonormada para V.

(ii) Determine duas bases ortonormadas para R3: uma que inclua dois vectores de U
e outra que inclua dois vectores de V.

(iii) Determine o elemento de U mais préximo de (1,1,1) e a distancia entre (1,1,1)
e VL.

Considere o produto interno usual. Sejam

U:{(x,y,z,w)€R4:a7—l—z—l—w:0 e :E—i—y—i—z—i—w:O}

V:{(x,y,z,w) ER':z2—2=0 e x—w:()}.
a) Determine, justificando, uma base ortogonal para U+,
b) Calcule, justificando, a distancia entre (1,1,1,1) e U.

c) Determine v € U e v € V tais que

(1,0,0,0) = u + v.

Considere o produto interno usual em R? e os seguintes planos:
U={0,-1,1)}+ L({(1,0,0),(0,1,1)}), V ={(z,y,2) €R®:y — 2 =0}.

Determine, justificando, uma base ortogonal para R? que inclua um vector de V= e
calcule, justificando, a distancia entre U e V.

Considere em R? o produto interno para o qual a base ordenada de R3:

{(1,0,-1),(0,1,0),(—1,0,2)}
é ortonormada. Verifique que esse produto interno é definido pela aplicacao (,) :
R3 x R3 — R dada por:
((z1,72,23), (Y1, Y2, ¥3)) = dT1Y1 + 3T1Y3 + Tay2 + 3T3y1 + 273Y3
e determine, relativamente a ele, uma base para (L ({(—2,0,3),(0,1,0)}))".
Seja
1 0 2
A=10 0 0
2 01

e considere o produto interno usual. Sejam N (A), C (A) e L (A) respectivamente o
micleo, espago das colunas e espaco das linhas de A.

(i) Determine uma base ortonormada para R® que inclua dois vectores de C (A).

(ii) Determine o elemento de £ (A) mais préximo de (1, 1,1) e a distancia entre (1,1, 1)

e N (A).
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Seja

1 01
A=10 2 0
1 01
e considere o produto interno usual. Sejam N (A), e L (A) respectivamente o

micleo, espago das colunas e espaco das linhas de A

(i) Determine uma base ortonormada para (N (A))" (o complemento ortogonal do
niicleo de A).

(ii) Determine uma base ortonormada para R?® que inclua dois vectores de C (A).
(iii) Determine o elemento de £ (A) mais préximo de (1, 2, 3) e a distancia entre (1,2, 3)

e (L(A)

Considere em R* o seguinte subespago: U = L ({(1,1,1,0),(0,1,1,1)}). Determine
uma matriz A do tipo 2 X 4 cujo ntcleo seja igual a U, isto &, tal que U = N (A).

Defina o produto interno em R? em relagao ao qual a base {(1,0),(1,—1)} é ortonor-
mada.

Considere a aplicagao (,) : R* x R?* — R definida por
(21,22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 — T1Y2 — Tolr + 422y + T3y3.

(i) Verifique que {,) define um produto interno em R3.
(ii) Seja V = L ({(3,4,0)}) C R3. Diga qual ¢ o ponto de V mais préximo de (0, 1,0).
(iii) Determine uma base ortogonal para o complemento ortogonal de V', em relagao

ao produto interno (, ).

(iv) Seja Py : R?* — R? a projecgao ortogonal de R? sobre V. Indique, em relacao ao
produto interno (, ), uma base ortonormada de R? para a qual a representagao matricial
de Py seja dada por

o O =
o O O
o O O

Considere R? com o produto interno usual. Seja U o subespaco de R? gerado pelos
vectores v; = (0,1,0) e vy = (‘—;,O, —%) Escreva u = (1,2,3) na forma u = u; + us,
comu, € U ewuy € UL,

Considere R* com o produto interno usual. Em cada alinea seguinte, determine uma
base ortogonal para o complemento ortogonal de U, isto ¢, para U~.
(i) U=L({(1,0,0,0),(1,1,0,1)})
(i) U = L({(1,0,1,1)})
(iii) U = {(z,y, 2,w) € R* : z + 2y + 2 + 2w = 0}
(

(iv) U = {

r,y,z,w) ER:x—2=0 e 2z—y+2z—w=0}
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Considere R3 com o produto interno usual. Considere também o seguinte subespaco
de R3:
U=L({(1,1,1),(1,0,0)}).
(i) Determine uma base ortogonal para U.
(ii) Determine u € U e v € U+ tais que (3,2,1) = u + v,
(iii) Determine a distancia entre o ponto (1,0, 1) e o plano {(1,1,0)} + U.

(iv) Determine a distancia entre o ponto (z,y, z) e o plano U.

Considere R* com o produto interno usual. Considere também o seguinte subespaco
de R*:
U= {(:U,y,z,w) eER':z—y4+2=0 e y—z+w:0}.
(i) Determine uma base ortonormada para U.
(ii) Determine uma base ortonormada para U+.
(iii) Determine as projeccoes ortogonais de (0,0,1,0) sobre U e U+ respectivamente.

(iv) Determine as representagoes matriciais de Py : R* — R* e de Py : R* — R* em
relacao & base canénica de R*.

(v) Determine a distancia entre o ponto (0,0, 1,0) e o subespago U.
(vi) Determine a distancia entre o ponto (z,y, z,w) e o subespago U.
Considere Py = {ag + a1t + ast? : ag, a1, a; € R} a aplicagio (,) : P, x P, — R definida
por
{p(1),4(t)) = p(=1)a(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1).
Considere também o seguinte subespaco de P»: U = {p(t) € P, : p(0) = 0}.
(i) Verifique que (,) define um produto interno em Ps.
(ii) Determine uma base ortonormada para U.
(iii) Determine uma base ortonormada para U+.

(iv) Determine as projeccdes ortogonais do polinémio 1 + ¢ sobre U e U+ respectiva-
mente.

(v) Determine as representagoes matriciais de Py : Po — Py e de Py : Py — Py em
relagdo a base canénica {1,t,t?} de P.

(vi) Determine a distancia entre 1+t e U.

(vii) Determine a distancia entre o polinémio ag + a;t + ast? e o subespago U.
Considere a aplicagao (,) : Maxa(R) x Mayxa(R) — R definida por
(A, B) = tr(ABT).

Considere também o subespaco U de Mays(R) constituido por todas as matrizes
simétricas reais do tipo 2 x 2:

U:HZ Z] Engz(R):b:c}.
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(i) Verifique que (,) define um produto interno em Msy(R).
(ii) Determine uma base ortonormada para U.
(iii) Determine uma base ortonormada para U+.

(iv) Determine as representagoes matriciais de Py : Maya(R) — Mayo(R) e de Py :
Myyo(R) — Myyo(R) em relagdo a base canénica

toal Lo ol [0 ol o v}

. . . . 11 .
(v) Determine as projecgdes ortogonais da matriz [ 01 } sobre U e U~ respectiva-

de M2><2<R).

mente.

. . . . . . 11
(vi) Qual é a matriz simétrica mais préxima da matriz { 01 ]?

. . . . 1

(vii) Determine a distancia entre [ 01 } eU.
: : : b

(viii) Determine a distancia entre [ CCL d } eU.

Considere R3 com o produto interno usual. Considere também o seguinte subespaco
de R3:
U=L({(1,0,-1),(0,—1,1)}).
a) Determine uma base ortogonal para U.
b) Determine uma base ortonormada para R? que inclua dois vectores geradores de U.
c) Determine a projeccao ortogonal de (1,0,0) sobre U+, isto ¢, Py.(1,0,0).
d) Determine a distancia do ponto (1,0,0) a U~.
Seja
P, = {p(t) =ag + ait + a2t2 t0p,01,09 € R}
o espago linear dos polinémios de grau menor ou igual a 2. Considere a aplicacao (, )
:Py x P, — R definida por
(ap + ait + ast®, by + byt + bat*) = 3aghy + arby + 2asbs.  (¥)
Considere também o seguinte subespaco de Ps:

W= {p(t) = ap + art + axt® € Py : p(0) = p(1) e p(1) =p(-1)}.

a) Verifique que a aplicacdo (,) define em P, um produto interno.

b) Determine uma base ortonormada para W+, relativamente ao produto interno (*).



25.

26.

27.

28.

Seja

110
A=1]11 01
1 01
e considere o produto interno usual. Sejam N (A), e L (A) respectivamente o
micleo, espago das colunas e espaco das linhas de A

a) Determine uma base ortogonal para £ (A).
b) Determine uma base ortonormada para R? que inclua dois vectores de C (A).

¢) Determine o elemento de (N (A))" mais préximo de (—1,1, —1) e a distancia entre

(_17 17 _1) e (‘C (14)>L
Considere R?® com o produto interno usual. Seja U o subespaco de R? gerado pelo
conjunto
{(1,0,-1),(0,1,2)}.
a) Determine uma base ortogonal para U.

b) Determine u € U e v € U™ tais que (2,—3,4) = u + v.
c¢) Determine a distancia entre o ponto (2,3,7) e o plano {(1,2,3)} + U.

Considere R? com o produto interno usual. Seja

1
A=11
1

o = O

1
1
1

Sejam C (A), £ (A) e N (A), respectivamente, o espago das colunas, o espago das linhas
e o nucleo de A.

a) Determine uma base ortogonal para R?® que inclua um vector de (C (A))l (comple-
mento ortogonal de C (A)).

b) Calcule a distancia entre (1,1,0) e £ (A).

¢) Determine uma matriz B tal que (A (A))" = AN (B) (o complemento ortogonal de

N (A) é igual ao nticleo de B).

Considere o espaco linear R* munido com o produto interno usual e os seguintes sube-
spacos lineares de R*:

V =1L({(1,1,0,0),(1,0,1,-1)}), W ={(z,y,z,w) €ER*: 2 —y+2z+ 3w =0}.
a) Determine u € V e v € V= tais que (2, —2,1,—1) = u+v e calcule a distancia entre
(1,1,1,1) e V.

b) Encontre uma matriz A tal que W+ = N(A).

c) Verifique que V' C W e determine uma base para W+ N V+.
d) Verifique se V+ + W+ = R4, justificando.
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Considere o espaco linear R* munido com o produto interno usual e os seguintes sube-
spacos lineares de R*:

U=1L{(0,1,1,1),(1,-1,1,0)}), V ={(z,y,2,w) € R* : 4z + 3y + 22 + w = 0}.

a) Determine uma base ortogonal para V.
b) Determine a distancia entre o ponto (1,2,3,4) e o subespago V.
c) Determine uma base ortogonal para R* que inclua os vectores (0,1,1,1) e (1,—1,1,0).
d) Encontre uma matriz A tal que U = (C(A))".
Seja
W ={(z,y,2) €R®*: 2 -2y —32=0}.
Considere o produto interno usual.

a) Determine as equagoes cartesianas da recta que passa pelo ponto u = (1,1,1) e é
perpendicular ao plano W.

b) Determine a equagao cartesiana do plano que passa pelo ponto v = (1,1,1) e é
paralelo ao plano W.

Considere a recta
r=(1,1,1)+ L({(1,-1,1)}).
Considere o produto interno usual.
a) Determine as equagoes cartesianas da recta r.
b) Determine a equagao cartesiana do plano que passa pelo ponto v = (1,0,0) e é

perpendicular a recta 7.

Seja P o plano que passa pelos pontos
(1,1,1),(2,0,3) e (0,2,2).

Considere o produto interno usual.
a) Determine a equagao cartesiana de P.
b) Determine as equagbes paramétricas de P.

c¢) Determine a equagao vectorial de P.

Determine a solugao de minimos quadrados de Au = b, com

1 2 3
A=1|2 4 e b=|21,
1 -2 1

calculando o correspondente vector erro de minimos quadrados.



