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Matrizes

Defini¢ao 1. Uma matriz A, do tipo m x n (m por n), é uma tabela de mn nimeros
dispostos em m linhas e n colunas:

a1; A2 - Aip
Q21 Q22 -+  Q2p
A=
m1 Am2  *°°  Omn
A linha i de A é:
[Cm Qi+ Qin },
parai=1,....,m. A coluna j de A é:
alj
azj
Gm]’

para j = 1,...,n. Usa-se também a notagdo A = (a;;)mxn na qual a;; é a entrada (i, j) da
matriz A.

Se m = n, diz-se que A é uma matriz quadrada do tipo n X n e as entradas a1, a9, ...,
a,, formam a chamada diagonal principal de A.

Exemplo 1. As matrizes

1 -1 12 3 4
A:{_Q 2},3:{20 _20],C=[007}eD=

— N W o

sao dos seguintes tipos: A é2x2, Bé2x4, Célx3, Aédx1 Tem-se, por exemplo,
ag = —2,bi3=3,co=0edy =1
Observagao 1. Uma matriz (real) A do tipo m X n é uma aplicagao:
A:A{l,..m} x{l,...n} — R

(i7j> — Qyj

Notagao 1. O conjunto de todas as matrizes reais (complexas) do tipo m x n é denotado

por Mo (R) (M (C)).



Definicao 2. Duas matrizes sao iguais se forem do mesmo tipo e se as entradas corres-
pondentes forem iguais, isto é, A = (a;j)mxn € B = (bij)pxq S80 iguais se m = p, n =g e
a;j = by, parai=1,...mej=1,..n.

Definicao 3. A soma de duas matrizes do mesmo tipo
A= (aij)an e B= (bij)mxn

é a matriz
A+ B = (CLij + bij)mxn-

Exemplo 2. Sejam

-1
1 4 -1 0 -3 2
A:{—SZ 6}’32{4 1 —5}’02 _12/2 eD=[-2 v3].
11 ~ .
Tem-se A+ B = [ 11 1] e nao é possivel somar C' com D.

Definicao 4. O produto de um escalar (nimero real ou complexo) o por uma
matriz A = (a;;)mxn ¢ a matriz:

aA = (aij)mxn-

Notagao 2. A matriz (—1)A serd denotada por —A.

Exemplo 3. Seja A = [ _13 ;1 _6 } Tem-se, por exemplo,
-2 -8 2
_QA_{ 6 —4 —12]'

Definicao 5. O produto AB de duas matrizes A e B s6 pode ser efectuado se o niimero
de colunas da 1* matriz, A, for igual ao nimero de linhas da 2% matriz, B. Nesse caso, o
produto AB de A = (a;;j)mxp POr B = (bij)pxn € definido por:

AB = <zp: aikbkj> y

k=1
isto é,
- . P P
a a ) a
e ' S N > aigbpa e > a1kbrn
. . 11 1 1n =1 be1
21 2j 2n
Ai1 Qi 0 Qg . . . = te Z aikbkj
. : . e : . e : k=1
P P
bpl bpj e blm Z amkbkl R Z amkblm
| OGm1 Gm2 " Qmp k=1 k=1




Exemplo 4. Sejam A, B, C' e D as matrizes do exemplo 2. Nao é possivel efectuar, por
exemplo, AB. No entanto, tem-se:

_5 2 —V3
AC = { } e CD=| 1 —/3/2
14 4 23

Observagao 2. O produto de matrizes nao é comutativo. Por exemplo, para

01 0 -1 1 0 -1 0
A:{l O}GB:[l O}tem—seAB:{O _1}eBA:{O 1].

Logo AB # BA.

Definicao 6. A transposta de uma matriz A = (a;;)mxn ¢ a matriz
AT = (aji)nxm

que se obtem trocando as linhas com as colunas de A.

Exemplo 5. Sejam A e C as matrizes do exemplo 2. Tem-se

AT =| 4 2 e CT:{—l —% 2}.

Teorema 1. Sejam A, B, C' e D matrizes de tipos apropriados, a e [ escalares. Sao
validas as seguintes propriedades para as operacoes matriciais.

(a) (Comutatividade da soma) A+ B = B + A.
(b) (Associatividade da soma) A+ (B+C) = (A+ B) + C.

(c) (Elemento neutro da soma) Existe uma tinica matriz 0 do tipo mxn tal que A+0 = A,
para toda a matriz A do tipo m x n. A matriz 0, cujas entradas sao todas iguais a zero,
chama-se matriz nula.

(d) (Simétrico) Para cada matriz A existe uma tnica matriz B tal que A+ B = 0. Esta
matriz B denota-se por —A.

(e) (Associatividade do produto por escalares) o (SA) = (af) A.
(f) (Distributividade) (o + ) A = oA + BA.
(g) (Distributividade) a (A + B) = oA + aB.
(h) (Associatividade do produto de matrizes) A (BC) = (AB)C.

(i) (Distributividade) A(B+ C)=AB+ AC e (B+C)D =BD+CD.
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(j) a (AB) = (0 A) B = A (aB).

(k) (47)" = A.

(1) (A+B)" = AT + BT,

(m) (0A)" = aAT.

(n) (AB)" = BT AT,

(0) (A1Ay.. A)" = AT AT AT com Ay, A,, ..., A, matrizes de tipos apropriados.

(p) A matriz, do tipo n x n, cujas entradas da diagonal principal sejam iguais a 1 e as
restantes sejam iguais a 0:

10 - 0
0 1 0
I=1 . .

chama-se matriz identidade (de ordem n) e é tal que
Al=A e IB=B,

para todas as matrizes A = (a;;j)mxn € B = (bij)nxm-

Definicao 7. (i) A diferenca entre duas matrizes A e B do mesmo tipo é definida por
A—B=A+(—B),
ou seja, € a soma de A com o simétrico de B.
(ii) Sejam A uma matriz do tipon x n e p € N. A poténcia p de A ¢é definida por
AP = A\/é e parap =0 define-se A°=1.

p vezes

(iii) A matriz do tipo n x n

a1 0 0
0 929 0
0 0 ce Apn

cujas entradas fora da diagonal principal sao nulas, chama-se matriz diagonal.

Observagao 3. Tem-se: 1A=A, 0A=0, A+ A=2A, A+ ...+ A=nA.
—_——

n vezes

Definicao 8. Seja A = (aj)nxn uma matriz do tipo n x n. Diz-se que A é simétrica se
A= AT isto ¢, se a;; = aj;, para i,j = 1,...,n. Diz-se que A ¢ anti-simétrica se A = —A”,
isto &, se a;; = —aj;, para i,j = 1,...,n.



Sistemas de Equacoes Lineares

Definicao 9. Uma equagao linear com n incégnitas x, xs, ..., T, € uma equacao da
forma
a1r1 + asxrs + ... + ayx, = b,

em que as, ag, ..., a, € b sdo constantes (reais ou complexas).

Definicao 10. Um sistema de m equagoes lineares com 7 incégnitas ¢ um conjunto
de equacoes da forma

a11r1 + a12T9 + ... + a1,T, = b1
(*) 211 + A929T9 + ...+ aonTy — bg

11 + QmaTa + ... + Qi Tn = b

em que a;; e by sdo constantes (reais ou complexas), para i,k =1,...mej=1,...n.

Observagao 4. Usando o produto de matrizes definido na sec¢ao anterior, o sistema
linear acima pode ser escrito como uma equacao matricial

AX = B,
em que
aix a2 - Adip I by
A— Q21 Qg2 -+ Q2 , ¥ T2 . B_ by
Am1 Gm2 ° Gmn Ln bm

A matriz A é a matriz dos coeficientes do sistema, X é a matriz coluna das incégnitas
e B & a matriz coluna dos termos independentes. Uma soluc@o do sistema linear (%) é uma
matriz

tal que as equacgoes do sistema sao satisfeitas quando substituimos
1 = 81,2 = 89, ..., Ly, = Sp.

Ao conjunto de todas as solucoes do sistema chama-se conjunto solugao ou solugao geral
do sistema.

r+2y=1

20 +y=0 POd

Exemplo 6. O sistema linear de duas equacoes e duas incégnitas {

2 ]-0]

bt

ser escrito do seguinte modo:



A solucao (geral) do sistema acima é . = —1/3 e y = 2/3 (verifique!), isto ¢, X = [

Al

Observagao 5. De modo a facilitar a resolucao de um sistema linear, este pode ser
sempre substituido por outro que tenha o mesmo conjunto solucao. Esse outro é obtido
depois de aplicar sucessivamente operagoes sobre as equagoes do sistema inicial que nao
alterem a solucao do mesmo. As operacoes sao:

- Trocar a posicao de duas equacgoes do sistema;
- Multiplicar uma equacao por um escalar diferente de zero;
- Somar a uma equagao um multiplo escalar de outra equagao.

Estas sao as chamadas operacoes elementares. Quando aplicamos operagoes elementares
as equacoes de um sistema linear, s6 os coeficientes e os termos independentes do sistema
sao alterados. Assim, podemos aplicar as operacoes a matriz

aix a2 - Q1p ‘ by

A21 Q22 -+ Q2p ‘ by
[A| B] = ;

Am1 Q2 - Amn | bm

a qual se dd o nome de matriz aumentada do sistema.

Definicao 11. As operacgoes elementares que podem ser aplicadas as linhas de uma
matriz sao as seguintes:

(i) Trocar a posigao de duas linhas da matriz;

(ii) Multiplicar uma linha da matriz por um escalar diferente de zero;

(iii) Somar a uma linha da matriz um multiplo escalar de outra linha.

Teorema 2. Se dois sistemas lineares AX = B e CX = D sao tais que a matriz
aumentada [C' | D] ¢ obtida de [A | B] através de uma operacao elementar, entdo os dois
sistemas tém o mesmo conjunto solucao, isto é, sao equivalentes.

Defini¢ao 12. Uma matriz A = (a;;)mx, diz-se em escada de linhas se:

(i) Todas as linhas nulas (formadas inteiramente por zeros) estdo por baixo das linhas
nao nulas;

(ii) Por baixo (e na mesma coluna) do primeiro elemento nao nulo de cada linha e por
baixo dos elementos nulos anteriores da mesma linha, todas as entradas sao nulas. Esse
primeiro elemento nao nulo de cada linha tem o nome de pivot.

Definicao 13. O método de resolver sistemas lineares que consiste em aplicar operagoes
elementares as linhas da matriz aumentada do respectivo sistema de modo a que essa matriz
fique em escada de linhas, chama-se método de eliminagao de Gauss.
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Exemplo 7. O sistema linear de varidveis reais x,y e 2

T+z=3
1 01 x 3
rT+2y+22=6 é equivalente a 1 2 2 y| =16
0 3 3 z 6

3Yy+32=6

Consideremos entao a matriz aumentada e o consequente método de eliminagao de Gauss:

101 ] 3 101 ] 3 101 ] 3
1 22| 6 — 0211 3 , 021 1] 3
0 3 3 | 6 —L1+Lo—Lo 0 3 3 | 6 —5Lo+Ls—L3 00 % ’ %
Logo,
r+z= T =2

Neste exemplo o sistema tem solugao tnica e diz-se possivel e determinado.

Exemplo 8. O sistema linear de varidveis reais x,y, z e w

3z—9w =26 .
0 0 3 -9 6
5 + 15y — 10z + 40w = —45  é equivalente a 5 15 —10 40 Yl =1 -45
z
1 3 -1 5 w -7

T+3y—z+50=—-7

Consideremos entao a matriz aumentada e o consequente método de eliminagao de Gauss:

00 3 -9 6 13 -1 5 | =7
515 —10 40 | —45| — |13 -2 8 | -9 .
13 -1 5 | -7 |72 o0 3 —9 | ¢ | "
5

13 -1 5 | -7 13 -15 | -7
= 00 -1 3 | -2 s 00 -1 3| =2
Ththamla g 003 9 | 6 |l o0 0 0] 0

Logo,
r+3y—z+d5w=-7 r=-3y—2w-—>5
<~
24+ 3w = -2 z=3w+ 2.

As incégnitas y e w sao livres e as incégnitas x e z sao nao livres. A solucao geral do sistema
é:

T —3s—2t—5
N A S
X = z 3t+2 ’
w t



para quaisquer s,t € R, isto é, o conjunto solugao é dado por:
S={(-3s—2t—5,5,3t+2,t):s,t € R}.

Neste exemplo o sistema tem infinitas solugoes e diz-se possivel e indeterminado.

Exemplo 9. Seja a € R. O sistema linear de varidveis reais x,y e z

r+2y+z2=3
1 2 1 x 3
rT+y—z=2 é equivalente a 11 -1 y =12
1 1 a®>-5 z

r4+y+(a®>—5)z=a

Consideremos entao a matriz aumentada e o consequente método de eliminagao de Gauss:

12 1 |3 12 1 | 3
11 -1 |2 — o -1 -2 | -1 — .
11 a2=5 | o] 5277210 -1 a2—6 | a—3 | et
12 1 | 3
— o -1 -2 | -1
—Lo+L3z—Ls3

0 0 a*—4 | a—2

Se a = 2, entao o sistema é possivel e indeterminado:

rT+2y+2=3 r=32+1
=
—y—2z=—1 y=—2z4+1,

a incognita z é livre, as incégnitas = e y sao nao livres e a solucao geral do sistema é

T 3t+1
Z t

para qualquer ¢t € R, isto é, o conjunto solucao é dado por:
S={Bt+1,-2t+1,t):t € R}.

Assim, se a = 2, o sistema tem infinitas solugoes e diz-se possivel e indeterminado.
Se a = —2, o sistema nao tem solucao e diz-se impossivel.
Se a # —2 e a # 2, o sistema tem a solugao tnica:

T (a+5)/(a+2)
X=1|y|= a/(a+2)
2 1/(a+2)

e diz-se possivel e determinado.



Definigao 14. Seja A uma matriz em escada de linhas. Ao n° de colunas de A que nao
contém pivots chama-se nulidade de A e escreve-se nul A. Ao n° de pivots de A, isto é, ao
n° de linhas nao nulas de A, dd-se o nome de caracteristica de A e escreve-se car A. Se A
for a matriz em escada de linhas obtida de C' através de operacoes elementares entao diz-se
que a caracteristica de C' é car A, tendo-se car C' = car A.

Exemplo 10. As seguintes matrizes estao em escada de linhas:

2 -1 1/2 0 0

4 —1 01 3 0 0 0 =30 v2

A1: O 0 5 A2: 0 0 _5 1 5 A3: O 0 O 0 —5
0 0 0 0 O

0 0 0 0 O

Pivot de A;: 4. Pivots de Ay: 1, —5. Pivots de As: 2, —3, —5. Tem-se: car A; = 1, car Ay = 2
e car A3 = 3. Além disso: nul A; =1, nul A, =2 e nul A3 = 2.

Observagao 6. Seja [A | B] a matriz aumentada associada a um sistema linear com n
incégnitas.

(i) Se car A = car[A | B] = n entdo o sistema ¢ possivel e determinado (tem uma
tinica solugao).

(ii) Se car A = car [A | B] < n entdo o sistema ¢ possivel e indeterminado (tem um
n° infinito de solugoes).

(iii) Se car A < car [A | B] entao o sistema ¢ impossivel (nao tem solugao).

(iv) As incégnitas livres (podem tomar valores arbitrarios) do sistema sao aquelas que
correspondem as colunas, que nao contenham pivots, da matriz em escada de linhas obtida
de A através de operacoes elementares.

(v) As incégnitas nao livres do sistema sdo aquelas que correspondem as colunas,
que contenham pivots, da matriz em escada de linhas obtida de A através de operacoes
elementares.

(vi) car A = n° de linhas nao nulas da matriz em escada de linhas obtida de A = n° de
pivots = n? de incognitas nao livres.
nul A = n° de incégnitas livres.

(vii) Seja A uma matriz do tipo m x n. Entdo:
0 <car A <min{m,n} e car A 4+ nulA = n.

Teorema 3. Sejam A uma matriz do tipo m x n e B uma matriz do tipo m x 1. Se o
sistema linear AX = B tem duas solugoes distintas Xy e X; (Xo # X), entao terd infinitas
solugoes.

Dem. Basta verificar que X, = (1 — X) Xy + AX; é solugao do sistema AX = B, para
qualquer A\ € R.



a11T1 + a1229 + ... + ATy = 0

a91T1 + A92%9 + ... + AonTy = 0
tem o

Definicao 15. Um sistema linear da forma
U121 + Qoo + ... + Ay, = 0

nome de sistema linear homogéneo. Este sistema poder ser escrito na forma AX = 0.

Observagao 7. (i) Todo o sistema linear homogéneo AX = 0 admite pelo menos a
solugao trivial:

T 0
T 0

Assim, todo o sistema linear homogéneo tem solucao. Além disso, ou tem apenas a solucao
trivial ou tem infinitas solucoes.

(ii) Como iremos ver num préximo capitulo, a solugao geral do sistema linear homogéneo
AX = 0 dé-se o nome de nticleo de A e escreve-se N (A).

Teorema 4. Se A = (a;j)mxn € tal que m < n, entdo o sistema linear homogéneo
AX = 0 tem infinitas solugoes.

Dem. Como o sistema tem menos equagdes do que incégnitas (m < n), o n° de linhas
nao nulas r da matriz em escada de linhas obtida da matriz aumentada do sistema também
é tal que r < n. Assim, ha r pivots e n —r incégnitas livres as quais podem assumir qualquer
valor. Logo, o sistema linear homogéneo AX = 0 tem infinitas solucoes.

Teorema 5. Sejam A = (a;;)mxn € @, 5 escalares.

(i) Se Y e W sao solugodes do sistema AX = 0, entdo Y + W também o é.

(ii) Se Y ¢é solugao do sistema AX = 0, entao oY também o é.

(iii) Se Y e W s@o solugoes do sistema AX = 0, entdo oY + W também o é.

(iv) Sejam Y e W solugoes do sistema AX = B. Se aY + W (para quaisquer escalares
a, B) também é solucao de AX = B, entao B = 0. (Sugestao: basta fazer a« = 5 = 0.)

Teorema 6. Seja A uma matriz do tipo m X n e B # 0 uma matriz do tipo m x 1.
Qualquer solucao X do sistema AX = B escreve-se na forma X = Xy + Y onde X, é uma
solucao particular do sistema AX = B e Y é uma solucao do sistema homogéneo AX = 0.
Assim:

solucao geral de | | solugao particular de n solugao geral de
AX =B a AX =B AX =0 '

Dem. Sendo X, uma solucao particular do sistema AX = B, basta escrever
X - XO + (X - XO)

e mostrar que X — X, é solugao do sistema homogéneo AX = 0.
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Matrizes Elementares e Matriz Inversa
Definicao 16. Uma matriz elementar do tipo n x n é uma matriz obtida da matriz
identidade I (do tipo n X n) através de uma tnica operagao elementar.

(i) A matriz P,;, chamada matriz de permutagao, é a matriz elementar obtida por
troca da linha i com a linha j da matriz I. Tem-se:

r1t o --.. e 0
0 .
: 1
0 1 i
1
P =
1 .
1 0 —J
1
S
L 0 0 1]

(ii) A matriz F;(«) é a matriz elementar obtida da matriz I através do produto do escalar
a # 0 pela linha ¢ da matriz I. Tem-se:

0 .- e 0
0 :
: 1
Ei(a) = o —1
1
S
0 0 1

(iii) A matriz E;;(«) é a matriz elementar obtida da matriz I por soma da linha j com
um muiltiplo escalar « da linha 7. Por exemplo para i < j tem-se:

100 .- e 0]
(.) 1 —3q
Eij(a) =
o' 1 — 7
0
| 0 0 1|
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Observagao 8. As matrizes elementares E;;(«), com ¢ < j, sio matrizes triangulares
inferiores, pois todas as entradas por cima das respectivas diagonais principais sao nulas.

Exemplo 11. Sejam «, 3 escalares com « # 0. As matrizes elementares do tipo 2 x 2
sao:

Teorema 7. Sejam F uma matriz elementar do tipo m x m e A uma matriz qualquer
do tipo m x n. Entao, FA é a matriz obtida de A através da mesma operacao elementar que
originou F. Isto é, aplicar uma operacao elementar a uma matriz corresponde a multiplicar
essa matriz a esquerda por uma matriz elementar.

Exemplo 12. Consideremos a matriz aumentada do exemplo 8:

00 3 -9 6
5 15 —10 40 | —45
1 3 -1 5 | -7

A operacao elementar:

00 3 -9 6 13 -1 5 | -7
5 15 —10 40 | 45| — |5 15 —10 40 | —45 |,
1 3 -1 5 | =7 |"™™]oo0o 3 -9 | 6
corresponde & seguinte multiplicagao (& esquerda):
0 01 0 O 3 -9 | 6 13 -1 5 | -7
010 5 15 —10 40 | —45 | =[5 15 —10 40 | —45
1oo||1 3 -1 5 | -7 00 3 -9 6
A operacao elementar:
1 3 -1 5 | -7 13 -1 5 | -7
515 —10 40 | —45| — |13 —2 8 | -9,

00 3 -91] 6 |s»=2{00 3 -9 6

corresponde & seguinte multiplicagao (& esquerda):

1 0 O 1 3 -1 5 | -7 13 -1 5 | =7
0 1/5 0 5 15 —10 40 | -45 | =113 -2 8 | -9
0 0 1 0o 0 3 -9 6 00 3 -9 ] 6
A operacao elementar:
13 -1 5 | =7 13 -1 5 | =7
13 -2 8 | -9 — 00 -1 3 | =2/,

—Li+La—Lo>

00 3 -9 6 00 3 -9 | 6
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corresponde & seguinte multiplicagao (& esquerda):

1 00713 -1 5 | =7 13 -1 5 | =7
11013 -2 8] -9|=|00-13 | -2
0 01|/|00 3 -9 6 00 3 -9 | 6

Finalmente, a operacao elementar:

13 -1 5 | =7 1 3 -1 5 | =7
00 -1 3 | =2 i 00 —-13 1] —-2],
00 3 -9 | 6 [ 1o00 0 0] o
corresponde & seguinte multiplicagao (& esquerda):
1 00 13 -1 5 | =7 13 -1 5| =7
010 00 -1 3 | -2|=|100 -13/] -2
0 3 1 00 3 -9 ] 6 00 0 O] O
Tem-se entao:
1 0o 0 3 -9 6 1 3 -1 5 | =7
Ey3 (3) Erg (—1) Ey (5) P3| 5 15 =10 40 | =45 | =100 -1 3 | =2
13 -1 5 | -7 00 0 0] O

Defini¢ao 17. Uma matriz A (do tipo n x n) diz-se invertivel se existir uma matriz B
(do tipo m X n) tal que
AB=BA=1.

A matriz B chama-se matriz inversa de A e denota-se por A~

Observagao 9. Obviamente que resulta da definicao de matriz inversa o seguinte facto:
sendo A~! a matriz inversa de A, entdo A~! é invertivel e a sua inversa ¢ a prépria matriz
. , 1yl
A, isto ¢, (A7) = A.

Exemplo 13. As matrizes A = [ _02 21)) } e B = [ _%)/2 %g } sao a inversa uma da

outra.
Teorema 8. A inversa de uma matriz € Unica.
Dem. Sejam B e C as inversas de A. Entao, B= Bl = B(AC) = (BA)C =1C=C.

Teorema 9. (i) Se A = (aij)nxn € B = (bij)nxn 580 duas matrizes invertiveis, entdo AB
¢é invertivel e

(AB)"' = B7tA7,

(ii) Seja m € N. Se A = (ayj)nxn ¢ invertivel, entdo A™ & invertivel e (A™)"' = (A~1)"
e escreve-se A~ = (A™) 7"
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eee o L. . ~ T , - . ™-1 —_1\T
- ij)nXxXn ) - .
(iii) Se A = (a;;)nxn € invertivel, entdo AT ¢ invertivel e (AT) (A7)
(iv) Seja A = (a;;)nxn- Se existir [ € N tal que A = 0 entdo A néo ¢ invertivel.

Definigao 18. Uma matriz A = (a;j)nx, diz-se nao singular se apés o método de
eliminagdo de Gauss esta for transformada numa matriz triangular superior (matriz
cujas entradas por baixo da diagonal principal sao todas nulas) cujas entradas da diagonal
principal sejam todas nao nulas. Uma matriz A = (a;;)nx, diz-se singular se ap6s o método
de eliminagao de Gauss existir (pelo menos) uma linha nula na matriz obtida de A.

Teorema 10. Seja A = (a;j)nxn- A € invertivel < A é nado singular < car A = n.

Teorema 11. Toda a matriz elementar é invertivel e a respectiva inversa é também uma
matriz elementar. Tem-se:

(i) (Py)"" = Py.
(ii) (E;(a))™" = E;(1/a), para a # 0.
(iif) (Eyj(a)) ™" = By(—a).

Observagao 10. Uma matriz A ¢é invertivel se e sé se for igual ao produto de matrizes
elementares.

Teorema 12. Seja A uma matriz do tipo n x n.

(i) O sistema associado a AX = B tem solugao unica se e s6 se A for invertivel. Neste
caso a solucao ¢ X = A~!B.

(ii) O sistema homogéneo AX = 0 tem solucao nao trivial se e s6 se A for singular (ndo
invertivel).

Teorema 13. Sejam A e B duas matrizes do tipo n X n. Se AB & invertivel, entao A e
B sao invertiveis.

Dem. Considere o sistema (AB) X = 0. Se B nao fosse invertivel, entao pelo teorema
12 existiria X # 0 tal que BX = 0. Logo, X # 0 seria solugao nao trivial de ABX =0, o
que contraria o teorema 12 uma vez que por hipétese AB é invertivel. Assim, B é invertivel.
Finalmente, A é invertivel por ser o produto de duas matrizes invertiveis: A = (AB) B~

Observagao 11. (Como inverter matrizes do tipo n x n). Seja A uma matriz do
tipo m X n e consideremos a equacao AX = B. Se A féor invertivel temos

AX =B & X =A"'B, isto &, AX =B IX = A"'B.

Assim, para determinar a inversa de A, iremos transformar a matriz aumentada [A | I] na
matriz [ | A7!], por meio de operagoes elementares aplicadas as linhas de [A | I]. Este
método tem o nome de método de eliminagao de Gauss-Jordan e consistird na conti-
nuagao do método de eliminagao de Gauss agora aplicado a [matriz triangular superior | *|,
efectuando-se as eliminagoes de baixo para cima de modo a obter-se [/ | A71].
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0 -1 1
Exemplo 14. (i) Sejad= | -1 2 -1 |. Tem-se[A]]]
1 -2 0
13 Sl 010 1
—lo0o -1 1 ]100]| — 0 -1 1
Li—Ls 1 _% 0 | 00 1 Li+L3z—Ls 0 % _%
1 2 L ]o010 1 3
o — 0 -1 1 100 — |0 -1
ihatlamla | g g Lo 3 q | 2pthehi g g
-1 0 0| -1 =2 =3 1
— 0 -1 0] -2 -4 -4 — |o
ilathi=bo | g g L) 3 1 1 | TPTR 0
4L3—Ls
0 -1 11" [123
Logo, | —1 f—l —% =12 4 4
1 -5 0 344
0 -1 1 1 2 3 1 00
Verifique(!) que: | -1 2 —2 2 44|=1010
1 —% 0 3 4 4 0 01
9 8 7
(ii) Seja A= | 6 5 4 |. Tem-se
3 21
987100 32110
Al =|654]010] — |654]0
321100179871
3 21|00 1 3 2
2Lyt Lo 01201 -2 2Lot Ll 01
—2Ly+Lo— L2 2+L3—
—3L1+L3—>L3 0 2 4 ‘ 1 0 _3 ? 3 0 0

Logo, A é singular e como tal nao é invertivel.

o=

l=Cs (ZXT)f1

1 2

(iii) Sejam A = [ 3 4

A@RXT) ' B =C.

Tem-se

A(x™)™

o X'=-B"

I35

1v—1 _lT 1
C A@X_QA (c")
||

15

1
X ==
ax—3

-4 0
0 8

1 3
2 4

=

= A'CB < 2XT =

(5"

-1 3
— 2
| ex-|

0 -1 1 | 100
5 1
1§ 5010
1 -1 0 o001
| 010
| 1 0 —
| 01 1 GLo+L3—Ls
o] 2 3 2
0| -2 -4 —4 —
i | % 1 1 FLo+L1—L1
00| 123
10| 2 4 4
01 ‘ 3 4 4
0 1
10 2L L L
— + —
00 73L1+L§—>L§
1 0
2 y 0 1 —2
0] 1 -2 1

1
8 } Determine-se X tal que

-1

(A7'CB) =

i3

— ol
—_



Determinante

Definicao 19. Dados os nimeros naturais 1,2, ....,n chama-se permutacao desses n
nimeros a qualquer lista em que os mesmos sejam apresentados por ordem arbitraria.

Definigao 20. Seja (i1is...i,) uma permutagao dos nimeros naturais 1,2, ...,n. Diz-
-se que um par (i;ix) ¢ uma inversao quando (j — k) (i; — i) < 0 (isto &, quando i; e i

aparecerem na permutagao por ordem decrescente).

Definigao 21. Uma permutacao (i1is...i,) diz-se par (impar) quando o n° méximo de
inversoes incluidas for par (impar).

Exemplo 15. A permutagao (21453) é fmpar pois contem as inversoes (21), (43) e (53).

Definicao 22. Seja A uma matriz do tipo n x n. Chama-se determinante de A, e
escreve-se |A] ou det A, o mimero que se obtem do seguinte modo:

(i) Formam-se todos os produtos possiveis de n factores em que intervenha um elemento
de cada linha e, simultaneamente, um elemento de cada coluna de A.

(ii) Afecta-se cada produto do sinal + ou do sinal — conforme as permutagoes (dos
ndmeros naturais 1,2, ...,n) que figuram nos indices de linha e de coluna tenham a mesma
paridade ou nao.

(iii) Somam-se as parcelas obtidas.

Em resumo: fixando, por exemplo, a permutacao (iyis...i,) de 1,2, ....,n

Al = > (—=1)7 @i 5, iy Qi s

(4172---Jn)
permutacgao de 1,2,....n

em que

0 se (i1l...1) € (J1j2-.-Jn) tém a mesma paridade

Q
I

1 se (i192...in) € (J1J2---Jn) tém paridade diferente.

Observagao 12. Podemos ainda escrever de modo equivalente:

(i)
Al = > (—1)%a1;,a2j, .0,

(J1j2---dn)
permutagao de 1,2,....,n

em que
0 se (jij2-..jn) € par

1 se (jijo.--Jn) € fmpar.
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(ii)
|A| = Z (—1)00@'11@1'22...0@'”7“

(i142..in)
permutacao de 1,2,...,n
em que
0 se (iyig...i,) € par
1 se (iyiz...i,) é impar.

chama-se trago de A a: tr A = > a;. Se A édo
i=1

Teorema 14. (i) Sendo A = (a;;)

nxn?

tipo 2 X 2, entao:

1
= 011022 = G12021 (= 5 ((tr A)2 —tr (AQ)) )

2X2

11 a2
Q21 A22

Al =

(i) Seja A uma matriz do tipo 3 x 3. Entao

aix aiz2 Az
!A\ = | G21 Q22 G23 | = (11G22033 + Q12023031 + Q13021032 — G13G22031 — (12021033 — (110A23032.
a31 aszz G33

Observagao 13. Se A ¢ uma matriz do tipo n X n entao |A| tem n! parcelas.

Exemplo 16. (i) ' S ’: 1(~2) — (~1)2 = 0.

1 2 1
() |3 -1 2 [=1(-1)(-3)+3+8—1(-1)2—6(-3) — 2 = 32.
2 1 -3

Definicao 23. Seja A = (a;;) uma matriz do tipo n x n, com n > 1. Seja A;; a matriz
do tipo (n—1) x (n—1) que se obtem de A suprimindo a linha ¢ e a coluna j de A. Chama-se
a A;; o menor-ij da matriz A.

Teorema 15. (Férmula de Laplace.) Seja A uma matriz do tipo n X n, com n > 1.
Tem-se

det A = Z Gjij(—l)iJrj det Aij;
j=1

com i € {1,...,n} fixo.

Observagao 14. Seja A uma matriz do tipo n X n, com n > 1. Tem-se

det A = Z aij(—l)”j det Aij,
=1

17



com j € {1,...,n} fixo.

Exemplo 17.
é (1) :? i 1 -2 3 10 —2
=(-D(=1)*212 -1 4 [+ (=2)(-1)*"|2 1 -1 |=
0 -1 0 =2 1 -2 -3 10 -2
1 0 -2 -3

= (=D(=3) + (=2)4+2(=2)3 = (-1)3 = (=2)2(=3) = 4(-2) + 2[(-2) = (=2)] = 18

Teorema 16. Sejam A e B matrizes do tipo n x n. Seja A um escalar.

(i) Se A for uma matriz diagonal, triangular superior ou triangular inferior entdo o
determinante de A é igual ao produto dos elementos da diagonal principal de A.

(ii) Se A tiver uma linha (ou coluna) nula entao det A = 0.
(iii) det (A7) = det A.
(iv) Se B for obtida de A trocando duas linhas (ou colunas) de A entao det B = — det A.

(v) Se B for obtida de A multiplicando uma linha (ou coluna) de A por um escalar A
entao det B = A det A.

(vi) Se B for obtida de A somando a uma linha (ou coluna) de A um multiplo escalar A
de uma outra linha (ou coluna) de A entao det B = det A.

(vii) Se duas linhas (ou colunas) de A forem iguais entao det A = 0.
(viii) det A # 0 se e s6 se A ¢ invertivel.

(ix) det (AA) = X" det A.

(x) det (AB) = det Adet B.

(xi) Sejal € N. Sejam A;, As, ..., A; matrizes do tipo n xn. Tem-se: det (A1 4y ... 4;) =
det Al det A2 ...det Al-

1
det A°

(xiii) det (AB) =0=det A=0 ou det B =0.

(xii) Se A for invertivel det (A1)

(xiv) det (AB) = det (BA).

Definicao 24. Seja A = (a;;) uma matriz do tipo n x n, com n > 1. Seja aj; =
(—1)"*7 det A;; onde A;; € 0 menor-ij da matriz A. Chama-se a aj; o cofactor-ij da matriz
A e a matriz cof A = (aj;) do tipo n X n, com n > 1, a matriz dos cofactores de A.

Teorema 17. Para qualquer matriz A do tipo n X n, com n > 1, tem-se

A (cof A)" = (cof A)" A = (det A) 1.

18



Se det A # 0 entao A é invertivel e

o1
det A

T _ 1 J+i
(cof A)" = gletA(_l) det Aj;

~
entrada (i,5) de A—1

nxn

Exemplo 18. (i) Seja A = [ i b } tal que det A # 0. Entao A ¢ invertivel e

d

1 d —b
Al = .
ad — be [ —c a }

(Veja por exemplo o ex® 4 (i),(ii),(iv),(viii) da ficha 2.) Note que ad — bc = det A.

(ii) Podemos usar o teorema 17 para calcular ndo s6 a inversa de uma matriz (nao
singular) mas também entradas concretas dessa inversa. Seja

1 00
A=14 56
789

A entrada (2,3) da matriz A~! é dada por

(A V)55 = detA ((cof A7) = detA ((—1)%72 det Agy) = }3 (— det ({ i D) _ 9.

Teorema 18. (Regra de Cramer.) Seja A uma matriz do tipo n x n tal que A é nao
singular. Entao a unica solucao do sistema de equagoes lineares AX = B é dada por

X=A"'B= fA)" B.

detA(CO )

Istoé,sendoX:[:zrl $n]TeB:[bl bn]Ttem—se,parajzl,...,n,
o Z@,ﬂﬁdet((&)):detgj
/ detAi:1 e det A det A’

onde B; é a matriz obtida de A substituindo a coluna j de A pela matriz coluna B dos
termos independentes.

20 +y =38
Exemplo 19. O sistema de equacgoes lineares ¢ —x + 2y + 42z =7 pode ser resolvido
—r+z=1
usando a regra de Cramer:
8 1 0 2 80 2 1 8
7 2 4 -1 7 4 -1 27
1 01 -1 11 -1 0 1
T = =13, Y= = —18 e z= = 14.
2 10 2 10 2 10
-1 2 4 -1 2 4 -1 2 4
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
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Espacos Lineares

Definigao 25. Um conjunto nao vazio V' é um espago linear (real) se existirem duas
operagoes associadas a V', uma soma de elementos de V' e um produto de escalares (nimeros
reais) por elementos de V', com as seguintes propriedades:

(a) (Fecho da soma). Para quaisquer u,v € V tem-se

u+vev.

(b) (Fecho do produto por escalares). Para quaisquer o € R e u € V tem-se

au € V.

(c) (Comutatividade da soma). Para quaisquer u,v € V|

u+v=v+u.

(d) (Associatividade da soma). Para quaisquer u,v,w € V,
u+ (v+w)=(u+v)+w.
(e) (Elemento neutro da soma). Existe um elemento de V' designado por 0 tal que, para

qualquer u € V,
u+0=u.

(f) (Simétrico). Para cada (qualquer) u € V existe v € V tal que
u+v=0.
A v chama-se o simétrico de u e denota-se por —u.

(g) (Associatividade do produto por escalares). Para quaisquer a, 5 € Reu €V,

a(fu) = (af) u.

(h) (Distributividade em relacao a soma de vectores). Para quaisquer o € R e u,v € V,

a(u+v) =au+ av.

(i) (Distributividade em relagdo a soma de escalares). Para quaisquer a, f € Reu € V,

(a+ B)u = au + Pu.

(j) Para qualquer u € V,
lu = u.
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Observacao 15. Aos elementos de V' chamaremos vectores.

Exemplo 20. Exemplos de espacos lineares. Seja o € R.
(1) R™ = {(z1, 22, ..., Ty) : T1,Ta, ..., x, € R}, com as operagdes usuais:
(ula Uy -ny un) + (U17 V2, ..., Un) = (ul + U1, U2 + V2, o5 Up + vn)a

aug, Ug, ...y ) = (Qup, qus, ..., quy,).

(i) M,nxn (R) (conjunto de todas as matrizes reais do tipo m X n), com as operagoes
(usuais): A+ B e aA.

(iii) O conjunto de todas as fungoes reais de varidvel real definidas num conjunto S C R,
com as operacoes usuais:

(f +9)(x) = fz) + g(x),
(af)(x) = af(z).

(iv) O conjunto P = {ag + a1t + ... + ast® : ag,ay,...,as € R e s € Ny} de todos os polinémios
reais de varidvel real, com as operagoes usuais.

(v) Seja n € N fixo. O conjunto P,, = {ag + a1t + ... + a,t" : ag, ay, ..., a, € R} de todos
os polinémios reais de varidvel real e de grau menor ou igual a n, com as operacoes usuais.

(ag + art 4 - - - + ant™) 4 (b + byt + - - - 4 bpt™) = ag + bo + (a1 + by) t + - - - + (an + by) t"

aag+art + -+ apt") = aag + (aar) t + - - + (ay,) t".

Observacgao 16. Existem espacos lineares com operagoes nao usuais:
(i) O conjunto dos nimeros reais R, com a soma definida por
uBHv=u+v+1,
e o produto por escalares definido por
a-u=aou+a-—1,
¢ um espaco linear. (Neste caso o elemento neutro é —1.)
(ii) O conjunto dos nimeros reais maiores do que zero, com a soma definida por
uHlHv = uv,
e o produto por escalares definido por
a-u=u",
é um espago linear. (Neste caso o elemento neutro é 1.)
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Observagao 17. Alteragoes nos conjuntos considerados anteriormente podem resultar
em conjuntos que nao sao espagos lineares.

(i) O conjunto {(z,y) € R?: 2 >0 ey > 0}, com as operagoes usuais, nao é um espago
linear. Por exemplo, os simétricos nao estao no conjunto.

(ii) O conjunto V' = {ag + art + ... + ant™ : ag, aq, ...,a, € R e a, # 0} de todos os polinémios
reais de grau igual a n, com as operagoes usuais, nao é um espaco linear. Por exemplo, para

n>1:
t",—t"+t€V, mas t"+ (—t"+t)=t¢ V.

(iii) O conjunto U = {f : R — R tais que f(1) = 2}, com as operagdes usuais, nao é
um espaco linear. Por exemplo, se f1, fo € U,

(it fo))=fi)+ fo(1)=2+2=4#2.
LOgO, fl +f2 ¢ U.

Definicao 26. Seja VV um espaco linear. Diz-se que S é um subespago de V' se S é um
subconjunto de V' e se S, com as operacoes de V, for um espaco linear.

Observagao 18. No entanto, para mostrar que um certo conjunto S C V' é um subespaco
do espaco linear V', nao serd necessdrio verificar as 10 propriedades da definicao 25, como se
pode ver no seguinte teorema.

Teorema 19. Um subconjunto nao vazio S de um espago linear V' é um subespago de
V se e s6 se:
(i) Para quaisquer u,v € S tem-se u+v € S.

(ii) Para quaisquer o € R e u € S tem-se au € S.

Exemplo 21. Exemplos de subespacos:
(i) Os unicos subespagos do espaco linear R, com as operagoes usuais, sao {0} e R.

(ii) Os subespagos do espaco linear R3, com as operagoes usuais, sao: {(0,0,0)}, R3,
todas as rectas que passam pela origem e todos os planos que passam pela origem.

(iii) O conjunto de todas as matrizes (reais) triangulares superiores (do tipo n x n) é um
subespaco do espago linear M,,,, (R), com as operagdes usuais.

(iv) O conjunto de todas as fungoes reais definidas e continuas em I C R (/ é um
intervalo) é um subespago do espago linear de todas as fungoes f : I — R, com as operagoes
usuais.
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(v) Seja A uma matriz (real) do tipo m x n. O conjunto
C(A) ={b € R™: Au = b tem pelo menos uma solugao u}

¢ um subespaco do espacgo linear R™, com as operacoes usuais, ao qual se d4 o nome de
espago das colunas de A.

(vi) Seja A uma matriz (real) do tipo m x n. O conjunto
N(A) ={ueR": Au= 0}

¢ um subespago do espaco linear R", com as operacoes usuais, ao qual se dd o nome de
espago nulo ou nicleo de A.

Observagao 19. (i) Se A é invertivel entdao N (A) = {0}.

(ii) Se N (A) = {0} entdo A é invertivel.

Definicao 27. Seja S um subconjunto nao vazio de um espaco linear V. Diz-se que um
vector u ¢ combinagao linear finita dos elementos de .S, se existir um n° finito de elementos
de S, uq,...,u, e de escalares Ay, ..., Ay tais que

k
i=1
Ao cojunto de todas as combinagoes lineares finitas de elementos de S chama-se expansao

linear de S e designa-se por L(S). Se S é o conjunto vazio &, escreve-se L(&) = {0}.

Teorema 20. Seja S um subconjunto nao vazio de um espago linear V. A expansao
linear L(S) de S é o menor subespago de V' que contém S. Deste modo, a L(S) também se
chama o subespago gerado por S, e diz-se que S gera L(S).

Observagao 20. (i) Seja S e T dois subconjuntos nao vazios de um espago linear V,
com S CT. Se L(S) =V entao L(T)=V.

(ii) Todo o subespago do espaco linear R" pode ser escrito como o niicleo de uma matriz.

Exemplo 22. (i) O espaco linear R? é gerado por qualquer dos seguintes conjuntos de

vectores:
{(1,0),(0,1)}, {(1,2),(-1,11)} e {(23,8),(6,14)}.

(ii) O subespago {(z,y) € R? : y = 2z} do espago linear R? ¢ gerado por qualquer dos
seguintes conjuntos de vectores:

{(1,2)}, {(=2,-4)} e {(77,154)}.
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(iii) O espago linear P, de todos os polinémios reais de varidvel real e de grau menor ou
igual a n, é gerado por qualquer dos seguintes conjuntos de vectores:

t t? tn

n 2 n
{1,6,¢%,..,t"}, {1, 1+t,(14+8)", .., (1+)"} e {1’?5’”"5}'

(iv) O espago linear P de todos os polinémios reais de varidvel real, é gerado pelo conjunto
infinito de vectores:

{1,¢,¢2,...}.

(v) Seja U o espaco linear de todas as fungdes reais com primeira derivada continua em
R (isto ¢, pertencentes a C* (R)) e tais que f'(z) = af (z) (em R) com a € R. Entao U ¢é
gerado pela fungao g (z) = ¢**, tendo-se U = L ({g}).

(vi) Seja A uma matriz (real) do tipo m x n. O espago das colunas de A,
C(A) ={be R™: Au = b tem pelo menos uma solugao u},

é o subespago (do espago linear R™) gerado pelas colunas de A, uma vez que:

by aix a2 - QAip Uy ail a12 A1n

by Q21 Q22 -+ Q2p U2 21 22 A2n,
= = Uy + U9 + ...+ Unp

bm am1 Ama - Amn Unp, am1 Am?2 Amn

(vii) Seja A uma matriz (real) do tipo m X n. Ao subespaco linear de R" gerado pelas
linhas de A dé-se o nome de espago das linhas de A e designa-se por L(A).

(viii) Sejam

1
000
A‘[ooo]’B_ 8

Tem-se



(ix) Seja U = {A € M352(R) :a12 = as = azs =0 e aj; + 2az; = 0}. Tem-se, para
AeU,

a1 Qa2 —2a31 0 -2 0 00
A= 21 A922 = 0 929 = asi 0 0 + a9o 0 1 y
azr  as2 as1 0 1 0 0 0

com agy, ase € R. Logo,

—2 0 00
U=1L 0 0,01
1 0 00

(x) Seja U = {p(t) = ap + a1t + ast® € Py : p(1) = p(0)}. Tem-se, para p(t) € U,
p(1) =p(0) & ap+ a1 +ax =a9 < a; +ay =0 a; = —ax.
Logo, p(t) = ag — ast + ast® = agl + as (—t + *), com ag, az € R. Assim,

U=L({1,-t+¢}).

Teorema 21. Se U e V sao subespagos do espaco linear W, entao:
(i) O conjunto U NV & um subespago linear de W.

(ii) O conjunto U +V = {u+v:u € U e v € V} é um subespago de W. E o
menor subespaco de W que contém U U V. O conjunto U UV em geral nao é um subespaco.
Escreve-se U +V = L(UUYV).

Exemplo 23. (i) Em R3, considere os subespagos:
U={(r,y,2) ER*:x+y—22=0} e V=L({(1,1,-1),(1,2,1)}).
Seja v € V, entao
v=oa(l,1,-1)+ £(1,2,1) = (a + B,a + 26, —a + ),
com «, f € R. Para que v esteja também em U é preciso que:
(a+B)+ (a+28) —2(—a+3) = 0.
A 1ltima equagao é equivalente a 4o+ = 0 < [ = —4a. Logo,

UNV ={(-3a,—7a,—ba) :a € R} = {a(-3,-7,-5) :a € R} = L({(3,7,5)}) ..

(ii) Em R3, considere os subespagos:

U=L{(1,-1,1),1,22}) e V=L{211),(-1,1,3)}).
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Seja v € U, entao
v=co(l,-1,1)+ 5(1,2,2) = (a+ B, —a +28,a + 20),
com «, f € R. Para que v esteja também em V' é preciso que:
(a+ B, —a+2B8,a+25) =A2,1,1) + pu(—1,1,3) = (2A — g, A+ p, A+ 3p)

com A, u € R. Deste modo,
a+B=2\—pu
—a+28=A+p
a+28 =X+ 3u.

Considerando a matriz aumentada tem-se

1 1 ] 22—pu 11| 2x—pu 1 1] 2\ —p
12| Atp | — 03| 3 o — 03] 3\
12 | A+3p | 272 10 1 | —at4p | ekt | 00 | 20 +4p
Logo,
a+pB=2A—pu a=pu
B=A & B=2u
0=—-2\+4pu. A=2u.
Assim,
a(l,—1,1) 4+ B(1,2,2) = p(1,—1,1) + 2u(1,2,2) = (3, 311, 5p) = (3,3, 5).
Logo,

UNV ={(Bu,3p,5u) : p € R} ={u(3,3,5) : p € R} = L ({(3,3,5)}).

Observagao 21. Neste exemplo (ii), os subespagos U e V' poderiam ter sido apresentados
inicialmente na forma:

U={(2,y,2) ER* 4z +y—-32=0} e V={(z,9,2) € R®: 20— Ty + 32 = 0},

uma vez que

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
1 2 2 — 0 3 1 L 0 3 1
z Y z :;E;:_Lg?’__:lf?) 0 + y z— _E(I+y)L2+L3_)L3 0 0 zZ— %x - %y

elogoz—%x—%y:()(:>4a:+y—3,z:0. Por outro lado,

U={(z,y,2) €R®: 4o +y —32=0} = L ({(1,-4,0),(0,3,1)}) = L ({(1,-1,1),(1,2,2)})
pois sendo y = —4x + 3z,
U={(z,—42+32,2) : 2,2 € R} = {z(1,—4,0)+2(0,3,1) : z, 2 € R} = L ({(1,-4,0),(0,3,1)}).

Como
(1,-4,0) =2(1,-1,1) — (1,2,2) e (0,3,1) = —(1,—1,1) +(1,2,2)
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(1,-1,1) = (1,-4,0) 4+ (0,3,1) e (1,2,2)=(1,—4,0)+2(0,3,1)

ou seja
11 1 0 11 10
-1 2|=|-43 “;]@ -1 2 {_21 _11}: —4 3
1 2 0 1 1 2 0 1

-1
emaue | 2 =1 )| temser = (0,00, 03,00 = L0 -1 1. 1,220
Analogamente se mostra que

V= {(x,y,2) € R®: 20— Ty+32 = 0} = L ({(7,2,0), (=3,0,2)}) = L ({(2,1,1), (—1,1,3)}).

(iii) Seja U o subespaco de M, ,(R) das matrizes triangulares superiores e seja V' o
subespago de M,,,,(R) das matrizes triangulares inferiores. Entao

U+V = M,un(R) e UnNYV = subespaco das matrizes diagonais.

(iv) Sejam U = L({(1,0)}) e V = L({(0, )}) subespagos de R?. O conjunto
UUV ={(r,y) eR?*: 2 =0Vy=0}

nao é um espago linear pois (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ UUV. No entanto, tem-se U +V = R?.

N

cU eV

Teorema 22. Se U e V subespacos do espaco linear W, entao U UV é subespaco de W
sees6seU CVouVCU.

Teorema 23. Sejam W, e W, subespagos de um espaco linear V' tais que W;NW, = {0}.
Se V = Wj + W5 entao todo o vector v € V pode ser escrito de modo tinico na forma

V= Wy + wa

com w; € Wi e wy € Wy. Neste caso escreve-se V = W; & W5 e diz-se que V é a soma
directa dos espacos W; e Ws.

Teorema 24. Seja A € M,,x,(R). Tem-se C(A) = L(AT) e L(A) NN (A) = {0}.

Observagao 22. Seja A € M,,.,(R). Se A’ for a matriz em escada que se obtem de A
por aplicacao do método de eliminacao de Gauss, tem-se

C(A) £ C(A)).

Teorema 25. Seja A € M,,xn(R). O espago das linhas £(A) e o nicleo N (A) mantém-
se invariantes por aplicagdo do método de eliminacao de Gauss. Isto é, sendo A’ a matriz
em escada que se obtem de A por aplicacao desse método, tem-se

LA) =L(A) e N(A)=N(A).
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Independéncia linear

Definicao 28. Seja V' um espaco linear. Seja
S ={vy,v9,...,0:} C V.

Diz-se que o conjunto S ¢ linearmente dependente se e s6 se algum dos vectores de S se
escrever como combinagao linear dos restantes, isto €, se e s6 se existir algum 7 € {1,2, ..., k}
e escalares A1, g, ...y A\i_1, A1, -, Ax € R tais que

V; = /\1U1 + )\21)2 + ...+ )\i_lvi_l + Ai-{—lvi—l-l + ...+ )\kvk.

Definicao 29. Seja V um espaco linear. Seja
S =A{v1,v9,...,0} CV.

Diz-se que o conjunto S ¢é linearmente independente se e s6 se nenhum dos vectores de
S se puder escrever como combinacao linear dos restantes, isto é, se e s6 a unica solucao do
sistema homogéneo

)\11}1 + )\21}2 + ...+ )\kvk =0

for a solugao trivial, ou seja, Ay = Ay = ... = \;, = 0. No caso em que V =R", sendo A a
matriz cujas colunas sao os vectores de S C V, diz-se que S é linearmente independente
se e s6 se N'(A) = {0}.

Teorema 26. Seja A’ uma matriz em escada de linhas.

(i) As colunas de A’ que contém pivots sao linearmente independentes.

(ii) As linhas nao nulas de A’ sdo linearmente independentes.

(iii) O n° de linhas independentes e o n® de colunas independentes (de A’) sdo ambos

iguais & caracteristica de A'.

Observagao 23. (i) Assim, atendendo ao teorema anterior, a independéncia linear de
S = {vy,v9,...,ux} CV (espago linear) pode ser decidida aplicando o método de eliminagao
a matriz A cujas colunas sao os vectores de S, de modo a colocéd-la em escada de linhas.
Sendo A’ essa matriz em escada, tem-se pelo teorema 25

N(A) =N(A) ().

Uma vez que as colunas de A" que contém pivots sao linearmente independentes entao, devido
a (*), as colunas de A nas posigoes correspondentes também serao linearmente independentes.

(i) Em R, quaisquer dois vectores sao linearmente dependentes.

(iii) Em R?, dois vectores sdo linearmente independentes se nao forem colineares.
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(iv) Em R3, trés vectores sao linearmente independentes se nao forem coplanares.

(v) Qualquer conjunto que contenha o vector nulo (elemento neutro) é linearmente de-
pendente. Em particular, o conjunto {0}, formado apenas pelo vector nulo, é linearmente
dependente.

(vi) O conjunto vazio & é linearmente independente.

Teorema 27. Sejam S; e Sy dois subconjuntos finitos de um espaco linear, tais que
S; C 5.

(i) Se S; ¢é linearmente dependente entao Sy também ¢ linearmente dependente.

(ii) Se S, ¢é linearmente independente entao S; também é linearmente independente.

Observagao 24. Sejam S e Sy dois subconjuntos finitos de um espaco linear, tais que

S1 C 5.

(i) Se S, for linearmente dependente entdo S; tanto pode ser linearmente dependente
como linearmente independente.

(ii) Se S; for linearmente independente entao S, tanto pode ser linearmente dependente
como linearmente independente.

Exemplo 24. Seja S ={(1,0,2),(2,0,4),(0,1,2)}. Tem-se

=A.

—2L1+L3—L3 —2L2+L3—L3

S O N
S = O

1
—> 0
0

S O N
o = O

1 1
A=10 — 0
2 0

~ O N
N = O

Logo, como apenas existem dois pivots e portanto uma varidvel livre, as trés colunas de A
sao linearmente dependentes, isto é, o conjunto .S é linearmente dependente. O subconjunto
de S:

[(1,0,2), (2,0,4)}

também ¢é linearmente dependente. No entanto, uma vez que a 1% e 3* colunas de A sao
independentes pois correspondem as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivots,
o subconjunto de S:

{(1,0,2),(0,1,2)}

é linearmente independente.
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Bases e Dimensao de um Espago Linear

Definigcao 30. Chama-se base de um espago linear V' a qualquer subconjunto B de V'
que verifique as duas condicoes:

(i) B gera V, isto &, L(B) = V.

(ii) B ¢ linearmente independente.
Teorema 28. Qualquer espaco linear V' # {0} tem pelo menos uma base.

Observagao 25. Qualquer espago linear V' # {0} tem um n° infinito de bases. Por exem-
plo, se B = {uy,...,u;} for uma base de V entéo para cada o # 0 o conjunto {auy, ..., vuy}
¢ também uma base de V.

Teorema 29. Todas as bases de um espaco linear V' # {0} tém o mesmo n° de vectores.

Defini¢ao 31. Chama-se dimensao de um espago linear V' # {0} ao n° de vectores de
uma base qualquer de V, e escreve-se dim V. Se V = {0} entdao dim V' = 0 uma vez que o
conjunto vazio & € base de {0}. Um espago linear terd dimensao finita se uma sua base tiver
um n° finito de vectores.

Observacgao 26. A dimensao de um espaco linear, isto é, o n° de elementos de uma sua
base ¢ igual ao n® minimo de vectores possam constituir um conjunto gerador desse espaco
e ¢ também igual ao n° médximo de vectores que possam constituir um conjunto linearmente
independente nesse espaco.

Exemplo 25. (i) O conjunto {1} é uma base de R, chamada base canénica ou natural
de R. Logo,
dimR = 1.

(ii) O conjunto {(1,0), (0,1)} ¢ uma base de R?, chamada base canénica ou natural de
R2. Logo,
dimR* = 2.

(iii) O conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de R?, chamada base canénica
ou natural de R3. Logo,
dimR? = 3.

(iv) O conjunto
{[100}{010][001}{000}[000]{000]}
oo0oof|’fooo0|’fOOO|"fT0O0"J]O 1T 0|00 1
é uma base de My 3(R), chamada base canénica ou natural de My, 3(R). Logo,
dim May3(R) = 6.
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(v) Tem-se
dimR" =n e dim M, «,(R) =mn.

(vi) O conjunto {1,¢,t%,...,t"} é uma base de P, (espago linear de todos os polinémios
reais de varidvel real e de grau menor ou igual a n), chamada base canénica ou natural de
P,. Logo,

dimP, =n+1.

(vii) O conjunto {1,¢,¢%, ...} é uma base de P (espago linear de todos os polinémios reais
de varidvel real), chamada base candnica ou natural de P. Logo,

dim P = oco.

Observagao 27. Seja A uma matriz do tipo m X n. Tem-se

nul A = dim N (A) e car A = dim L(A).

Teorema 30. Seja A uma matriz do tipo m x n. Tem-se
dimC(A) = dim L(A) = car A.

Dem. Suponhamos que car A = k. Sendo A’ a matriz m x n em escada (reduzida)
de linhas, entao A’ tem exactamente k linhas nao nulas. Sejam Ry, Rs, ..., R essas linhas.
Como L(A) = L(A"), entdo as linhas Ly, Lo, . .., L, de A podem ser expressas como combi-
nacoes lineares das linhas Ry, Ry, ..., %y, ou seja, existem escalares ¢;j, com i =1,...,m e
7 =1,...,k tais que

Ly =cnRy + ciaRo + -+ - + cip By,
Ly = co1 Ry + coaRo + -+ + cor Ry,

Lm = leRl + Cm2R2 + -+ cmkRk
Para i = 1,...,m, sejam a;; e 7;; as componentes j das linhas L; e I; respectivamente.
Assim, tem-se
15 = C11T15 + Ci2T2j + ++ + C1xTkj
(gj = C217T15 + Co2T25 + =+ + + CopThj

(mj = CmiT1j + Cmal2j + **+ + CnkTkj
ou seja, matricialmente,

Q15 C11 C12 Cik
a2; Ca1 Ca2 Co
=T ) + Taj . +oe Ty
Qmyj Cm1 Cm2 Cmk
Q15
azj | : et
Como ; é a coluna j de A, a ultima igualdade mostra que os vectores
amj
C11 C12 Cik
C21 C22 Cog
’ y T
Cm1 Cm2 Cmk



geram C (A). Logo, tem-se
dimC (A) <k=dimL(A).

Deste modo, substituindo A por A7 tem-se também
dim C (AT) < dim £ (AT).

=dim £(A) =dim C(A)

Ou seja, tem-se
dimC (A) < dim L (A) e dim £ (A) < dimC (A4).
Isto é,

dim C (A) = dim £ (A) .

Teorema 31. Sejam W; e W5 dois subespacos de dimensao finita de um espaco linear
V. Entao,
dim (Wl + Wg) = dim W1 + dim W2 — dim (Wl N WQ) .

Teorema 32. Sejam V' um espaco linear de dimensao finita e W um subespaco de V.

(i) Seja S = {uy,...,ur} C V. Se S é linearmente independente entao S serd um subcon-
junto de uma base de V' e ter-se-a4 dim V' > k.

(ii) Se dimV = n, entdo quaisquer m vectores de V, com m > n, sdo linearmente
dependentes.

(iii) Se dim V' = n, entdo nenhum conjunto com m vectores de V', em que m < n, pode
gerar V.

(iv) O subespago W tem dimensao finita e dim W < dim V.
(v) Se dimW =dimV, entdao W = V.

(vi) Se dimV = n, entdo quaisquer n vectores de V' linearmente independentes cons-
tituem uma base de V.

(vii) Se dim V' = n, entdo quaisquer n vectores geradores de V' constituem uma base de
V.
Exemplo 26. Seja A € M,,»,(R). Recorde que:
car A+nul A = n.
Como L(A) e N(A) sao subespagos de R™ entao

L(A)+N(A) =L (LA)UN(A))
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¢ também um subepaco de R"™. Por outro lado, atendendo a que
L(A)NN(A) = {o}

(teorema 24), tem-se

dim (£(A) NN (A)) = 0.

Assim,

dim (L(A) + N(A)) = dimL(A) +dimN(A4) —dim (L(A) NN (A)) =
= carA+nulA—-0=

n.

Logo, pelo teorema 32 (v), tem-se

R" = L(A) & N(A).

Exemplo 27. (i) Os seguintes conjuntos sao todos os subespagos de R:

{0} e R.

(ii) Os seguintes conjuntos sao todos os subespagos de R?:

{(0,0)}, todas as rectas que contém a origem e RZ.

(iii) Os seguintes conjuntos sao todos os subespagos de R3:
{(0,0,0)}, todas as rectas que contém a origem,

todos os planos que contém a origem e R?.

Observagao 28. O método de eliminacao de Gauss permite determinar a dimensao
e uma base quer para o espac¢o das linhas £(A) quer para o espago das colunas C(A) de
uma matriz A. Seja A’ a matriz em escada que se obtem de A por aplicacdo do método de
eliminacao de Gauss. Entao,

(i) Uma base para L(A) serd formada pelas linhas nao nulas de A’.

(ii) Uma base para C(A) serd formada pelas colunas de A que correspondem as posigoes
das colunas de A’ que contém os pivots.

Exemplo 28. Seja
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Tem-se

2 1 11 2 11 1 211 1
A=|4 2 33| — 0011 — 10011]|=4
—6 -3 1 1| g lo04 4] 0000

Logo, {(2,1,1,1),(0,0,1,1)} é uma base de L(A) e {(2,4,—6),(1,3,1)} ¢ uma base de C(A).
Assim,
dim £(A) =2 =dimC(A)

L(A)=L({(2,1,1,1),(0,0,1,1)}), C(A) =L ({(2,4,-6),(1,3,1)}).

Por outro lado,

ISEINSIIE

N(A) = {(z,y, z,w) e R A

o O OO

= {(z,—2z,—w,w) :z,w € R} =
L({(1,-2,0,0),(0,0,-1,1)}) .

Como o conjunto {(1,-2,0,0),(0,0,—1,1)} & linearmente independente e gera N'(A’) entao
¢ uma base de N'(A’). Finalmente, uma vez que N (A) = N (4’), o conjunto

{(1,-2,0,0), (0,0, —1,1)}
é uma base de N'(A) e portanto dim N (A) = 2, com
N(A) =L ({<1’ —2,0, 0)7 (07 0,—1, 1)}) .
Exemplo 29. Seja S = {1,2,-1),(2,1,1),(—=1,-2,1),(0,1,0)} C R3. Determinemos
uma base para L(S5).

Considerando a matriz cujas colunas sao os vectores de S, tem-se

1 2 -10 1 2 —10 1 2 —-10
2 1 -2 1| — 10 =30 1| — |0-3 0 1
—1 1 1 0] e lo 3 0 o™ o 0 0 1

Logo, 8" = {1,2,-1),(2,1,1),(0,1,0)} ¢ uma base de L(S). Como dim R? = 3, entao tem-se
mesmo: L(S) =R3 e S’ ¢ uma base de R3.

Resolucao alternativa: Considerando a matriz cujas colunas sao os vectores de S,
tem-se

1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
2 1 1 0 -3 3 0 -3 3 0 -3
— — —
-1 -2 1 oI +La—Lls | O 0 0 LsLy | O 1 0 Lot Lg—Ls 0O O
0 1 0 LitlLs—Ls 0 1 0 0 0 0 0 O
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Logo, S = {1,2,-1),(0,-3,3),(0,0,1)} é uma base de L(S). Como dimR?® = 3, entdo
tem-se mesmo: L(S) =R? e S’ ¢ uma base de R3.

Exemplo 30. Seja S,, = {1,0,1),(0,1,a),(1,1,b),(1,1,1)} C R®. Determinemos os
valores dos parametros a e b para os quais S,; nao gere R3.
Considerando a matriz cujas colunas sao os vectores de S, tem-se

101 1 10 1 1 10 1 1
011 1 . 01 1 1 . 01 1 1
1 ab 1| sl g g1 0| 500 b—a-1 —a

Logo, S, ndo gera R®seeséseb—a—1=0e —a =0, isto ¢, seesésea=0eb=1.

Teorema 33. (i) Seja A € M,,5,(R). As colunas de A geram R™ se e 86 se car A = m.

(ii) Seja A € M,,un(R). As colunas de A sdo linearmente independentes se e s6 se
car A = n.

(iii) Seja A € M, (R). A matriz A é invertivel se e s6 se as colunas de A (ou as linhas
de A) formarem uma base de R"”. No caso de A ser invertivel tem-se

C(A) = L(A) = R".

Observagao 29. Seja A € M,,«,(R) e considere o sistema de equagoes lineares Au = b.

(i) O sistema Au = b ¢ impossivel (ndo tem solugao) se e s6 se b ¢ C(A), isto &, se e s6
se car A < car [A | b].

(ii) O sistema Au = b ¢ possivel e indeterminado (tem um n° infinito de solugoes) se
esésebe C(A) e as colunas de A forem linearmente dependentes, isto €, se e s6 se car A =
car [A | b] < n, isto é, se e s6 se car A = car [A | b] e nul A # 0.

(iii) O sistema Au = b é possivel e determinado (tem uma tnica solugdo) se e s6
se b € C(A) e as colunas de A forem linearmente independentes, isto é, se e s6 se car A =
car [A | b] = n, isto é, se e s6 se car A = car [A | b] e nul A = 0.

Observagao 30. Seja A € M,,«,(R) e considere o sistema de equagoes lineares Au = b.

(i) Existéncia de solugao: Se m < n ent@o o sistema Au = b tem pelo menos uma
solugao u para cada b € R™ se e s6 se car A = m.

(ii) Unicidade de solugao: Se m > n entdo o sistema Au = b tem no méximo uma
solucao u para cada b € R™ se e s6 se car A = n, isto é, se e s6 se nul A = 0.

(iii) Existéncia e unicidade de solugao: Se m = n entdo o sistema Au = b tem
solucao tnica u para cada b € R™ se e s6 se A for invertivel.
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Teorema 34. Seja A € M,,.,(R). As seguintes afirmagoes sdo equivalentes.
(i) A ¢ nao singular.

(ii) A ¢ igual ao produto de matrizes elementares.
(iii) A ¢é invertivel.

(iv) Au = 0 tem apenas a solugao trivial u = 0.
(v) Au = b tem solucao tnica u para cada b € R™.
(vi) N(4) = {0}.

(vii) nul A = 0.

(viii) car A = n.

(ix) As colunas de A geram R™.

(x) As colunas de A sdo independentes.

(xi) As colunas de A formam uma base de R".
(xii) As linhas de A geram R™.

(xiii) As linhas de A sdo independentes.

(xiv) As linhas de A formam uma base de R".

(xv) A transformagao linear 7' : R" — R™ definida por T (u) = Au, para u € R", é
sobrejectiva. (Num préximo capitulo.)

(xvi) A transformagao linear T : R" — R"™ definida por T (u) = Au, para u € R", é
injectiva. (Num préximo capitulo.)

(xvii) A transformagao linear T : R” — R" definida por T (u) = Au, para u € R", é
bijectiva. (Num préximo capitulo.)

(xviii) A transformagao linear 7' : R” — R" definida por 7' (u) = Au, para u € R", é
invertivel. (Num préximo capitulo.)

(xix) det A # 0.

(xx) 0 nao ¢é valor préprio de A. (Num préximo capitulo.)
(xxi) AT A ¢ invertivel.

(xxii) (M (4))" = R". (Num préximo capitulo.)

(xxiii) (£ (A))" = {0}. (Num préximo capitulo.)
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Coordenadas de um vector numa base e matriz de mudanga de base

Definig¢ao 32. Seja B = {v1, vs, ..., v} uma base ordenada de um espago linear V' e seja
u um vector de V. Chamam-se coordenadas do vector u na base ordenada BB aos escalares
A1, Ao, ..., A\ da combinacao linear:

u = )\17]1 + )\21)2 + ...+ )\kvk.

Teorema 35. Seja V' um espago linear.

(i) Um conjunto B de vectores nao nulos de V' é uma base de V' se e s6 se todo o vector
de V puder ser escrito de modo tinico como combinacao linear dos vectores de B.

(ii) Se dim V' = n, entdo dados u,w € V e B = {vy,vy,...,v,} uma base ordenada de
V', tem-se u = w se e s6 se as coordenadas de u e de w na base B forem iguais.

Teorema 36. Seja V um espaco linear de dimensao n. Sejam By = {vy,v9,...,v,} e
By = {wy, ws,...,w,} duas bases ordenadas de V. Seja Sp, .5, a matriz cujas colunas sao
as coordenadas dos vectores de B; em relacao a base Bsy. Isto é,

n
S8y, = (Sij)nxn cOM  v; = E s;jw; paratodooj=1,.. n.
i=1

A matriz Sp, .5, ¢ ndo singular e chama-se matriz de mudanga de base (da base B; para
Bs). Assim, se tivermos
n
U= E AiV;,
i=1

isto &, se (Aq,..., A,) forem as coordenadas do vector u na base B; entdo as coordenadas
(1, ---, i4,,) de u na base By sdo dadas por

Dem. Tem-se
n n n n n n
u = E M Wi = E )\jvj = E )‘j E sijw,- = E E Sij>\j W;.
=1 7=1 7j=1 =1 =1 7j=1

Atendendo ao teorema 35 (i), as coordenadas de um vector u numa base sao unicas. Logo,
paratodoot=1,...,n,

Ha A1

My = (Z Sij)‘j) . Isto &, = SBI"B2
j=1

:un /\TL
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Observacao 31. Tem-se
532—>B1 = (531—132)_1‘

Exemplo 31. Consideremos

Bc - {(17 0)7 (07 1)}

a base canénica de R2. Seja
B={(1,2),(3,4)}

uma outra base ordenada de R2. Sejam (5,6) as coordenadas de um vector u na base
canénica B, e determinemos as coordenadas de u na base B usando a matriz de mudanca de
base Sg,_.5. Tem-se

-9 3
SBC—>B = |: 2 :| )
)
uma vez que
3 1
Logo, as coordenadas de u na base B sao dadas por
51 [—2 3 51 [ -1
soslo] =10 41101

Logo, —1 e 2 s@o as coordenadas de (5,6) na base ordenada B, isto é

(5,6) = —1(1,2) + 2(3,4).

Observagao 32. Colocando os vectores em coluna, note que as duas igualdades em (*)
podem ser escritas na forma:

ERIRER e

sendo esta tltima igualdade equivalente a

{1 o} [1 3} :[1 3}@ (1,2) = 1(1,0) +2(0,1)

=) (3,4) = 3(1,0) + 4(0,1)

querendo isto dizer que as coordenadas dos vectores (1,2) e (3,4) relativamente & base
canénica (ordenada) {(1,0), (0,1)} s@o respectivamente (1,2) e (3,4).
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Transformagoes Lineares

Definicao 33. Sejam U e V espacos lineares. Diz-se que
T:U—-V
¢ uma transformacao linear se e s6 se verificar as duas condigoes:
(1) T(u+v) =T (u) + T(v), para todos os u,v € U.

(ii) T'(Mu) = AT'(u), para todos os u € U e escalares \.

Observagao 33. Sejam U e V espagos lineares. Sejam 0 o vector nulo de U e 0’ o vector

nulo de V.

(1) Se T': U — V for uma transformagao linear entao 7'(U) ¢ um subespago de V' e além
disso tem-se 7(0) = 0’ (T'(0) = T'(0+0) = T(0) + T'(0) < T(0) = 0'). Logo, se T nao

verificar T'(0) = 0’ entdo T nao serd uma transformagao linear.
(ii) 7 : U — V é uma transformagao linear se e s6 se
T(Au+ pw) = AT (u) + pT'(v),
para todos os u,v € U e escalares A, j.

(iii) Seja 7' : U — V uma transformagao linear, com U = L ({v1, v, .
€ U. Logo, existem escalares \i, Ao, ..., A, tais que

u = )\11)1 + )\21)2 + ...+ )\nvn.

Tem-se entao
T(u) = MT(v1) + AT (v2) + ... + AT (vn).

Exemplo 32. Consideremos a base canénica {(1,0),(0,1)} de R?. Seja
T:R? >R

uma transformagao linear tal que 7°(1,0) =1e 7'(0,1) = 1.
Para qualquer (z,y) € R? tem-se

(z,y) = 2(1,0) +y(0,1).

Entao,
T(x,y) =T (x(1,0) +y(0,1)) = 2T(1,0) + yT(0,1) = = + y.

Logo, T : R? — R ¢ a transformacao linear definida explicitamente por

T(x,y) =x+y.
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Teorema 37. Sejam U e V espacos lineares e seja {v1,vs, ..., v,} uma base de U. Sejam
T1,T5 : U — V duas transformacoes lineares.

Se Ti(v;) =Ts(v;) paratodooi=1,...,n,entdo 7Ti(u)=Ta(u),
para todo o u € U, isto &, T} = Ts.

Exemplo 33. (i) Sejam U e V espagos lineares e seja 0 o vector nulo de V. Seja
O : U — V definida por
O(u) =0,

para todo o u € U. O é uma transformacao linear e chama-se transformacgao nula.

(ii) Seja A € M,,xn(R). Seja
T:R" — R™

definida por
T(u) = Au,

para todo o u € R". T é uma transformacao linear.
(iii) Sejam V' um espaco linear e k£ um escalar (fixo). Seja T}, : V' — V definida por
Ti(v) = ko,

para todoowv € V.
Ty ¢ uma transformagao linear. Diz-se que T} é uma homotetia.
Se 0 < k < 1 diz-se que T}, ¢ uma contracgao.
Se k > 1 diz-se que T}, é uma dilatacao.
Se k = 1 entao chama-se a T} a transformacao identidade e denota-se por I. Tem-se

I(u) = u,
para todo o u € U.
(iv) T : R? — R? definida por T(z,y) = (1 — y,2x) nao ¢ uma transformagao linear.
(v) T : R? — R definida por T'(z,y) = ry nao é uma transformagao linear.
(vi) Seja T': P, — P5 definida por
T (p(t) = tp (1),
T é uma transformacao linear.
(vii) Seja T': P3 — Py definida por
T(p)=p"
T é uma transformacao linear.
(viii) Seja T': C* (R) — C (R) definida por
T =1,
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onde C* (R) é o espago linear de todas as fungoes reais com primeira derivada continua em R
e C' (R) é o espago linear de todas as fungoes reais continuas em R. 7' é uma transformagao
linear.

(ix) Seja a € R (fixo). Seja T : C* (R) — R definida por
T(f)=[f'(a).
T é uma transformacao linear.

(x) Sejan € N. Seja T : C" (R) — C (R) definida por

onde f(™ & a derivada de ordem n de f, C™ (R) é o espaco linear de todas as funcdes reais
com derivada de ordem n continua em R e C' (R) é o espaco linear de todas as fun¢oes reais
continuas em R. 7' é uma transformagao linear.

(xi) Seja T': C'(R) — C* (R) definida por

()= [ s
0
T é uma transformacao linear.

(xii) Seja T": C'([a,b]) — R definida por

(= [ rwa
T é uma transformacao linear.
(xiii) Seja T': My xn(R) =M, 5, (R) definida por
T(X)=Xx".
T é uma transformacao linear.
(xiv) Seja T : Myxn(R) =M, 5, (R) definida por
T(X) = AX,
com A € M,,.,(R) fixa. T é uma transformacao linear.

(xv) Seja
tr: Mywn(R) — R
definida por

n

tI’(A) =ai1 +a + ... +ap, = Zaii,
i=1

para todo 0 A = (a;;) . € Myx,(R). tr (traco) é uma transformacao linear.

nxn
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Observagao 34. Para matrizes quadradas A = (a;j)nx, define-se o trago de A, tr(A),
como sendo a soma de todas as entradas da diagonal principal de A, isto é, tr(A4) = > a;;.
i=1

Sejam A = (a;;)nxn € B = (bjj)nxn duas matrizes do tipo n x n e a um escalar. Tem-se:

(1)
tr(A+ B) = tr(A) + tr(B),

(ii)
tr(aA) = atr(A),

(iii)
tr(A”) = tr(A),

(iv)
tr(AB) = tr(BA).

Definicao 34. Sejam U e V espacos lineares e T' : U — V uma transformacao linear.
Seja 0 o vector nulo de V.

(i) Chama-se contradominio ou imagem de 7" ao conjunto
TWU)={T(u):uelU},

que também se denota por Z(T').
Note-se que se existir {us,...,ux} C U tal que U = L ({uy,...,ux}) entao

T(T) = LUT ()., T (we)}).

(ii) Chama-se nicleo ou espaco nulo de 7' ao conjunto

N(T)={ueU:T(u)=0}.

Teorema 38. Sejam U e V espacos lineares e T : U — V uma transformacao linear.
Entdo, os conjuntos N (T") e Z(T') sao subespagos de U e V respectivamente.

Exemplo 34. (i) Sejam U e V espacos lineares. Sejam 0 e 0’ os vectores nulos de U e
V' respectivamente.

Considere a transformacgao nula O : U — V definida por

para todo o u € U. Tem-se

N(O)=U e ZI(0) ={0"}.
(ii) Considere a transformacao identidade I : U — U definida por
I(u) = u,
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para todo o u € U. Tem-se

N({I)={0} e I(I)=U.
(iii) Seja A € M,,»n(R). Seja
definida por

para todo o u € R". Tem-se

(iv) Seja T : C* (R) — C (R) definida por T (f) = f'. Tem-se
N(T)={f:R — R tal que f é constante em R} e Z(T)=C(R).

(v) Seja T : C*(R) — C (R) definida por T (f (t)) = f” (t) + w?f (t), com w € R\ {0}.
Tem-se (pag. 72 de [2])
N(T) = L ({cos (wt) ,sen (wt)}),

onde {cos (wt) ,sen (wt)} é uma base de N'(T'). Observe-se que N'(T) é precisamente a solugao
geral da equagao diferencial linear homogénea f” (t) + w?f (t) = 0.

(vi) Seja T : C? (R) — C (R) definida por T (f (¢)) = f” (t) — w?f (t), com w € R\ {0}.

Tem-se (pag. 74 de [2])
N(T)=L ({e’m,e‘”t}) ,

onde {e " e“'} é uma base de N (T). Note-se que N (T) é precisamente a solugao geral da
equagao diferencial linear homogénea f” (t) — w?f (t) = 0.

Definigao 35. Sejam U e V espacos lineares e T : U — V uma transformagao linear.
(i) Chama-se caracteristica de T" a dimensao de Z(7T'), isto é, car T’ = dim Z(T).
(ii) Chama-se nulidade de 7' & dimensao de N'(T), isto é, nul T = dim N (7).

Teorema 39. Sejam U um espaco linear de dimensao finita e 7" uma transformagao
linear definida em U. Entao, o subespaco Z(T') tem dimensao finita e

dim N(T) + dimZ(T) = dim U.

Definigao 36. Sejam U e V espacos lineares e S, T : U — V transformacoes lineares.
Seja A um escalar. Sejam S + T, \T : U — V definidas por
(S+T)(u)=Su)+T(u) e (AT)(u) = XT'(u),

para todo o u € U.
S + T e \T sao transformacoes lineares.

43



Defini¢ao 37. Sejam U e V espagos lineares. Chama-se a £(U, V') o conjunto de todas
as transformacoes lineares de U em V.

Teorema 40. Sejam U e V espagos lineares. O conjunto £(U, V'), com as operagoes da
definicao 36, é um espaco linear.

Exemplo 35. Seja B = {1}, T, T3, Ty} com Ty, Ty, T3, T} € £(R? R?) definidas por
Ti(z,y) = (2,0), Ta(z,y) = (4,0), Ts(z,y) = (0,2) e Ti(x,y) = (0,y),
para todo o (z,y) € R%. O conjunto B ¢ uma base de £(R? R?). Logo,
dim £(R? R?) = 4.
Definigao 38. Sejam U,V e W espagos lineares e, T : U — V e S : V — W transfor-
magoes lineares. Seja S o T (ou ST): U — W definida por
(S0T)(u) =5 (T(u)),

para todo o u € U. S oT & uma transformacao linear. Chama-se a S o T (ou ST) a
composigao de S com 7.

Observagao 35. Em geral, tem-se SoT # T o S.

Teorema 41. (i) Sejam 7' : U — V, S :V — W e R: W — X. Entao, tem-se
Ro(SoT)=(RoS)oT.

(ii) Sejam R, S:U — VeT:V — W. Seja A € R. Entao, tem-se
To(R+S)=ToR+ToS e To(AR)=A(ToR).
Se o contradominio de () estiver contido em U entao

(R+5)0Q=RoQ+S50Q ¢ (A\R)oQ=A(RoQ).

Definicao 39. Define-se 7° =1 e TF =T oT* ! paratodoo k=1,2,....
Observagao 36. Tem-se 7™ = T™ o T™ para todos os m,n € N.
Definicao 40. (i) 7' : U — V diz-se injectiva se e s6 se
Tu)=T(w) = u=w,
para todos os u, w € U, isto é, se e s6 se
wtw = T(w) £ T(w)
para todos os u,w € U.

(ii) 7 : U — V diz-se sobrejectiva se e s6 se T'(U) = V.
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(iii) 7 : U — V diz-se bijectiva se e s6 se for injectiva e sobrejectiva.

Definicao 41. Sejam U e V espagos lineares. Diz-se que U e V sao isomorfos se e s6
se existir um isomorfismo entre U e V, isto é, se e s6 se existir uma transformagao linear
bijectiva T': U — V. Sendo U e V isomorfos escreve-se

Uu=Vv.
Teorema 42. Sejam U e V dois espacos lineares de dimensoes finitas. Entao, U e V sao
isomorfos se e s6 se dimU = dim V.

Observagao 37. (i) Qualquer espago linear real de dimensao n é isomorfo a R”.

(ii) Sejam U e V dois espagos lineares de dimensdes finitas. A transformagdo linear
T :U — V & sobrejectiva se e s6 se T' transformar um qualquer conjunto gerador de U num
conjunto gerador de V.

(iii) Sejam U e V dois espacos lineares de dimensoes finitas. Se a transformacao linear
T :U — V for sobrejectiva entao dim V' < dim U.

(iv) Sejam U e V dois espacos lineares de dimensdes finitas. Se a transformacao linear
T :U — V for injectiva entao dim U < dim V.

Exemplo 36. (i) A transformagao linear 7' : R™ — M,,..1(R) definida por

a1

é um isomorfismo. Logo R" = M,,..;(R).

(ii) A transformacao linear T : M, (R) — R™" definida por

ai1 Qin
T :(allv"'>am17"'7a1n7"'7amn)7

am1 Amn
¢ um isomorfismo. Logo M, x,(R) = R™.
(iii) A transformacao linear T : R"™! — P, definida por
T (ag,ai,...,a,) = ag+ art + -+ - + ayt",

¢ um isomorfismo. Logo R"*1 =P, .
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(iv) Seja A uma matriz m x n. Os espagos C (A) e £ (A) sdo isomorfos pois tém a mesma
dimensao (car A).

Teorema 43. Sejam U e V espacos lineares de dimensoes finitas tais que
dimU = dim V.

Seja T': U — V uma transformagao linear. Entao, T' é injectiva se e s6 se T é sobrejectiva.

Definigao 42. Diz-se que T : U — V & invertivel se existir S : T(U) — U tal que
SOT:[U (§ TOS:IT(U),

onde Iy e Iy sdo as funcoes identidade em U e T'(U) respectivamente. Chama-se a S a
inversa de 7' e escreve-se

S =71

Teorema 44. Sejam U e V espagos lineares de dimensoes finitas. Seja
T:U—->V

uma transformacao linear. Seja 0 o vector nulo de U. As seguintes afirmacgoes sao equiva-
lentes.

(i) T é injectiva.

(ii) T é invertivel e a inversa T~ : T(U) — U ¢é linear.
(iii) M(T) = {0}.

(iv) dimU = dim T'(U).

(v) T transforma vectores linearmente independentes de U em vectores linearmente in-
dependentes de V.

(vi) T transforma bases de U em bases de T'(U).
Teorema 45. Sejam U e V espacos lineares. Seja T : U — V uma transformacao linear.
Seja b € V. Entao:

(i) Existéncia de solugao: a equagao linear T'(u) = b tem sempre solucao (para qual-
quer b) se e s6 se T for sobrejectiva (T'(U) = V);

(ii) Unicidade de solugao: a equagao linear T'(u) = b a ter solugao, ela é tinica se e s6
se T for injectiva,

(iii) Existéncia e unicidade de solugao: a equagao linear 7'(u) = b tem solucdo tinica
u se e s6 se T' for bijectiva.

46



Teorema 46. Sejam U e V espacos lineares. Seja T : U — V uma transformacao linear.
Seja b € V. A solugao geral da equagao linear T'(u) = b obtém-se somando a uma solucao
particular dessa equagao, a solucdo geral da equagao linear homogénea T'(u) = 0.

Teorema 47. (Representacao matricial de uma transformacao linear). Sejam
U e V espacos lineares de dimensoes finitas tais que dimU = n e dimV = m. Sejam
By = {uy,ug,...,u,} e By = {v1,va,...,v,} duas bases ordenadas de U e V respectivamente.
Seja T': U — V uma transformacao linear. Considere-se a matriz A = (a;;)mx» Cuja coluna
J, para cada j = 1,...,n, é formada pelas coordenadas de 7'(u;) na base B,. Isto é,

m
T(Uj) = E Q55
i=1
Chama-se a esta matriz A a representagao matricial de 7" em relagao as bases B; e By e
escreve-se

A= M(T;By; Bs).

Além disso, sendo aq, s, ..., o, as coordenadas de um vector u € U na base ordenada B;
entdo as coordenadas 3, (35, ..., 8,, de T'(u) € V na base ordenada By sdo dadas por

51 (03]
(6%

6.2 = M(T'; By; Bs) 2

B Q,

Observagao 38. (i) Nas condigoes do teorema anterior, tem-se
ueN(T) & (ar,as,....a,) € N(A)

uma vez que

n m m n
E QU4 E Oéj U] = E Oéjg Q;;V; = E E Q;; Qi
Tehneal -

i=1 j=1 =1 i=1 \j=1

e sendo {vy,vg,...,v,} uma base de V' tem-se

n

weNT)eTw=0& <Z a;;jo; =0, parai =1, ...,m) & (ag, g, ...,ap) € N(A).

=1
Além disso:

I(T) = L ({a11v1 + a21v2 + - - + @1V, - - -, G101 + Q202 + - - + QU }) =

=L{T(uy),...,T(un)}).

(ii) Seja V um espaco linear de dimensao finita, com dim V' = n. Sejam By = {u,ua, ..., u,}
e By = {vy,vs,...,v,} duas bases ordenadas de V. A representagao matricial da transfor-
macao identidade I : V' — V em relacao as bases B; e By é igual a matriz de mudanca da

base B; para B,. Isto é,
M([; Bl; Bz) = 531_432‘

47



Teorema 48. Sejam U e V espacos lineares tais que dimU = n e dimV = m. Seja
T : U — V uma transformacao linear. Sejam B; e By bases (ordenadas) de U e V' respecti-
vamente. Seja

A= M(T;B1; By) € Mpxn(R)

a matriz que representa 1" em relagao as bases B; e By. Tem-se entao:

(i) dim NV(7T") = nul A4;

(i) dimZ(T") = car A;

(iii) 7" ¢é injectiva se e s6 se nul A = 0, isto é, se e 86 se car A = n;

(iv) T é sobrejectiva se e s6 se car A = m.

Teorema 49. Sejam B! = {ej,eq,...,e,} e B = {€|,¢é,,... e} as bases canénicas
(ordenadas) de R™ e R™ respectivamente. Seja T : R” — R™ uma transformacao linear.

Considere-se a matriz A = (aij)mxn = M(T;Bl; BI") € Myyxn(R) cuja coluna j, para cada
j=1,...,n, é formada pelas coordenadas de T'(e;) na base B.". Isto &,

1 0
m 0 ) a1
T(€j> = Z al-je; = ay; : + ...+ Ay 0 = .
i=1 :
0 1 mj
Entao, tem-se, para todo o u € R",
T(u) = Au.

Dem. Seja u € R™. Entao, existem A1, Ao, ..., A\, € R tais que
U= €1 + Xaey + ... + \e, = Z Aje;.
j=1

Uma vez que, para todoo j =1,...,n, T(e;) = Y " a;j€}, tem-se

Tw) =T <Z AJeﬂ') DR UCEDIDIITED DD %AJ) ¢i =
7j=1 j 7=1 =1 =

j=1 i=1 \j=1
n n all DR aln )\1
= E alj)\j,..., E amj>\j = = Au.
Jj=1 Jj=1 m1  *°  OQmn )\n

Observagao 39. No caso em que U = R", V = R™ e B; = B!, By, = B}, como caso

particular da alinea (i) da observacao 38, tem-se:
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uma vez que neste caso as coordenadas de um vector numa base coincidem com o préprio
vector.

Exemplo 37. (i) Seja T : R* — R? definida por
T(x,y,z,w) = 3z +y—220,x+4z).

T & uma transformacao linear e a matriz M (T; BY; B3) que representa T' em relagao as bases
canénicas (ordenadas) B2 e B2 de R* e R? respectivamente, ¢ dada por

31 =20
A=M(T;B5B)=|00 0 0],
1 0 4 0
uma vez que 7(1,0,0,0) = (3,0,1), 7(0,1,0,0) = (1,0,0), 7(0,0,1,0) = (—2,0,4) e
7(0,0,0,1) = (0,0,0).
Tem-se entao:

T(z,y,z,w) = M(T; B B?) = Br+y—220x+4z2).

f e 8

Além disso, tem-se

N(T) = N(A) ={(z,y,2,w) eR* 1y =14z e z=—4z} =
= {(-4z,14z,z,w) : z,w € R} = L ({(—4,14,1,0),(0,0,0,1)})

Uma base de Z (T') : {(3,0,1),(1,0,0)}. Uma base de N (T) : {(—4,14,1,0),(0,0,0,1)}.
(ii) Sejam By = {1,t,1?} e By = {1,t,t%,13} as bases canénicas (ordenadas) de P, e Ps
respectivamente. Seja D : Py — P3 tal que D(1) = 0, D(t) = 1 e D(¢?) = 2t. D ¢ uma

transformagao linear e a matriz M (D; By; By) que representa D em relagao as bases candnicas
By e By, é dada por

010
MDBiB) = | o o o
0 00
Além disso tem-se
w] Jooo|[®] |u
M(D;By;Bs) | a1 | = 00 0 ay | = 02 ;
2 000]L™ 0

isto &, D (ag + a1t + ast?) = ay + 2ast, com ag, ay,as € R.
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Além disso, como
N (D) = {ao—i—a1t+a2t2 : D(a0+a1t+a2t2) :O} = {a0+a1t+a2t2 a1 =ay=0¢eaqg ER},
tem-se
N (D) ={ag:ap € R} = L({1}) e I(D)=L({1,2t}).
Uma base de Z (D) : {1,2t}. Uma base de N (D) : {1}.
(iii) Seja T : R® — R? a transformagao linear cuja matriz que a representa em relagao as

bases B; = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} e By = {(1,1), (1, —1)} de R? e R? respectivamente, &
dada por

123

Seja u € R? e sejam (a1, s, a3) as coordenadas de u em relagao a base B;. Tem-se

ueN(T) & (a1,as,a3) € N(A)

N(A) :N(H : gD — {(~2y—32,9,2) 1,2 € R} = L({(~2,1,0), (~3,0,1)}).

N(T) = {(-2y—32)(1,1,1) +y(0,1,1) + 2(0,0,1) : y, 2 € R} =
{(=2y —3z,—y — 3z, —y —22) 1y, z € R} = L({(—2,—-1,-1),(-3,-3,-2)})

Quanto ao contradominio:

Z(T) = LH{1(1,1)+2(1,-1),2(1,1) +4(1,-1),3(1,1) +6(1,—1)}) =
=L ({(37 _1)7 (67 _2)7 (97 _3)}) =L ({(37 _1)}) .

Uma base de Z (T') : {(3,—1)}. Uma base de N (T) : {(—2,—-1,-1),(-3,—-3,—-2)}.
Note-se que:
dimN(T)=nulA e dimZ(T) = car A.

Teorema 50. Sejam U,V e W espacos lineares de dimensoes finitas. Sejam By, By e Bs
bases de U,V e W respectivamente. Sejam T € £(U, V) e S € £(V,W). Entao, tem-se

M(S o T;By; Bs) = M(S; By; Bs) M (T'; By; Bs).

Teorema 51. Sejam U e V dois espacos lineares de dimensoes finitas. Seja T : U — V
uma transformacao linear. Sejam B; e By duas bases ordenadas de U e V respectivamente.
Seja A = M(T; By; Bs) a matriz que representa 1" em relacao as bases B e Bs.

Se V.= T(U) entao T & invertivel se e s6 se A for uma matriz quadrada nao singular.
Tem-se entao

Ail = M(Tﬁl; BQ; Bl),

isto 6, A~! serd a matriz que representa 7! em relacdo as bases B, e B;.
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Teorema 52. Sejam U e V espagos lineares de dimensoes finitas respectivamente n e

m. Isto é,
dimU=n e dimV =m.

Entéao, os espacos lineares £(U, V') e M,,x»(R) sdo isomorfos e escreve-se
LU, V) = Myxn(R).
Dem. Fixando bases B; e By para U e V respectivamente,

LU, V) — Mpuxn(R)
T — M(T, Bl;Bg)

¢ uma transformacao linear bijectiva.
Observagao 40. No teorema anterior tem-se dim £(U, V') = mn.

Teorema 53. Seja V um espago linear de dimensao finita. Seja 7' : V' — V uma
transformacao linear. Sejam B; e B, duas bases ordenadas de V. Seja M (T'; B1; B;) a matriz

que representa 1" em relacao a base Bj.
Entao, a matriz M (T'; By; By) que representa T' em relagao a base Bs, é dada por

M(T; By; By) = Sp, 3, M(T; By; By) (Sg, —5,) ",

onde Sp, .5, é a matriz de mudanga da base B; para Bs.
Isto ¢, o diagrama seguinte é comutativo.

M(T;B1;B1
(‘/7 51) (—’ : (Va 31)
SB—8, 4 1 I'| Sp, s,
T
(V,By) BB (V,By)

Teorema 54. Caso geral. Sejam U e V' dois espacos lineares de dimensoes finitas. Seja
T :U — V uma transformagao linear. Sejam B; e B} duas bases ordenadas de U. Sejam B,
e B), duas bases ordenadas de V. Seja M (T'; By; B2) a matriz que representa 7' em relagao as

bases By e B,.
Entao, a matriz M (T'; B}; B)) que representa T em relagao as bases B] e B, é dada por

M(T: B3 By) = Sy M(T; Bui Ba) (Sni)

onde Sg, .5, € Sp,p, sd0 as matrizes de mudanga das bases By para B) e de B, para B

respectivamente.
Isto é, o diagrama seguinte é comutativo.

U, By) MEEE (v B,y
SB1HB/1 LI I SB2HB'2
U,B, L V, B
( ) 1) M(T,—B’;,Bé) ( ) 2)
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Exemplo 38. Seja T : R? — R3 definida por T'(z,y) = (y,z,y — ). T é uma transfor-
magao linear. A matriz M (T'; B?; B3) que representa T em relagdo a base canénica (ordenada)
B? de R? e a base canénica (ordenada) B2 de R?, ¢ dada por

0 1
M(T;B5B) =] 1 0
-1 1

Sejam B; = {(1,1),(—1,1)} uma base ordenada de R* e By = {(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}
uma base ordenada de R?

A matriz M (T; By; Bs) que representa T em relacdo a base ordenada B; de R? e a base
ordenada B, de R?, ¢ dada por

M(T; By; By) = 0

uma vez que
T(1,1) = (1,1,0) = —(0,0,1) +0(0,1,1) +1(1,1,1)
T(-1,1) = (1,-1,2) =3(0,0,1) —2(0,1,1) + 1(1,1,1).
Vamos agora verificar que se tem
M(T; By; By) = Spz—p, M (T BZ; B2) (Sp2—s,)

-1

Uma vez que

(1,0,0) = 0(0,0,1) —1(0,1,1) + 1(1,1,1), (0,1,0) = —(0,0,1) + 1(0,1,1) +0(1,1,1),
(0,0,1) = 1(0,0,1)+0(0,1,1) +0(1,1,1)
tem-se entao
0 —-11
Sgig, = | =1 1 0
1 0 O
Logo,
. 0 —-11 0 1
SBEHBQM(T; BS,BS) (Sggﬂgl)_ -1 1 0 1 0 SBlﬂBg =
1 0 0 -1 1
-2 170, -1 3
0 1 1 1
Por exemplo, para (2,1) € R?, tem-se:
coordenadas de (2,1) M(T3B252) coordenadas de T'(2,1)
na base B? T na base B2
S 1 I'| Sps5,
coordenadas de (2,1) T, coordenadas de T'(2,1)
na base B; M(T;B1;B2) na base Bs.
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Valores préprios e vectores préprios. Diagonalizagao.

Definicao 43. Sejam U e V espagos lineares. Seja T' : U — V uma transformacao
linear. Diz-se que um escalar A é um valor préprio de T se existir um vector nao nulo
u € U tal que

T(u) = Au.

Aos vectores nao nulos u que satisfagam a equagao anterior chamam-se vectores préprios
associados ao valor préprio A\. Dado um valor préprio A de 7', o conjunto

Ex={ueU:T(u)=M}=N(T - M)

¢ um subespago linear de U. Chama-se a F) o subespago préprio associado ao valor
préprio A. A dimensdo de E) chama-se multiplicidade geomeétrica de ) e denota-se por
my (A), isto &,

dim N (T — X)) =my, (N).

Exemplo 39. (a) Seja V um espaco linear e I : V — V a transformacao identidade. En-
tao todos os vectores de V', exceptuando o vector nulo, sao vectores préprios de 1" associados
ao valor préprio 1.

(b) Seja V' o espaco linear das fungdes reais indefinidamente diferencidveis em R e T :
V — V a (transfomagao) fungao derivada. Como, por exemplo

T (e*") = 2¢*
entdo e?* & vector préprio de T' associado ao valor préprio 2.

(c) Seja T : R* — R? a transformagao linear definida por T'(z,y) = (—z,y). Como

To) = Neag) & (o) = Me) & { 73N
Yy=AY
sex #0ey # 0entao A = —1 e A = 1, pelo que nao existem vectores préprios neste
caso;
se x =0 ey =0 entdo (z,y) nao é vector préprio;
se x #0 ey =0entdo A = —1 é valor préprio e os vectores préprios sao (x,0);

sex =0ey#0entdo A =1 & valor préprio e os vectores proprios sao (0, y);

(d) Seja T : R? — R? a transformagao linear definida por T'(x,y) = (y, —x). Como

Y= A\r @{y:)\x <:>{y:)w

T(o) = Aeg) & (n—2) = Mo) & { 172 Ly —o

nao existem vectores (z,y) com x # 0 e y # 0 e A € R que satisfagam o sistema anterior.
Logo T nao tem vectores préprios.
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Observagao 41. (i) Sejam V' um espago linear e 0 o vector nulo de V. Seja T : V — V
uma transformagao linear. Um escalar A é um valor préprio de T' se e s6 se N (T'— A1) # {0}.

(ii) Se o espaco linear V' tiver dimensao finita n e se A = M (T'; B; B) for a matriz n x n
que representa T’ em relacao a uma base ordenada B de V', entao um escalar A\ é um valor
préprio de T se e s6 se esse escalar A for solucao da equagao

det(A — AI) =0,

uma vez que se tem, para v € V,

(T-M)v=0&(A-A)| : | =o0.

Qp

onde g, ..., o, sao as coordenadas de v na base ordenada B, daf que

A é um valor préprio de T < N (T — M) # {0} & N(A—\) # {0} & det(A— \) =0
isto &

A é um valor préprio de T < det(A—A) =0

Além disso, tem-se
v é um vector prépriode T < v € N (T — X)) \{0} & (a1,....,a,) € N (A—A)\ {0}
isto &

v é um vector prépriode T < (g, ...,a,) € N (A — AI)\ {0}
my () = dim N (T — AI) = dim N (A — AI).

(iii) No caso em que V. =R" e A = M (T; BY; BY), como (neste caso) v = (ay, ..., ay,),
tem-se

N(T = M) =N(A- ).

Definigao 44. Seja A uma matriz n X n. Chama-se ao polinémio
p(A\) = det(A — )

o polinémio caracteristico da matriz A. Este polinémio tem grau n, o coeficiente do
termo de grau n é (—1)", o coeficiente do termo de grau n — 1 é (—1)""'tr A e o termo
constante ¢ p(0) = det A.

Definicao 45. Seja A uma matriz n x n. Chama-se valor préprio de A a qualquer
escalar A tal que A — Al seja singular, isto é, tal que det(A — AI) = 0. Ao conjunto de
todos os valores proprios de A chama-se espectro de A. A multiplicidade de A\ como raiz
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do polinémio det(A — AI) chama-se multiplicidade algébrica de A e denota-se por m,, (\).
Chama-se vector préprio de A, associado ao valor préprio A de A, a qualquer vector nao
nulo v que verifique

(A—X)v=0,
isto é, a qualquer vector

v e N(A - D)\ {0}.

Observagao 42. (i) Seja A uma matriz n x n. O escalar 0 é valor préprio de A se e s6
se A for singular. Isto é, a matriz A é invertivel se e s6 se 0 nao for valor préprio de A.

(ii) Seja A uma matriz n x n. Entdo o polinémio caracteristico de A pode ser escrito na
forma:

p(N) = det(A — M) = (A; — \)™ Ay — A)™2 -+ (Ap — \)™*,

onde Aq, Ao, ..., \; s@0 os valores préprios distintos de A e my,ma, ..., m; sao as multi-
plicidades algébricas desses valores préprios respectivamente, com mj +mso—+- - -+my = n.

(iii) Seja A uma matriz n x n. Tem-se m, (A) < m, (A), para qualquer valor préprio A
de A.

(iv) Seja A uma matriz n x n, com os valores proprios A1, g, ..., A, (repetidos de acordo
com a respectiva multiplicidade algébrica). Entao, atendendo a alinea anterior e & Defini¢ao
45 tem-se

detA:)\l)\g'”)\n (§ trA:/\1+>\2+"'+)\n.

Definigao 46. Sejam A e B matrizes n X n. As matrizes A e B dizem-se semelhantes
se existir uma matriz S invertivel tal que

B =SAS™.

Teorema 55. Duas matrizes sao semelhantes se e s6 se existirem bases em relacao as
quais essas matrizes representem a mesma transformagao linear.

Teorema 56. Sejam A e B matrizes n X n. Se A e B forem semelhantes entao A e B
tém o(a) mesmo(a):
(i) determinante;  (ii) caracteristica;  (iii) nulidade;  (iv) trago;

(v) polinémio caracteristico, e portanto tém os mesmos valores préprios com as mesmas
multiplicidades algébricas e geométricas.

Dem. (Matrizes semelhantes tém o mesmo polinémio caracteristico.)

det(B — X) = det(SAS™' — \I) =det(SAS™' —\SS™!) =
= det(S(A—A)S™") =det Sdet(A — M) det (S7') =

= det Sdet(A— ) =det(A — ).

det S
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Teorema 57. (i) Seja V um espago linear. Seja T' : V' — V uma transformacao
linear. Se T tiver valores proprios distintos Ay, ..., Ay e se uq, ..., uy forem os vectores préprios
associados a cada um destes valores préprios, entao os vectores g, ..., u; sao linearmente
independentes.

(ii) Seja A uma matriz n x n. Se A tiver valores préprios distintos Aq, ..., A\x € se ug, ..., Uy
forem os vectores proprios associados a cada um destes valores préprios, entao os vectores
U1, ..., U sa0 linearmente independentes.

Dem. (ii) Seja r = dim L ({uy, ..., ux}). Suponhamos que r < k. Suponhamos ainda, a
menos de uma reordenacdo, que o conjunto {uy, ..., u,} é linearmente independente.

Como o conjunto {uq, ..., u, u,11} € linearmente dependente, entao existem escalares nao
todos nulos ¢y, ..., ¢, ¢,11 tais que

crur + -+ Gy + Gty = 0. ()

Note que tem que se ter ¢,1 # 0 caso contrario o conjunto {us, ..., u, } € linearmente depen-
dente. Logo

Cry1Urp1 # 0

e assim cq, ..., ¢, nao podem ser todos nulos.
Por outro lado, atendendo a (*) tem-se

A(cyuy + -+ + Gy + Crprter1) = 0 St Aug + -+ - + ¢ Auy + 61 Aty = 0 &
S aMug + -+ e u, + CT+1)\T+1UT+1 =0 (**)
Logo, multiplicando —\,;1 por (*) e somando a (**) tem-se:
—Ag1 (Crug + -+ Gy + CoaqtUp i) + AU + o+ AU F G AU = 0 &

<=>Cl()\1—/\r_,_l)’LLl+"'—|—CT()\T—)\T+1)’LLT:0

Assim, sendo os escalares cq, ..., ¢, nao todos nulos e sendo os escalares Aq, ..., \; todos dis-
tintos, entdo o conjunto {uy,...,u,} seria linearmente dependente, contrariando a hipdtese
de o mesmo ser linearmente independente. Logo, tem que se ter r = k.

Definigao 47. (i) Seja A uma matriz n X n. Se existir uma matriz P invertivel tal que

D = PAP™!,

com D matriz diagonal, entao diz-se que A é uma matriz diagonalizavel e que P é
a matriz diagonalizante. No caso de A ser uma matriz diagonal, a matriz diagonalizante
¢ a matriz identidade.

(ii) Seja V um espago linear tal que dimV = n. Seja T': V — V uma transformagao
linear. Diz-se que T' é diagonalizdvel se existir uma base B de V' em relacao a qual a matriz
M (T; B; B) que representa 1" nessa base seja uma matriz diagonal.

Teorema 58. Seja A € M,,,(R). A matriz A é diagonalizdvel se e s6 se existir uma
base B,, de R" apenas constituida por vectores préprios de A. Neste caso, as entradas da
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diagonal principal da matriz diagonal D serao os valores préprios de A apresentados pela
ordem dos vectores proprios correspondentes na base B,,. Além disso, a matriz P~ serd
a matriz cujas colunas serao os vectores préprios de A, da base B,, de R" dispostos pela
mesma ordem, tendo-se

D = PAP

O mesmo se aplica a C".

Teorema 59. Seja A uma matriz n x n. Entao as afirmacoes seguintes sao equivalentes:
(i) A é diagonalizavel.

(ii) A tem n vectores préprios linearmente independentes.

(iii) A soma das multiplicidades geométricas dos valores préprios de A é n.

(iv) A multiplicidade geométrica de cada valor préprio de A é igual a multiplicidade
algébrica desse valor préprio.

Observagao 43. (i) Seja V um espaco linear tal que dim V' = n. Seja A = M (T, B, B)
a matriz n X n que representa a transformacao linear T": V' — V em relacao a base ordenada
B. No caso de haver uma base B,, (ordenada) de V' apenas constituida por vectores préprios
de T', entao tem-se

M (T, By, B,p) = PAP™!,

onde P~ = Sg,,—5, sendo deste modo M (T, B,,, B,,) a matriz diagonal cujas entradas
da diagonal principal sao os valores préprios de A apresentados pela ordem dos vectores
préprios correspondentes na base B,,. Assim, T" é representada relativamente a uma base
por uma matriz diagonal, isto é, 7' é diagonalizével.

No caso de se ter V = R™ e B = B (base canénica) as colunas da matriz P~* = Sg,__.an
sao os vectores préprios de A da base B,, dispostos pela mesma ordem.

(ii) No caso de se ter D = PAP~!, com P invertivel e D matriz diagonal, tem-se, para
ke N,
D¥ = PAFP~! ouseja, A¥= P ID*P.

Exemplo 40. Nos exemplos que se seguem as matrizes A consideradas poderao ser vistas
como matrizes que representam transformacoes lineares 1" relativamente & base canénica (ou
outras) de R3, tendo-se nesse casos, para todo o u € R3,

T(u) = Au.

Deste modo, os valores préprios e vectores préprios de T serao respectivamente os valores
proéprios e vectores préprios de A.

(i) Uma matriz com valores préprios distintos.

1 5 -1
A= 0 -2 1
-4 0 3
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O polinémio caracteristico é dado por
1—A 5 —1

det(A—X) = | 0 —2-x 1 |=
—4 03—\

= (1=XN)(-2=-X)B=-XN)-20+4(2+)) =
= (1-XN)(—2=-X@B-)N+4r—12=

= B=NA-1DA+2) -4 =

= B=-NN+r-6)=

= B3=AN(A-2)(A+3).

Os valores préprios de A sao os valores de A para os quais det(A — AI') = 0. Logo, os valores
proprios de A sao
)\1:3, )\2:2 (§ )\3:—3.

Os vectores préprios de A associados ao valor préprio A sao os vectores nao nulos u € R3

para os quais
(A= X)u=0,

isto é, sdo os vectores nao nulos de N (4 — AI).
Determinemos os vectores préprios de A associados ao valor préprio A\; = 3. Tem-se

-2 5 -1
NA-MD=N[]| 0 =5 1 || =L{0,15)}).
4 0 0

Logo, o subespaco préprio E), é dado por
By, = N (A= \I) = L({(0,1,5)}).
Os vectores proprios de A associados ao valor préprio \; = 3 sao
u=(0,s,5s), com s € R\{0}.

Determinemos os vectores préoprios de A associados ao valor préprio Ay = 2. Tem-se

-1 5 -1
NA-MWD=N|| 0 =4 1 ||=0d@114}).
—4 0 1

Logo, o subespaco préprio E), é dado por
Ey, =N (A—XI)=L({(1,1,4)}).
Os vectores proprios de A associados ao valor préprio Ay = 2 sao

u=(s,s,4s), com s € R\{0}.

Determinemos os vectores préprios de A associados ao valor préprio A3 = —3. Tem-se
4 5 -1
NA-XI)=N 0 1 1 =L({(3,-2,2)}).
—4 0 6
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Logo, o subespaco préprio E), é dado por
Br, = N (A= X1) = L({(3,-2,2)}).
Os vectores proprios de A associados ao valor préoprio A3 = —3 sao
u = (3s,—2s,2s), com s € R\ {0}.

Atendendo a que os valores préprios de A sao distintos, pelo teorema 57, os vectores
préprios de A associados a esses valores préprios sao linearmente independentes. Como
dimR3? = 3, entao 3 vectores em R? linearmente independentes formarao desde logo uma
base de R3. Logo, o conjunto

B=1{(0,1,5),(1,1,4),(3,—2,2)}

¢ uma base de R3. Deste modo, temos uma base de R? formada sé por vectores préprios de
A. Logo, a matriz A é diagonalizdvel, isto é, existe uma matriz invertivel P diagonalizante
tal que a matriz PAP~! é diagonal, tendo-se

A0 0 30 0 01 3
D=PAP'=|0 X 0 |=]l02 0], com P'=|11 =2
0 0 A 00 -3 5 4 2

Note que cada coluna de P! é formada pelo vector préprio associado ao valor préprio
respectivo e na posicao respectiva. Além disso, tem-se

(Re, B2y MTEED (s gy
SB%—»B l I -[ l SBE?—>B
R3 r R3

( aB) M(T—>,B,B) ( 78)

com

Sgsp =P, M(T;B;B)=D e M(T;B};B;)=A.

(ii) Uma matriz com valores préprios repetidos mas diagonalizivel.

2 1
A=1]2 3
3 3

=N

O polinémio caracteristico ¢ dado por

2-X\ 1 1
det(A—\) = 2 3-x 2 |=
3 34—\
= 2-ANB-MN){A-A)+6+6-33B-A)—-62-A)—2(4—-\) =
= N4+ 15N +7=
= —QA=DA=-1)A=T).

29



Os valores préprios de A sao os valores de A para os quais det(A — AI') = 0. Logo, os valores
préprios de A sao
)\1 =1 e /\2 =T.

Os vectores préprios de A associados ao valor préprio A sdo os vectores nao nulos u € R3
para os quais
(A= X)u=0,

isto &, sao os vectores nao nulos de N (A — \I).
Determinemos os vectores préoprios de A associados ao valor préprio A\; = 1. Tem-se

111
NA-M)=N|]2 2 2 =L({(-1,1,0),(-=1,0,1)}).
333

Logo, o subespaco préprio Ey, é dado por
Ex, =N(A-=X\I)=L({(-1,1,0),(-1,0,1)}).
Os vectores proprios de A associados ao valor préoprio \; = 1 sao
u=(—s—t,s1t), com s et nao simultAneamente nulos.

Determinemos os vectores préoprios de A associados ao valor préprio Ay = 7. Tem-se
NA=XI) =N 2 -4 2 =L({(1,2,3)}).

Logo, o subespaco préprio E), é dado por
By, = N (A=) = L({(1,2,3)}).
Os vectores préprios de A associados ao valor préprio Ay = 7 sao
u=(s,25,3s), com s € R\{0}.

Atendendo a que
dim E>\1 + dim EAQ = 3,

podemos ter a seguinte base de R? formada sé por vectores préprios de A
B = {(_17 17 0) ) (_L 07 1) ) (L 27 3)} .

Logo, a matriz A é diagonalizdvel, isto €, existe uma matriz invertivel P diagonalizante tal
que a matriz PAP~! ¢ diagonal, tendo-se

M 0 0 1 00 -1 -1 1
D=PAP'=]0 XN 0|=]010|, com P'=| 1 0 2
0 0 X 007 0 1 3
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Note que cada coluna de P! é formada pelo vector préprio associado ao valor préprio
respectivo e na posicao respectiva. Além disso, tem-se

@8 "R (@B
Spsp | 1 I'| Sgs_p
R3 a R3

( ) B) M(T—>,B’,B) ( 7B>

com

Sgs=P, M(T;B;B)=D e M(T;BB}) =A.

(iii) Uma matriz com valores préprios repetidos e nao diagonalizavel.

7 5 -1
A=1]1 0 -2 1
20 0 3
O polinémio caracteristico é dado por
T—A 5 -1
det(A—AI) = 0 —2—=A 1 =
20 0 3—A
= (T=XN)(=2=X)B=XN)+100—20(2+\) =
= B=XN[(T=N(=2=-X)+20] =
= (3=XN)(N?=51+6) =
B=XNA=3)(N=2).

Os valores préprios de A sao os valores de A para os quais det(A — AI') = 0. Logo, os valores
préprios de A sao
)\1 =3 e )\2 = 2.

Os vectores préprios de A associados ao valor préprio A sao os vectores nao nulos u € R3

para os quais
(A= X)u=0,

isto &, sao os vectores nao nulos de N (A — \I).
Determinemos os vectores préprios de A associados ao valor préprio \; = 3. Tem-se

4 5 -1
NA-M)=N|[|0 =5 1 |]|=L{0,15)}.
20 0 0

Logo, o subespaco préprio E), é dado por
Ex =N (A—=MI)=L{(0,1,5)}).
Os vectores proprios de A associados ao valor préprio \; = 3 sao

u=(0,s,5s), com s¢& R\{0}.
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Determinemos os vectores préoprios de A associados ao valor préprio Ay = 2. Tem-se

5 5 -1
N(A-=X D) =N 0 —4 1 = L({(1,-5,-20)}).
20 0 1

Logo, o subespaco préprio E), é dado por
Eyx, =N (A—X1I)=L({(1,-5,-20)}).
Os vectores préprios de A associados ao valor préprio Ay = 2 s@o
u=(s,—bs,—20s), com s € R\ {0}.

Atendendo a que
dim E)q + dim E>\2 =2 <3,

nao é possivel ter uma base de R? formada s6 por vectores préprios de A. Logo, a matriz
A nao é diagonalizdvel, isto é, nao existe uma matriz invertivel P diagonalizante tal que a
matriz PAP~! seja diagonal.

(iv) Uma matriz com apenas um valor préprio real.

10 0
A=10 0 -1
01 O
O polinémio caracteristico é dado por
1-X 0 O
det(A—\I) = 0 - —1|=
0 1 =X

= N1-N)+(1-)N)=
= (1-XN(\+1).

Os valores préprios de A séo os valores de A para os quais det(A — AI) = 0. Logo, os valores
préprios de A sao

Logo, a matriz A nao é diagonalizdvel numa matriz de entradas reais, isto é, nao existe
uma matriz invertivel P diagonalizante tal que a matriz PAP~! seja diagonal com entradas
reais. No entanto e atendendo a que os trés valores préprios sao distintos, a matriz A é
diagonalizdvel numa matriz de entradas complexas:

1 0 0
0 ¢« O
00 —2
Exemplo 41. A sucessao de Fibonacci (Leonardo de Pisa, 1202). Seja (u,),oy tal que

up =1, wuy=1 €  Upyo = Up + Upr1, n € N.
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Considerando a igualdade u,1 = u,1, podemos escrever o sistema
Up+2 = Up + Unp+41

Un+1 _ 01 Un

para todo o n € N. Aplicando sucessivamente a igualdade anterior tem-se
Uy | | 01 U, 101 01 Up—1 |
Unpo | |1 1 Unpr | | 11 11 u, |
o1 fw] _Jo1]"[1
a 11 upy | |11 1]

Calculemos agora os valores préprios de [ (1) 1 } :

{ Up4+1 = Up+1

isto é

—-A 1

det[ 11—

}:0@(—)\)(1—)\)—1:0<:>>\2—>\—1:O<:>

14++5 1-+5

p— A:
= ou 5

2
1+2\/5 e Ny = 1-v5

Valores préprios: A\; = o

Atendendo a que

e[ e [ e [ e e ()

1+v5
2

préprios associados ao valor préprio %5 dados por L ({ (#5, 1) }) \ {(0,0)}.
Atendendo a que

e[ e [ e D e e ()

1-v5
2

préprios associados ao valor préprio %5 dados por L ({ (— 1+2\/5, 1) }) \ {(0,0)}.

Como existe uma base de R? formada por sé por vectores préprios (os dois valores proprios
sao distintos logo os vectores préprios correspondentes sao linearmente independentes) entao

(#ﬁ, 1) ¢ um vector préprio associado ao valor préprio , sendo todos os vectores

(__1+2\/5’ 1) ¢ um vector préprio associado ao valor préprio , sendo todos os vectores

a matriz { } ¢ diagonalizdvel. Assim, fazendo

11

—1+v6 _ 1+V56
Plz[ 2 2 }

1 1
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tem-se

S

P=
€ -
1+v5 0
0 2
[0 1] 4
o0 1]
Logo
Uppr | O L[ 1]
Unpo | |11 1|~
= p! 1+2\@ 0
0 155
—1+v5 146 <1+2\/5>n
— 2 2
[ 1 1 } 0
5-5 <1—\/5>
. 10 2
T | 535 (17\/5)
10 2
Isto é,
5-V5
Upt1 =
+1 10

para todo on € N, com u; = 1.

Verifique que (por exemplo) uy = 1, uz = 2, uy = 3.

Exemplo 42. (Um processo de difusdao.) Considere duas células adjacentes separadas
por uma membrana permedvel e suponha que um fluido passa da 1% célula para a 2% a uma
taxa (em mililitros por minuto) numericamente igual a 4 vezes o volume (em mililitros) do
fluido da 1% célula. Em seguida, passa da 2% célula para a 1* a uma taxa (em mililitros por
minuto) numericamente igual a 5 vezes o volume (em mililitros) do fluido da 2% célula.

Sejam vy (t) e vq (t) respectivamente o volume da 1% célula e o volume da 2% célula no
instante ¢. Suponha que inicialmente a primeira célula tem 10 mililitros de fluido e que a

segunda tem 8 mililitros de fluido, isto ¢ vy (0) = 10 e vy (0) = 8.
Determinemos o volume de fluido de cada célula no instante t.

{ v (1) = =4 (1)
vh (t) = 4vy (t) — Sug (t)

Tem-se

isto é
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0 . .
4 5 | sendo os vectores préprios associados

—4 e —5 sao os valores préoprios da matriz [

(1,4) e (0, 1) respectivamente.
Como existe uma base de R? formada por s6 por vectores préprios (os dois valores préprios
sao distintos logo os vectores préprios correspondentes sao linearmente independentes) entao

a matriz { _4 _05 } ¢ diagonalizdvel. Assim, fazendo
4|10 10 -4 0 | -4 0 1
P—[41 tem-se P = 41 e D= 0 5 P 4_5P(:>
-4 0 | 41 —-4 0
@{4 _5}_13 { _5]13.

Assim, considerando a mudanca de varidvel

0] _ e [ )

vy (t) us (1)

o sistema (*) é equivalente a

() _
<~ <~ <~
Wy (1) = —5up (t) 70 | ua(t) - log us (£)] = —5t + ks
L U2 <t>

—Atth — ot

<
—
—~
~
~—
I
®

Us (t) — e—5t+k2 — 026_5t

com c¢; = €M ¢y = e* € R. Logo
vy (t) _ p1 cre ¥ 1o cre ¥ _ cre ¥
vy (t) coe ot 4 1 coe ot dere ™ 4 cped
1 (0) = 10
Como { v (0) = 8

diferenciais lineares

entao c; = 10 e c; = —32 e assim a solugao geral do sistema de equagoes

{ Vi (t) = —4vy (t)

v; (t) = 4vy (t) — 5vy (1)

é dada por
v (t) ] 10e~%
vg () | | 40e™% — 32¢77!
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Produtos internos e Ortogonalizagao

Definicao 48. Sejam V um espaco linear real e 0 o vector nulo de V. Chama-se produto
interno em V' a uma aplicacao

():VxV =R

(u,v) — (u,v)

que verifique as trés condigoes seguintes.

(i) Simetria: para todos os u,v € V

(u,v) = (v,u).

(ii) Linearidade: para todo o v € V' (fixo) a aplicacao
V—-R

u — (u,v)

é linear.
(iii) Positividade: para todo o u € V' tal que u # 0,
(u,u) > 0.
Tendo-se (u,u) = 0 se e s6 se u = 0.
Observagao 44. (a) Um produto interno num espaco linear real é uma forma bilinear,
simétrica e definida positiva.

(b) Num espaco linear V' sobre C (espaco linear complexo), um produto interno é uma
aplicac@o que a cada par de vectores (u,v) € V x V associa o nimero complexo (u,v) e que
verifica as seguintes condigoes:

(i) Para todos os u,v € V

(u,v) = (v,u).

(ii) Para todo o v € V (fixo) tem-se

(oau + Pw,v) = a(u,v) + f (w,v)

para todos os u,w € V e o, § € C, (onde por exemplo @ = a —bi se & = a+bi) e a aplicagio,
para todo o u € V' (fixo)
V—-C

v — (u,v)

¢é linear.
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(iii) Para todo o uw € V tal que u # 0,
(u,uy > 0.
Tendo-se (u,u) = 0 se e s6 se u = 0.

(c) A um espago linear real de dimensao finita com um produto interno chama-se espago
euclidiano. A um espaco linear complexo de dimensao finita com um produto interno
chama-se espago unitéario.

Observagao 45. (i) Seja V um espago linear real. Seja B = {wy,ws, ..., w,} uma base
de V. Sejam u,v € V. Sejam

ay, g, ..., 0y € 51;527"'75n

as coordenadas de u e de v na base B respectivamente, isto é,

n
U = QW1 + AWy + ... + W, = E oW,
i=1

e
v = fiwr + fows + ... + SLw, = Zﬁzwz
i=1
Logo,
(u,v) = <Z aiwi72ﬁiwi> = Zzaiﬁj (wi, wy) =
i=1 i=1 i=1 j=1

<w1,w1> (wl,w2> <w1,wn> 51

B [ o N ] (wa,wy) (wae,ws) ... (we,wy) By

— 1 2 e n . . . .

() (ww) s (wawn) || B,

Assim, a aplicacdo (,) : V x V — R que a cada (u,v) € V x V faz corresponder (u,v), é um
produto interno em V' se e s6 se a matriz

(wr,wy)  (wy,we) ... (w1, wy)
o <IU2,'U)1> <IU2,.1U2> . <w2,.wn>
(W, wy) Wy, wa) .. (W, wy)

for simétrica (G = G7) e definida positiva (u” Gu > 0, para todo o u # 0). Note-se que a
linearidade é consequéncia das propriedades referentes as operagoes matriciais envolvidas.

(ii) A matriz G anterior dd-se o nome de matriz da métrica do produto interno.

(iii) Num préximo capitulo (teorema 78 (i)), como consequéncia da diagonalizac¢do or-
togonal (teorema 75 e observagao 59), sendo G simétrica (G = G7T), serd estabelecida a
equivaléncia:

(u'Gu >0, paratodoo u# 0) < (todos os valores préprios de G sdo positivos).
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(iv) Observe-se ainda que no caso de se ter um espago unitario pode-se encontrar uma

) . . . . —T — .
matriz G' cujos valores préprios sejam todos positivos e tal que G = G, (onde G é a matriz
que se obtem de GG passando todas as entradas desta ao complexo conjugado), tendo-se

By
By
B
Uma matriz A que satisfaga a condigao A = A" diz-se hermiteana.

Teorema 60. Seja V' um espago linear real com dimV' = n. Seja {w;, ws, ..., w,} uma
base de V. Entao, uma aplicacao

():VxV =R

¢ um produto interno (em V') se e s6 se

B
p
(u,v):[a1 oy ... an]G _2 ,
B
com
U= oaqwy + aws + ... + a,w,
e

v = [iwi + Bawz + ... + B wy

e G & uma matriz simétrica cujos valores proprios sao todos positivos. Se a aplicagao (,) for
um produto interno tem-se

(wy,wy) (wy,we) ... (wy,wy)
o (wz,'wl) <7VU2,.’U)2> . <w2,'wn>
(W, wy) (Wp,wa) ... (Wp,wy)

Exemplo 43. (i) Seja (,) : R? x R? — R a aplicagao definida por:

(a1, a2), (B, B2)) = a1By + aaf3y,

com (g, as), (B, 3y) € R% Esta aplicagao ¢ um produto interno em R? a que se d4 o nome
de produto interno usual em R?, uma vez que

((ar,02),(B1,By)) = nfy +asfy = [ a1 |G { g; }
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com
10
G_{O 1]'

A matriz G é simétrica e o tinico valor préprio de G é 1 > 0.
(ii) Seja (,) : R?* x R* — R a aplicagao definida por:
(a1, a2), (B, Bs)) = =201 By + 3a2f3,,

com (ay,as), (B, 3,) € R Esta aplicagdo nao é um produto interno em R?, uma vez que

(a1.02) . (8. B5)) = 2008, + 328, = [ 1 02 ] G [ 5 }

G:[‘OQg}.

A matriz G é simétrica, no entanto, os valores préprios de G: —2 e 3 nao sao ambos positivos.

com

(iii) O produto interno usual em R™ é dado por:
(,):R"xR" =R

(u,v) — {(u,v) = ulv,

Un
(iv) O produto interno usual em C" é dado por:

(,):C"xC"—=C
(u,v) — (u,v) = uflv,

U1

(v) Um produto interno em M., (R).
()t Mysen (R) X Mppsen (R) — R

(A, B) — <A, B> = f:zn:aijbij = tr (ATB) .

i=1 j=1

(vi) Um produto interno em C ([a, b]).
() C(la,0]) x C([a, b)) — R
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Exemplo 44. R? com um produto interno nao usual. Seja (,) : R2 x R*? - R a
aplicagao definida por:

(o, 2) , (81, Ba)) = 201 8) + a1 By + 2By + a3,

COIH’(Oél, Oég) ) (617 62) € R
E facil ver que esta aplicagao é simétrica e linear em relagao a (a1, as) (fixando (3, 85)).
Vejamos por exemplo que a condicao

((an, ), (a1, )) > 0, para todo o (ay,as) # (0,0),

é satisfeita.
Atendendo a que

(g, 2) , (a1, ) = 202 4+ 20100 + 02 = 02 + (o + a2),

tem-se
((an,00), (a1,02)) =0 (a3 =0 e ag +ay=0) <
S (a1=0 e ay=0) < (ag,a2) = (0,0).

Em alternativa, podemos escrever

((ar,02), (By, B2)) = 20181 + afy + oy + agfy = [ a1y | G { b }

o-[11]

3+2x/5 e 3=

com

5

"I

A matriz G é simétrica e os valores préprios de G:

sao ambos positivos.
Definicao 49. Sejam V' um espaco linear com um produto interno e 0 o vector nulo de
V. Sejam u,v € V.

(i) Chama-se norma de u a:
Jull = v/ {u, u).
(ii) Chama-se projecgao ortogonal de v sobre u # 0 a:

(v, )
(et

proj, v = U.

(iii) Diz-se que u e v s@o ortogonais se (u,v) = 0.

(iv) Chama-se &ngulo entre dois vectores nao nulos u e v tais que (u,v) € R a:
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f = arccos

Note que este angulo estd bem definido atendendo ao teorema 61.

Observagao 46. (i) O angulo 0 entre dois vectores nao nulos u e v é 5 se e s6 se u e v
sao ortogonais.

(ii) Para cada u € V' (fixo) com u # 0, a aplicagao proj, : V — V que a cada v € V faz

corresponder proj, v, € uma transformacao linear.

Teorema 61. Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Seja V' um espaco linear com um
produto interno. Entao, para todos os u,v € V,

[{w, )| < Jull o]

Observagao 47. (i) Teorema de Pitdgoras. Sejam u,v € R?. Tem-se u e v ortogonais
se e s0 se

lu — o] = [|ull® + [|v]*.
Dem.
||U—U||2 = <U—U,U—U> - <U,U> - <U,U> - <U,U> + <U7U> -
2 2 2 2
= [Jull® =2 {u,v) + [loll” = [[ull” + (v
se e s6 se

<uv U> =0,

isto é, se e s6 se u e v forem ortogonais.

(ii) Em R? com o produto interno usual, a desigualdade de Cauchy-Schwarz ¢ dada por

|1 81 + anfy] < \/04% + a%\/ﬁ% + s,
uma vez que

<(a17 042) ) (51762» = alﬁl + 052627
com (a1, 2), (B, B2) € R

(iii) Em R™ com o produto interno usual, a desigualdade de Cauchy-Schwarz ¢ dada por

n n n

2 2
§ :O‘iﬁi < E :ai E B
i=1 i=1 i=1

uma vez que

(1, s an) (B -y Br)) = a1By + o+ By,
com (ay,...,a), (B, ..., 8,) € R™
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Teorema 62. Sejam V um espaco linear com um produto interno e 0 o vector nulo
de V. Sejam u,v € V e A escalar. A norma é uma aplicagao ||| : V' — R que satisfaz as
seguintes propriedades.

(i) Positividade: |Ju| > 0 se u # 0.

(ii) Homogeneidade: ||Au| = |A|||u]|

(iii) Desigualdade triangular: ||u+ v|| < ||u|| + ||v]]

Observacao 48. Pode definir-se norma num espago linear V', sem estar associada a

qualquer produto interno, como sendo uma aplicacao de V em R que satisfaz as propriedades
do teorema anterior. A um espaco linear com uma norma chama-se espago normado.

Observagao 49. Seja V' um espago linear com um produto interno. Sejam u,v € V.
Tem-se

(u,0) = 5 (Il + 0l = flul® = Jlo]*) -

N | —

Observagao 50. Seja V' um espaco normado. Sejam u,v € V. Entao, a norma pode ser
obtida de um produto interno na forma

lull = v/, u)

se e sb se
2 2 2 2
Ju—of]" + lu+ o[ = 2[Ju|” + 2 o[-

Esta tltima equacao é conhecida por lei do paralelogramo.
Exemplo 45. Uma norma que nao é obtida a partir de um produto interno.
Seja ||| : R? — R a aplicagao definida por
[(ar, a2)|| = |on| + |as],

com (ay,ay) € R% E fAcil verificar que esta aplicacio satisfaz as trés condicées do teorema
62. Logo, é uma norma. No entanto, é também facil verificar que esta norma nao satisfaz
a lei do paralelogramo. Logo, esta norma nao poderd ser obtida a partir de um produto
interno.

Definicao 50. (i) Sejam V' um espago euclidiano (ou unitério) e S C V. Diz-se que S
é ortogonal se para todos os u,v € S com u # v, se tiver
(u,v) = 0.
Diz-se que S é ortonormado se for ortogonal e se, para todo o u € S, se tiver

lull = 1.
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(ii) Sejam V um espago euclidiano (ou unitério) e Uy, Uy dois subespagos de V. Diz-se
que U; e U; sao ortogonais e escreve-se U; 1 U, se para quaisquer u € Uy e v € U, se tiver
(u,v) =0.

Teorema 63. Sejam V um espaco linear com um produto interno e S C V. Seja O
o vector nulo de V. Se S é ortogonal e 0 ¢ S entdo S é linearmente independente. Em
particular, se n = dim V' entao qualquer conjunto S ortogonal de n vectores nao nulos é uma
base de V.

Teorema 64. Seja V um espago euclidiano (ou unitario) com dimV = n. Seja B =
{uq, ..., u, } uma base ortogonal de V. Entao, as coordenadas de um vector v € V' em relagao
a base B sao dadas por:

<’U, uj)
b
(uj, uj)
com j = 1,...,n. Se B for ortonormada entao as coordenadas de um vector v € V' em relacao
a base B sao dadas por:

Oéj:

a; = <Uauj>v
comj =1 ..n.

Teorema 65. Seja V' um espago euclidiano com dim V' = n. Seja B = {wy, ..., w, } uma
base ortonormada de V. Entao, para todos os u,v € V, tem-se

n

(u,v) = Z (u,w;) (v,w;) (féormula de Parseval) e  ||u| =

=1

Observagao 51. Seja V' um espago euclidiano com dim V' = n. Seja
B ={wy,..,w,}

uma base ortonormada de V. Sejam u,v € V', com

U= QW + QWs + ... + Quwy, v = [fiw + Bowy + ... + B, wW,.

Entao, atendendo ao teorema 64, a férmula de Parseval é dada por:

(u,v) = Zazﬂi = f +afy+ ... +anf, e tem-se |u| =
i=1

Notacao 3. Sejam V' um espago euclidiano (ou unitdrio) e 0 o vector nulo de V. Para

qualquer v € V', com v # 0, o vector Hv serd denotado por ||U_||
v v
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Teorema 66. Método de ortogonalizagao de Gram-Schmidt. Seja V' um espago
euclidiano (ou unitario) ndo nulo. Entao V' tem bases ortonormadas. Mais concretamente,
considere o conjunto linearmente independente:

{v1,v9, ...,v} CV

e sejam

Uy = 7,

Uy = Vg — pI‘OJu1 Vo,

U — VU — pI‘OJu1 Vg — oo — pI‘O‘]uk_1 Vk
entao

(1) L({uy,us,...,ur}) = L({v1,ve, ...y vp });
(ii) o conjunto {uy,us, ..., ux} é uma base ortogonal de L({v1,vs, ..., U }).

(iii) o conjunto t : 02 s U1 ¢ wma base ortonormada de L({vy,ve, ..., v}).
[l || [Jua]|™ " [l

Exemplo 46. Considere-se R* com o produto interno usual. Seja
U=L{(1,1,-1,-1),(1,2,3,4),(2,1,-6,—7),(1,3,7,9)}).

Determinemos a dimensao de U e uma base ortonormada para U. Tem-se

1 1 2 1 11 2 1 11 2 1
12 13| |01 -12| [01-12
-1 3 -6 7 0 4 —4 8 00 0 O
-1 4 -7 9 0 5 -5 10 00 0 O
Logo, o conjunto {vy,ve}, com v; = (1,1, —1,—1) e vo = (1,2,3,4), é uma base de U e como

tal dim U = 2.
Sejam u; = vy € Uy = vy — PIoj,, Va.

Logo, o conjunto {uy,us}, com u; = (1,1,—1,—1) e
142-3—-4
4
¢ uma base ortogonal de U. Uma base ortonormada para U':

{ul uz}_{(ll 1 1)7(&_63@@3\/2_6)}

up = (1,2,3,4) — (1,1,—-1,-1) = (2,3,2,3),

ua]]” [[ue]] 2°20 27 2 137 26 137 26
Teorema 67. Seja B = {uy, ug, ..., u, } uma base de um espaco euclidiano (ou unitério).
A base B é ortonormada se e s6 se a matriz da métrica GG em relagao a essa base for a matriz

identidade. Em R" o produto interno usual é aquele em relagao ao qual a base canénica é
ortonormada.
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Teorema 68. Seja {vy,vs,...,v,} uma base de R". Entao, existe um unico produto
interno em R"™ para o qual esta base é ortonormada.

Exemplo 47. Considere em R? a base B = {vi,v2}, com v; = (1,0) e v, = (1,1).
Vejamos que existe um e um s6 produto interno para o qual a base B é ortonormada.
Seja B2 = {(1,0),(0,1)} a base canénica de R%. Tem-se

-1
-1 11 1 -1
Sejam u,v € R%. Tem-se
u=(a,a2) e v={(8,),
onde a1, ay e (3, B, 530 as coordenadas na base B2 de u e v respectivamente. Seja P = S B2B-
Logo, a aplicagao (,) : R? x R? definida por
(u,v) = (Pu)" G (Pv)
com -
G — <U17U1> <Ul,U2> _ 10
<’l)2,U1> <U2,U2> 01 ] ’

¢ um produto interno e é o tinico para o qual a base B é ortonormada. Tem-se entao

e o =([6 (2] [o 010 ][0 ]) -

= a1 — a1y — aafl; + 2a0,.
E facil verificar que para este produto interno a base B é ortonormada:

((L0). (L 1)) =0 e {(1,0),(1,0)) = (1,1),(L,1)) = L

Definigao 51. Sejam V' um espago euclidiano (ou unitério) e U um subespago de V.
Diz-se que um elemento de V' é ortogonal a U se for ortogonal a todos os elementos de U.
Ao conjunto de todos os elementos ortogonais a U chama-se complemento ortogonal de
U e designa-se por U~.

Note-se que se U; e Us sdo dois subespagos de V' tais que Uy L U, (Def. 50) entao tem-se
U1CU2J'6U2CU1L.

Teorema 69. Qualquer que seja o subespago U de um espago euclidiano (ou unitério)
V, também U~ ¢ um subespaco de V.

Exemplo 48. (i) Se U C R3 ¢ um plano que passa pela origem, entdao U+ é uma recta
que passa pela origem e é perpendicular ao plano.

(ii) Se U C R? é uma recta que passa pela origem, entao U+ é um plano que passa pela
origem e é perpendicular a recta.

(iii) Seja A € M,,«n(R). Entao,
N(A) = (L(A)" = (CAT)" e N(AT) = (£(AT))" = (C(A)".
(iv) Seja A € M,n(R) tal que A é invertivel. Entio, (N (4))" =R" e (£ (A))" = {0}.
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Teorema 70. Se U é um subespaco de dimensao finita de um espago euclidiano (ou
unitdrio) V, entdo V é a soma directa de U e U™, isto &, V = U ® U*. Logo, cada elemento
v € V pode ser escrito de modo tinico como soma de um elemento de U com um elemento
de U+:

v=uvy+uvyL, com vy €U e wyL € UL

A aplicagao linear Py : V' — V definida por Ps(v) = vg e tal que Py = Py o Py chama-
se projeccao ortogonal de V sobre U e a aplicacao linear Pyi : V. — V definida por
Pyi(v) = vy etal que Py = Py1 o Py1 chama-se projecgao ortogonal de V sobre U-.
Tem-se

I =Py+ Py..

Se {wy, wy, ...,w;} € uma base ortonormada de U, entao
!
Py(v) = Z (v, w;) wi,
i=1

para todoo v € V.
Se {uy, us, ..., ux} € uma base ortonormada de U+, entao

Pyi(v) = (v,u;)uy,

J=1

para todoov € V.

Neste caso, {wy, wa, ..., wy, U1, us, ..., ur } € uma base ortonormada de V.

As aplicagoes Py e Ppi sao transformacoes lineares de V' em V' que satisfazem as pro-
priedades:

(i) Py(V)=U
(i) Py (V) = U~

(iii) (Py)* = Py

(iv) (Pyo)? = Pye
(V) (P (),0) = (1, Py (), (P (w),0) = (u, Pyt (1), para todos os u,v € V/;
(vi) ||ull* = |Py (w)|]* + || Pyx (v)]|?, para todo o u € V (Teorema de Pitdgoras);

Observacao 52. Seja U é um subespaco de dimensao finita de um espaco euclidiano
(ou unitério) V. Seja v € V.

(i) dimU +dim U+ = dim V
(ii) Se {v1,vs, ...,v,} € uma base de U entdo v € U se e s6 se
(v,v1) = (v,v2) = ... = (v,v,,) = 0.
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Teorema 71. Seja U é um subespaco de dimensao finita de um espago euclidiano (ou
unitdrio) V. Seja v € V. Entao, existe um elemento de U mais préximo de v do que
qualquer dos outros pontos de U. Este elemento é a projecgao ortogonal Py (v) de v

sobre U e tem-se
[v— Py ()| < lv—ul,

para todo o u € U, e a igualdade verifica-se se e s6 se v = Py (v). Além disso, tendo-se
0 € U, a distancia d de um ponto b € V a um subespago U ¢é dada por:

d(,U) = |Py+ (0= 0)[| = [Py D) = [|b = Py (B)]-

Definigao 52. Seja V' um espago euclidiano (ou unitdrio). Seja U é um subespacgo de V/
com dimU = k. Seja ¢ € V. Chama-se ao conjunto

{a}+U

um k-plano. A distancia d de um ponto p € V a um k-plano P = {¢q} + U é dada por:

d(p,P) = [[Pys(p—a)l-

Observagao 53. A distancia entre dois k-planos paralelos Py = {a} +U e P, = {b} + U
¢ dada por:
d(Pr,P2) = [Py (a = D).

Exemplo 49. Considere-se R? com o produto interno usual.
(i) Seja P o plano (em R?) que passa pelos pontos: (1,2,1),(1,0,—1) e (1,1,1). Tem-se

P ={(1,2,1)} + L ({(0,-2,-2),(0,—1,0)})

Equacgao vectorial de P:
(z,y,2) = (1,2,1) + (0, -2, —2) + 5(0, —1,0),

com «, 3 € R.

Equacgoes paramétricas de P:

r=1
=2—-0 -2«
z=1-2«



com a, 3 € R.

Equacao cartesiana de P:
r=1.

Podemos determinar uma equagao cartesiana de P do seguinte modo. Atendendo a
que
seja
Logo,

UJ_ - {(x,y,z) S R3 : <<l’,y,2), (07 _27 _2)> =0 e <(a:,y,z), (O, —1,0)> = 0} =

0 -2 -2
(|5 3 5| ~aaooy
e assim, a equagao cartesiana do plano P que passa pelo ponto (1,2, 1) é dada por:
(<(I’— 17y_ 272 - 1)7(17070)> - O) g

S (l(x—=1)40(y—2)+0(z—1)=0),
ou seja por

x=1.

(ii) Determinemos a equagao cartesiana da recta que passa pelos pontos (1,1,0) e
(1,2,1). Tem-se
r={(110)}+L{(0,11)}),
uma vez que (0,1,1) = (1,2,1) — (1,1,0). Seja
U=L{(0,1L1)}).

Logo,
Ut = {(x,y, 2) €R?: ((2,9,2),(0,1,1)) = 0} -

=N ([0 1 1])=L({(1,0,0),(0,1,-1)})

e assim, a equacao cartesiana da recta r é dada por:
({((r—1,y—1,2),(1,0,0)) =0 e {((x—1,y—1,2),(0,1,—-1)) =0) &

S(lz—-1)=0e 1(y—1)—12=0),

ou seja por
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Produto Externo e Produto Misto

Definigao 53. Sejam u = (uy,us, uz),v = (v1, v, v3) € R3. Entdao o produto externo
(vectorial) de u por v, denotado por u X v, é o vector de R? definido por

U X v = (Ugl3 — UgVa, UsVy — U1V3, U1V — UV1) ,

isto é,
UX Y = Ug U3 o Uy us Uiy Us .
vy U3 | U1 Vs U1 V2

U Us U u U Us

= €1 — K e + e3 =
Va2 Vs U1 Vs U1 V2
€1 €2 €3

= Uy Uz Uz |,
V1 Vg Vs

onde {e1, €9, €3} ¢ a base canénica de R3.

Observagao 54. Sejam u, v, w € R? e a € R. Entao, tem-se:
(i) e1 x e2 =e3

(i) ex X e3 = €1

(iii) e3 X €1 = e

(iv) u xv=—(v X u)
(V)ux(v+w)=uxv+uxw

(vi) (u+v)Xw=uxw+vXxXw

(vii) a(u x v) = (qu) x v =u x (aw)

(vili) ux0=0xu=0

(ix) uxu=0

(x) Se u e v forem paralelos entdo u x v =0
(xi) u x (vxw) = (u,w)v — (u,v) w

(xii) (u xv) x w= (w,u)v — (w,v)u

(xiii) [l x o + () = [l o]

xiv) u x (vxw)+v X (wxu)+wx (uxv)=0
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Teorema 72. Considere-se R com o produto interno usual. Sejam u = (u1, us, u3) ,v =
(v1,v2,v3) € R3\ {0} e seja 6 € [0, 7] o angulo formado por u e v. Entdo tem-se:

(@) flux ol = [l lv]f sen 6.
(ii) A drea do paralelogramo de lados adjacentes u e v é dada por:

A=uxov.

Dem. (i) Como § € [0, 7], tem-se senf = /1 — cos? § e deste modo,

[l lv]}sen 6 =

2
— Nl Joll VT =058 = Jlul ol /1 =~ = Sl ol = (a0} =

o 2 2
[[ull™ o]l

= \/(u% + ud 4 ud) (V2 4 02 +02) — (ugvy + upvs + usvs)® =

= \/(Ugvg — U3U2)2 + (ugvy — u1v3)2 + (ugvg — uzvl)2 =
= ||(“2U3 — U3V2, U3V1 — UIV3, U1V2 — U2U1)|| =

— Jlux o
(ii) A = (base) (altura) = |jul| ||v|| sen 6.

Definigao 54. Considere-se R com o produto interno usual. Sejam u = (u1, ug, uz) ,v =
(v1,v2,v3) ,w = (wy, ws, w3) € R®. A expressio

(u,v X w)

chama-se produto misto de u,v e w.

Observagao 55. Considere-se R com o produto interno usual. Sejam u = (uy, ug, u3) ,v =
(v1,v9,v3) , w = (wy, we,w3) € R3. Entao, tem-se:

(i)
Uy Uz U3
<U,U X w) = | V1 Uy Vs
w1, Wy W3

(ii) Sendo # o angulo formado por u e v X w, o volume do paralelepipedo com um vértice
e arestas u, v, w com origem em (0,0,0), é dado por

Uy U2 U3
V = |v x wl| ||| |cos O] = (u,v x w) = |det v Uy U3
——

drea da face determinada por v e w  altura wr wz wWws

(iii) (u,u xv) =0
(iv) (v,u xv) =0

(v) (u,v x w) = (u X v,w).
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Matrizes Hermiteanas, Matrizes Simétricas e Matrizes Normais.
Diagonalizagao Unitaria e Diagonalizagao Ortogonal

Definigao 55. Seja A = (a;;) € M,»n(C). Denota-se por A¥ a matriz ZT, isto é, a

transposta da matriz conjugada A = (a;;), onde @;; é o complexo conjugado de a;;. Ou seja,
escreve-se

AR = A",

A matriz A diz-se hermiteana se A" = A.

Observagao 56. (a) Sejam o, € C, A,C € M,,5x,(C) e B € M,,-(C). Tem-se:
(i) (aM)" =4 (ii) (@A + BB)" = @AH + BBH (iii) (AC)" = CHAH

(b) Seja A € M,,,(R) tal que A é simétrica (AT = A). Entdao A ¢ hermiteana uma vez
que sendo A real tem-se AY = AT,

Teorema 73. Todos os valores préprios de uma matriz hermiteana sao reais. Além
disso, os vectores préprios associados a valores préprios distintos sao ortogonais.

Dem. Seja A € M, «,(C) tal que A é hermiteana. Seja A um valor préprio de A e seja
u um vector préprio associado. Seja a = u Au. Entdo, tem-se

a=aol = (uHAu)H:uHAH (uH)H = uf Au = a.
A & hermiteana

Ou seja, « é real. Por outro lado, como

o = uf Au = u u = X ul®,

Sejam agora u; e us vectores préprios associados respectivamente a valores préprios
distintos A1 e \y. Entao, tem-se

H
(Auy)™ ug = uf Ay, = ul? Auy = Moutu,
A é hermiteana

(Aul)H Uy = (ugAul)H = (uf)\lul)H i M us.

Logo, tem-se
)\1U{{U2 = )\2“{{“2 =4 ()\1 — )\2) U{JUQ = 0.

E assim, como A1 # Ao, entao u{{uz = 0, ou seja, u; € uy sao ortogonais.

=(u1,u2)

Observagao 57. Todos os valores préoprios de uma matriz simétrica real sao reais. Além
disso, os vectores préprios associados a valores proprios distintos sao ortogonais.

81



Definigao 56. (i) Seja U € M,,»,(C). A matriz U diz-se unitéria se se tiver UTU = I,
isto ¢, se U = UL, ou seja, se as colunas de U constituirem um conjunto ortonormado em

Cn.

(ii) Seja A € M,,x,(R). A matriz A diz-se ortogonal se se tiver ATA = T, isto &, se
AT = A1, ou seja, se as colunas de A constituirem um conjunto ortonormado em R”.

Observagao 58. (i) Seja U € M,,x,(R) tal que U é unitéria. Como, sendo U real, se
tem UH = U7, entdo U é ortogonal. Isto ¢, toda a matriz real unitéria é ortogonal.

(ii) Seja A uma matriz hermiteana. Se os valores proprios de A forem distintos, entao
existe uma matriz unitdria que diagonaliza A, isto é, existe U unitéria tal que UAUY & uma
matriz diagonal, ou seja, A diz-se unitariamente diagonalizdvel.

(iii) A afirmacao anterior (ii) continua vélida mesmo se os valores préprios nao forem
distintos, como serd provado no Teorema 78.

Teorema 74. Seja A uma matriz n X n. Entao, existe uma matriz unitdria U tal que
UAU* ¢ triangular superior.

Dem. A demonstracao serd efectuada por inducao em n. O resultado é 6bvio paran = 1.
Suponhamos que a hipétese é vdlida para matrizes k x k e seja A uma matriz (k + 1) x (k + 1).
Sejam A; um valor préprio de A e w; um vector préprio associado de norma 1. Aplicando
o método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, seja {w1, ..., wgy1} uma base ortonormada
para C*+1. Seja WH a matriz cuja coluna i é igual ao vector w;, parai = 1,...,k+1. Entdo,
por construcao, a matriz W ¢ unitdria. Por outro lado, a primeira coluna de WAW ¢é
igual a W Aw;, tendo-se

1 A1
0 0
WAw1 = W)\lwl = )\1WU)1 = )\1 . =
0 0
Logo, tem-se ) }
A1 |ox *
_ ‘ _ _ _
WAWH = | 0 | :
] M
| 0 | ]

onde M é uma matriz k X k.
Pela hipétese de inducéo, existe uma matriz k& x k unitaria V; tal que Vi M (Vl)H =T,
onde T} é uma matriz triangular. Seja




Entao V é unitdria e tem-se

Al | S ... k Al | * e *
_ | _ _ _ _ | _ _ _
VW) AVW)! =vwawivi = | 0 | S
o ViM (V)" Lo T,
| 0| 1 Lo |

onde T é uma matriz triangular. Como a matriz VW é unitdria, pondo U = VIV, tem-se
UAU? =T,

com T triangular e U unitéria.

Teorema 75. Seja A uma matriz hermiteana. Entao existe uma matriz unitdria U que
diagonaliza A, isto é, A é diagonalizdvel unitariamente. Ou seja, existe U unitaria tal que
tal que a matriz UAU* & diagonal.

Dem. Pelo teorema anterior, existe uma matriz unitdria U tal que a matriz UAU ¢é
triangular. Seja T'= UAU*. Tem-se entao

T — (AU = ()T ATyt = yAUT =T

A & hermiteana

Logo, como T = TH e T ¢é triangular entdao T ¢ diagonal.

Observacao 59. Atendendo ao resultado anterior tem-se entao o seguinte. Seja A €
Mxn(R) tal que A é simétrica, isto ¢, tal que A = AT. Entao existe uma matriz ortogonal
P (matriz que verifica: PT = P~1!) tal que PAPT ¢ diagonal, isto ¢, A é ortogonalmente
diagonalizavel relativamente a uma base ortonormada formada sé por vectores préprios de
A. A matriz P ¢ a matriz cujas colunas sao os vectores préprios de A que formam uma base
ortonormada formada de R", sendo PAP” a matriz diagonal onde se coloca na entrada i da

diagonal principal o valor préprio correspondente ao vector préoprio da coluna ¢ da matriz
PT,

Observagao 60. (i) Existem matrizes nao hermiteanas que sao diagonalizdveis rela-
tivamente a bases ortonormadas formadas sé por vectores préprios, como por exemplo as
matrizes anti-hermiteanas (A = —A) e as matrizes anti-simétricas (AT = —A).

(ii) Seja A € M, (R). Suponhamos que A é ortogonalmente diagonalizdvel relativa-
mente a uma base ortonormada formada sé por vectores préprios de A. Sejam D diagonal e
P ortogonal tais que A = PTDP. Entao

A" = (P"DP)" = P'D" (P")" = PTDP = A.
Logo A é simétrica. Tem-se entao, atendendo tambem & observagao 59, sendo A real:

A é ortogonalmente diagonalizdvel < A é simétrica
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(iii) Seja A € M, (C). Suponhamos que A ¢é unitariamente diagonalizdvel relati-
vamente a uma base ortonormada formada s6 por vectores préprios de A. Sejam D diagonal
e U unitdria tais que A = UYDU. Como em geral se tem D¥ # D, entao

AT = (UTDU)" = UTD"U # UTDU = A.
Logo A nao tem que ser necessariamente hermiteana.

(iv) O préximo teorema diz quais s@o as matrizes unitariamente diagonalizdveis.

Definigao 57. Uma matriz A diz-se normal se

AAT = AP A,

Teorema 76. Uma matriz A é normal se e s6 se for unitariamente diagonalizdvel rela-
tivamente a uma base ortonormada formada sé por vectores préprios de A.

Dem. (=) Suponhamos que A é normal. Pelo teorema 74, existe uma matriz unitaria U
e uma matriz triangular superior 7" tais que T = UAU*. Vejamos que T ¢ normal. Tem-se

™1 = (UAUT)"vAUT —vATUTUAUT = vAT AU =
= UAA"U" =vAUv"UuAMU" =TT,

Logo T é normal. Seja T' = (t;;) do tipo n x n. Comparando as entradas das diagonais
principais de THT e TT# tem-se:

[t l* + [t + [t + -+ [ta]* = [t]®
lton|” + [tas]® + -+ [ton]” = |taal* + [too]?
|tnn‘2 = |t1n‘2 + |t2n’2 + |t3n|2 +-- ’tnn|2
e assim, t;; = 0 sempre que ¢ # j. Logo T é diagonal e portanto A é unitariamente
diagonalizdvel.

(<) Suponhamos agora que A é unitariamente diagonalizdvel. Queremos mostrar que A
¢ normal. Sejam D diagonal e U unitéria tais que D = UAU¥, ou seja, A = U DU. Tem-se

AAY = u¥ pu (U pU)" = v DUUT DU = U (DDM) U

e
ATA = (U"pv)" Ut DU = U DPUUT DU = UF (D D) U.
Como
MNP0 0
DpH—phip— | O e e
T
0 N

entao tem-se AA” = A7 A e assim A é normal.
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Formas quadraticas

Definicao 58. Uma equagao quadratica em duas varidveis x; e x5 ¢ uma equacgao da
forma
ax] + brs + 2cx129 + dry +exy + f =0

a qual pode ser escrita na forma

[ = xg}_ﬁ ZHi;}Jr[d 6][ﬁ;]+f:0.

Sejam

=" } e A= [ @ } .
| T2 c b
(A & uma matriz real simétrica). A fungdo real a duas varidveis reais @ : R? — R definida
por Q (z) = 2T Az, com

v Ax = ax? + bal 4 2cx 179

chama-se forma quadratica real a 2 varidveis reais associada a equagao quadratica anterior.
Podem haver equagoes do 2° grau e formas quadraticas com um n® de varidveis superior
a 2. Uma equacao quadrética em n varidveis 1, 2o, ..., T, é uma equacao da forma

2T Az + Bx +a =0,

L1
L2 . o .

ondex = | . |, A= (a;) éuma matriz real simétrica do tipo n x n, B € M, (R) e
xn

é um escalar. A fungao real a n varidveis reais () : R” — R definida por

Q(z)=2"Az = Z (Z aija:j> T

i=1 \j=1

chama-se forma quadratica real a n varidveis reais associada a equacao quadratica anterior.

Teorema 77. (Teorema dos eixos principais). Seja A € M,,.,(R) tal que A é simétrica.
Entao existe uma mudanga de varidveis ortogonal (teorema 75 e observagao 59) que trans-
forma a forma quadrdtica 7 Az na forma quadrética y’ Dy sem termos cruzados. Isto ¢é,
se P diagonalizar A ortogonalmente (D = PAPT), entao a mudanga de varidveis x = PTy
transforma a forma quadrética 27 Az na forma quadrética y’ Dy:

2T Ax = yTPAPTy = yTDy = /\1yf + )\21/3 + -+ )‘nyi =

M O - 0 1

0 )\2 0 Y
I[?Jl Ya - Z/n] . - . . )

0 0 - Ay Yn
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onde A1, o, ..., A, s@o os valores proprios de A associados respectivamente aos vectores
préprios que constituem as colunas de P? e que formam uma base ortonormada de R”".

Observagao 61. (i) Chama-se cénica ou sec¢ao cénica a curva plana obtida por meio de
um corte efectuado por um plano relativamente a uma superficie cénica. As seccOes conicas
que se obtém quando o plano que efectua o corte nao passa pelo vértice da superficie cénica,
sao elipses (os valores préprios tém o mesmo sinal) (podendo ter-se circunferéncias: quando
o corte ¢ efectuado perpendicularmente ao eixo de simetria do cone), pardbolas (um dos dois
valores préprios € zero) e hipérboles (os dois valores préprios tém sinais contrérios).

(ii) Em R? tem-se

T a d e g
r=| xy |, A=1d b f e B=1h
x3 e [ ¢ i

axf + bx% + C$§ + 2dx129 + 2ex103 + 2f 2003 + g1 + hXgs + 123 + . = 0.

A superficie resultante da equagio anterior chama-se quddrica. Existem quatro tipos de
quddricas nao degeneradas): elipséides, hiperboldides (de uma ou duas folhas), cones e
paraboléides (elipticos ou hiperbdlicos).

Exemplo 50. Considere-se a forma quadrética @) : R? — R definida por

Q(z,y) = 32% + 4wy + 3>

Tem-se
x
Qz,y) = y}A{y],
3 2 . - ~ .
com A = 5 3 } . Os valores proprios de A sao \; = 1 e \y = 5. Tem-se entao a seguinte

forma quadrética diagonal (isto é, sem termos cruzados)

)=« v 10| |-

SAth

com /
D — PAPT, {x,}_P[”},
Yy Y
e
\/§ \/5 ™
T 7 7 COSZ SGH%
P = - ,
V2 V2 —sen~ cos—
3 3 1
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em que PT ¢ a matriz diagonalizante obtida colocando na 1% coluna um vector préprio

de norma 1 associado ao valor préprio A\; e na 2% coluna um vector préprio de norma 1

associado ao valor préprio A9, de tal modo que ambos os vectores préprios constituam uma

base ortonormada de R2. Observe-se que a matriz P é ortogonal, isto é, tem-se PT = P~
Tem-se entao

Qz,y)=[ = y}A[ﬂz

[ y}PTDP[ﬂ:
~([2]) er[3]-
— [ y'}D[Z:]zQ(x’,y’)-

Por exemplo, relativamente & equacao quadratica 322 + 4xy + 3y* = 4

tem-se a elipse:

@) +5) =4< (%)Z <i5>2 = 1.

Definicao 59. Seja A uma matriz real simétrica do tipo n x n. Diz-se que A e a forma
quadratica @ : R® — R dada por Q (z) = 2T Az sdo:

(i) definidas positivas se 27 Az > 0, para todo o x # 0;

(ii) definidas negativas se 7 Az < 0, para todo o z # 0;

(iii) semidefinidas positivas se z7 Az > 0, para todo o x;

(iv) semidefinidas negativas se 27 Ax < 0, para todo o x;

(v) indefinidas se existirem pontos onde z7 Az seja positiva e pontos onde z7 Az seja

negativa.
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Teorema 78. Seja A € M,,»,(R) tal que A é simétrica. Entao,
(i) A é definida positiva se e s6 se todos os valores préprios de A forem positivos;
(ii) A é definida negativa se e s6 se todos os valores préprios de A forem negativos;

(iii) A ¢ semidefinida positiva se e s6 se todos os valores préprios de A forem nao
negativos;

(iv) A é semidefinida negativa se e s6 se todos os valores proprios de A forem nao
positivos;

(v) A é indefinida se e s6 se A tiver pelo menos um valor préprio positivo e outro
negativo.

Dem. (i) (=) Suponhamos que A é definida positiva, isto é,
2T Az > 0,

para todo o z # 0. Seja A um valor préprio de A. Entao, para qualquer vector préprio x
associado a A tem-se
2T Ax = XaTe = \|z|?,

com z # 0. Logo
)= T Az

TP
]

> 0.

(<) Suponhamos que todos os valores préprios de A sdo positivos. Seja {zi,...,z,}
um conjunto ortonormado de vectores préprios de A (existe esse conjunto pelo teorema 75 e
observagao 59). Logo {z1,...,x,} ¢ uma base ortonormada de R". Se = # 0, entao tem-se

T =021+ -+ Qpp,
com «Qj, ..., &, nao todos nulos, pelo que

tTAz = (oqzy + -+ owy)T Aarmy + - + aptyn) =
= (041 (l.l)T +--Fa, (xn)T) (04114551 4o+ anAajn) =

= (041 ($1)T + -+ (7% (ﬁn)T> (011)\1$1 + -+ an)\nxn) =

n

= ()’ A > 0.
=1

Logo A é definida positiva.
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Minimos Quadrados

Existem aplicacoes relativamente as quais os erros cometidos nas medicoes das entradas
de A ou de b podem levar a que o sistema de equacoes lineares Au = b nao tenha solucao,
quando teoricamente deveria ter. Em tais casos é natural a procura da "melhor solucao
aproximada'" para esse problema.

Definigao 60. Sejam A € M,,«,(R) e b € R". Entao, a u € R" chama-se melhor
solucao aproximada ou solugao de minimos quadrados de Au = b se

16— At < [|b— Aul],

para qualquer v € R™. Ao vector b — Au chama-se vector erro de minimos quadrados e
ao escalar ||b — Aul| chama-se erro de minimos quadrados.

Observagao 62. Sejam A € M,,.,(R) e b € R". Procuremos entdao um método para
determinar as solugoes de minimos quadrados de Au = b. Atendendo a que Au € C (A) para
todo o u € R™, entao a distancia ||b — Aul| é minima se

Au = FPeay (D) ,

onde Pe(a) é a projeccao ortogonal de R™ sobre C (A). Como Fe(a) (b) € C (A), a equagao
Au = Pe(ay (b) tem sempre solugao e essas solucoes sao as solugoes de minimos quadrados
de Au = b. Deste modo, qualquer sistema linear tem sempre pelo menos uma solugao de
minimos quadrados.

Por outro lado, pode escrever-se a equagao Au = Fg(4) (b) na forma

b — Au = b— PC(A) (b) = PN(AT) (b)

tendo-se
AT (b — Au) = AT (b — Pe(ay (0)) = A" (Pyar) (b)) =0,

pois (C (A))" =N (AT). Logo
AT Au = A™b.

A esta equagao chama-se equacgao normal associada a Au = b.
Teorema 79. Sejam A € M,,,(R) e b € R™.
(i) As solugdes de minimos quadrados do sistema linear
Au=1»
sao as solucoes da equacao normal
AT Ay = ATb.
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(ii) Se car A = n entdo a equagao normal
AT Au = A"b

tem a solucao tnica )
u= (ATA)_ AT
e tem-se

Poy (b) = Ali = A (ATA) ™" A",

isto é, A (ATA)f1 AT ¢ a matriz que representa a projeccao ortogonal Pe(ay-

Observagao 63. Seja A € M,,x,(R). Vejamos que se tem
car A = car (ATA) .
Basta para isso, mostrar que
N (A) =N (AT A).
Seja u € N (A). Como Au = 0 entdo AT Au = AT0 =0 e assim u € N (AT 4).
Reciprocamente, seja u € N (ATA) e vejamos que u € N (A). Tem-se AT Au = 0, logo
Au€ N (A7) = (£ (AT))" = (€ ()"

e como tal
(Au, Au) =0,

ou seja || Aul|* = 0 e entdo Au = 0, isto &, u € N (A).

Observagao 64. Vejamos agora o modo como se pode determinar uma curva (ou recta)
especifica que se possa "ajustar" a um conjunto de pontos determinados experimentalmente.

(i) A partir de dois ou mais pontos dados (z1,¥1),(Z2,%2), ..., (Tm,Ym), pretende-se
determinar uma recta y = ag + a1x que seja a recta que "melhor aproxime" ou a recta de
minimos quadrados de melhor ajuste aos pontos dados (recta de regressao). Isto é, pretende-
se determinar as solugoes de minimos quadrados de

Y1 = aGo + a1
Y2 = Qo + G122

Ym = Qo + a1y,

ou seja de
I o ()
1 ag Yo
: [ ay 1 B
1 z, Ym
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Sejam

1 T hn
1 =«
A= R IR { o } e b= |
: ai
1 =z, Ym

Atendendo a que car A = car (ATA), se houver pelo menos dois pontos distintos, tem-se
car A = 2 e nesse caso, a equac¢ao normal

AT Au = ATb
tem como tnica solucao de minimos quadrados
W= (ATA) " AT,

Assim, a recta de minimos quadrados y = a + bx é a recta que torna minimos os quadrados
cuja soma

(1 — (a0 + a121))* + (y2 — (a0 + a122))* + - -+ + (ym — (a0 + a12))”

é dada por
Ib — Aal|?,

onde ||b — Aul| é o erro de minimos quadrados.

(ii) A partir de m pontos dados (z1,v1), (2,42),-- -, (ZTm, Ym), pretende-se determinar
um polinémio cujo gréfico esteja tao perto quanto possivel desses m pontos dados. Isto é,
com m € N previamente fixo, pretende-se determinar as solugoes de minimos quadrados do
sistema de m equagoes a n + 1 incognitas (ag, as, as, . . ., a,)

Y1 = ag + a1 + agx? + -+ + azat
Yo = Qg + 1T + X3 + -+ + Ay

ym:ag—l—alxm—i-agxfn—i----—l—anxfn

ou seja de
2 n
1z xy -+ 2 ag Y1
1 oz 22 - b aq Yo
1 2. n
[ xn an Ym
Sejam
2 n
1 =z 2y -+ af ag Y1
1 xo a2 - 2P a
2 2 1 Y2
A= . . S, u= . e b=
1 2. n
S xn an Ym

Note-se que se n + 1 = m e se os pontos dados forem distintos, entao existe um tnico
polinémio de grau n (o chamado polinémio interpolador) que passa por todos esses m pontos.
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Por outro lado, atendendo a que car A = car (ATA), se n < m e pelo menos n+ 1 pontos
forem distintos, tem-se car A = n + 1 e entao a equagao normal

AT Au = ATp
tem como tnica solucao de minimos quadrados

W= (ATA) " AT,

Exemplo 51. Determinemos a recta de minimos quadrados relativa aos pontos

(0,1),(1,3),(2.4) e (3,4).

Sejam
10 1
11 3
A= 1 9 e b= 4
1 3 4

Tem-se car A = 2 e como tal a solucao de minimos quadrados é tinica e dada por:

= { o } — (ATA) AT =

ai

L]

— = = =
W N = O
N N

tendo-se

S
=—+ux.
y=3

O vector b— Au ¢ o vector erro de minimos quadrados, sendo o erro de minimos quadrados

dado por:
16— Aul| =

— (0 = (a0 + ar20))” + (3 — (a0 + 0122))* + (g5 — (a0 + a125))” + (s — (0 + a12))’
0 ) (G (- )
GG (GG
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