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Resolugao do 1° EXAME DE ALGEBRA LINEAR
CURSOS: Lic. Eng. Geolégica e Mineira, Lic. Eng. de Materiais e Lic. Eng. Mecanica

I (4 val.)
1 a —1 -1 1 «a -1 —1
Ll 10 0 0o —a-1 1
“ 0 0 a «a -Litle—Lo| 0 0 a a
-1 —a 1 —a | Irtlezla | g 0 0 —a-1
a) Se a = —1 entao car A, = 2. Se a« = 0 entdo car A, = 3. Se @ # 0 e @ # —1 entao

car A, = 4. Por outro lado, temos:
car A, +nul A, =4 (=n° de colunas de A,).

Logo, Se a = —1 entao nul A, = 2. Se a = 0 entao nul A, = 1. Se a # 0 e a # —1 entao
nul A, = 0.

b) A, é invertivel se e s6 se det A, # 0. Como det A, = a(a + 1)? entdao A, é invertivel
seesésea#0ea#—1.

c) Para o = —1, temos:
1 -1 -1 —1 1 -1 -1 —1 1 -1 -1 —1
4. 1 -1 0 0 . 0O 0 1 1 . 0o 0 1 1
-1 0 0 —1 =1 | -ri4to—zo| 0 0 =1 =1 | Lo4Lsrs| 0 0 0 0
-1 1 1 1| &tla=La | g 0 0 0 0O 0 0 0

O conjunto {(1,1,0,—1),(—1,0,—1,1)} é uma base para C (A_;) pois é constituido pelas
colunas de A_; que correspondem as colunas de U’ que contém os pivots.
Temos:

N(AL) ={ueR': A ju=0}.

Seja’ U = (u17u27 u37u4>‘

1 -1 -1 -1 Uy 0
B 0 0 1 1||w/| o , L
A ju=0<+= 0 0 0 0 I el (Método de eliminagao de Gauss).
0O 0 0 0 Uy 0

U1 = U9

UL — Uy — U3 —Us = 0
<~
Uz = —U4g.

U3+U4:0

Logo,
N(A_l) = {(UQ,UQ, —U4,U4) D U9, Ug € R} = L({(]., 1,0, 0), (0,0, —]_, 1)})
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O conjunto {(1,1,0,0),(0,0,—1,1)} é uma base para N (A_;) pois gera N (A_;) e é linear-
mente independente.
d) Seja u = (u, ug, us, uy).

1 -1 -1 -17 [
o 1 -1 0 0 U9 o
Au=be g | T

-1 1 1 1 Uy —

N O NN

A solucao geral de A_ju = b é dada por:
(Solucao particular de Asu = b) 4 (Solugao geral de Asu = 0).

O vector (2,0,0,0) é uma solugao particular de A_ju = b. Logo, atendendo a alinea anterior,
a solucao geral de A_ju = b é dada por:

u=1(2,0,0,0) + A\(1,1,0,0) + A2(0,0,—1,1), (com A1, A2 € R).

Obs. Esta alinea podia ter sido resolvida directamente sem usar c).

IT (4 val.)

Considere R* com o produto interno usual. Considere tambem os seguintes subespacos de
R*:
U= {(x,y7z,w) ERY: 2x+y—2z2= 0} e V=L({0,1,1,0)}).

a) Seja (z,y,z,w) € U. Logo, temos z = 2z + y, ¢ assim
(z,y,2x +y,w) =x(1,0,2,0) + y(0,1,1,0) + w(0,0,0, 1).

O conjunto {(1,0,2,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1)} é uma base para U pois gera U e é linearmente
independente. Logo, dimU = 3. O conjunto {(0,1,1,0)} é uma base para V' pois gera V e
¢ linearmente independente. Logo, dim V' = 1. Temos:

1020 1020
0110 . 0110
000 1| —rotLa—a [ O 0 0 1
0110 0000

Logo,
U+V=LUUV)=L({(1,0,2,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1)}).

O conjunto {(1,0,2,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1)} é uma base para U + V pois gera U + V e é
linearmente independente. Logo, dim U + V = 3. Como

dim(U NV) = dim U + dim V — dim(U + V),

entdo dim(UNV) = 1.
b) J& vimos que

U =L({{(1,0,2,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1)}}).
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Aplicando o método de ortogonalizagao de Gram-Schmidt, sejam

U1 = (170727())’ Vg = (07 1, 170) - PTOjvl(O, L, 17())

v3 = (0,0,0,1) — Proj,,(0,0,0,1) — Proj,,(0,0,0,1).

Atendendo a que o produto interno que estamos a considerar em R* é o usual, temos entdo:

ve = (0,1,1,0) — Proj,, (0,1,1,0) =
((0,1,1,0),(1,0,2,0))

= (0717170)_ ’ (1707270):
I1(1,0,2,0)[
(2,0,4,0) 2 1
= (0,1,1,0) — =222 = (—Z 1,20
(7 y Ly ) 5 57 757

vs = (0,0,0,1) — Proj, (0,0,0,1) — Proj,,(0,0,0,1) =
2 1
<(O707071)7(17072270»(1’072’0)_ <(0 O 0 1) ( 5’ 1’5’0)> (_g 1 1 0) —
1(1,0,2,0] I(=3.1.3.0)]° °0

= (0,0,0,1) —

= (0,0,0,1).

Logo, o conjunto

2 1
{Ula,UQ;UB} = {(1707270)7 (_57 17570) 7(070707 1)}

¢ uma base ortogonal de U.
Por outro lado, atendendo a que o produto interno que estamos a considerar em R* é o

usual, temos:
U= {(x,y,z,w) ER: 2 4+y—z2= 0} = {(x,y,z,w) eR*: ((z,y,2,w),(2,1,-1,0)) = O}.

Logo,
U=(L{(21,-1,0})"

e assim,

Ut = (L ({(27 L, _170)})>J—l = L({(27 L, _170)})

Deste modo, o conjunto

{M}_{(AL_LO)}_ V6 V6 V6
1(2,1,—1,0)|| 6 6 6’ 36 6
é uma base ortonormada de U-.

c) A projecgao ortogonal de (1,0, 1,0) sobre U+ é dada por:

((1,0,1,0),(2,1,-1,0))
H(Qv 17 _17 0)”2

1 11 1
P;i(1,0,1,0) = (2,1,—-1,0) = 6(2, 1,—-1,0) = <§, 5 —6,0) .
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d) Escolhendo um ponto de U, por exemplo (1,0, 2,0), temos que a distancia de (0,0, 1,0)
a U ¢ dada por:

>

d((0,0,1,0), 1) = | Py ((1,0,2,0) — (0,0, 1,0 = [Py (1,0,1,0)] = H (% % 1 0) H _

67
IIT (4 val.)
Temos:
T(xuyaz7w):(w+2$_y7_w+2y74y_2w)
Logo,
7(1,0,0,0) = (2,0,0), 7(0,1,0,0)=(—1,2,4),
7(0,0,1,0) = (0,0,0), 17(0,0,0,1)=(1,-1,-2),
e assim,
2 -1 0 1
M(T;B5B)=|10 2 0 —1
0 4 0 -2

b) Seja B = M(T;B%;B3). Uma vez que a matriz B representa T em relagiao as bases
canénicas B} e B2 de R* e R? respectivamente, temos:

N(T) = N(B):{(x,y,z,w)eR4:w:2y e $:_1y}:

= L({(—%,1,0,2),(0,0,1,0)}). 2

O conjunto {(—%, 1,0, 2) ,(0,0,1, 0)} ¢ uma base para N (T) pois gera N'(T') e é linearmente
independente. Logo, dim N (T') = 2. Como dim N (T') # 0 entao T nao é injectiva.
c) Seja B = M(T;B%;B3). Uma vez que a matriz B representa T' em relagdao as bases

canénicas B} e B2 de R* e R? respectivamente, temos:

onde C(B) ¢é o espago das colunas de B. Como

2 -1 0 1 2 -1 0 1
B=|0 20 -1 — 0 20 -1|=U,
0 4 0 —2 | 2tbsmlst g 90 0

o conjunto {(2,0,0),(—1,2,4)} é uma base para C (B) pois ¢ constituido pelas colunas de B
que correspondem as colunas de U’ que contém os pivots. Logo, o conjunto {(2,0,0), (—1,2,4)}
é uma base para Z(T'). Como dimZ(T) = 2 # 3 = dim R? entdo T nio é sobrejectiva.

d) A solugao geral da equagao T'(z,y, z,w) = (1, —2,—4) é dada por:

(Solugao particular de T'(z,y, z, w) = (1, =2, —4))+(Solucao geral de T'(z,y, z,w) = (0,0,0)).



O vector (0,—1,0,0) é uma solugao particular de T'(z,y, z,w) = (1,—2,—4). Logo, aten-
dendo & alinea anterior, a solugao geral de T'(z,y, z,w) = (1, =2, —4) é dada por:

1
(x,y,z,w)=(0,—1,0,0) + A\ (—5, 1,0,2) + A2(0,0,1,0), (com Ay, Ay € R).

Obs. Esta alinea podia ter sido resolvida directamente sem usar c).

IV (3 val.)

Seja Py o espaco linear de todos os polinémios reais de grau menor ou igual a 1, munido
das operacoes usuais. Sejam S; = {1 —2¢,t} e So = {1 +1¢,2 —t} duas bases (ordenadas)
de P;.

a) Determinando os valores de ay, as, ag, ay tais que

1+t=a1(1—2t)+ast

2—t:a3(1 —2t) —|—(Z4t,

g la a3z | |1 2
S1—=8 = QAo Ay N 3 3 '
b) Como as coordenadas de p(t) € P, em relagdo a base Sy sao dadas por (1,1), entao
usando a alinea anterior, as coordenadas de p(t) € P; em relagao a base S; sao dadas por

[HIHEH!

Obs. Esta alinea podia ter sido resolvida directamente sem usar a alinea anterior, uma vez
que sendo (1,1) as coordenadas de p(t) em relacdo & base Sy se tem desde logo:

vamos ter

pt) =1(1+1t)+1(2—1t)=3.
Bastaria entao determinar os valores de «, § tais que
3=a(l—2t)+ft

para termos as coordenadas («, 5) de p(t) em relagdo a base Sj.
c) Atendendo a alinea anterior temos:

W IN

_ 1 277" —1
SSQ—>S1 - (551—>52) = |: 3 3 :| = |: 1

E

Obs. Esta alinea podia ter sido resolvida directamente sem usar a alinea anterior, determi-
nando os valores de by, bs, b3, by tais que

1 =2t =bi(1+1t)+b2(2—1)

t=0bs(1+1t)+bs(2—1).
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Tendo-se assim,
b by | | -1
e[ 8][4 4]
V (3 val.)

Considere a transformacao linear 7' : R? — R? que em relacdo a base candnica de R3 é
representada pela matriz:

W= N

-1 0 0
A= 0 2 =2
0 2 -3

a) Os valores préprios sao os valores de A para os quais:

det(A — \I) =0.
Temos:
-1-Xx 0 0
det(A—AI) = det 0 2—-\ =2 =
0 2 —3—-A

= (1NN (-3 1) — (-2)2] =

= (1= +r-2).
Logo,

det(A— M) =0 (-1 -AN)N+A=-2)=(A=—1 ou A=1 ou A= -2).

Os valores proprios de T sao: —1,1 e —2.
O subespaco proprio associado ao valor préprio —1 ¢é dado por:

N(A = (=1I) = L({(1,0,0)}).
O subespaco proprio associado ao valor préprio 1 é dado por:
N(A=1)=L{(0,2,1)}).
O subespaco proprio associado ao valor préprio —2 é dado por:
N(A = (=2)1) = L({(0,1,2)}).

b) A matriz A do tipo 3 x 3 é diagonalizdvel uma vez que temos trés valores préprios
distintos. Com:

100

S=10 2 1

01 2

temos que a matriz ST AS é diagonal.
Obs. Na verdade:

-1 0 0
STAS=| 01 0
0 -2



c) A matriz A é invertivel uma vez que det A = 2 # 0. A entrada (1, 1) da matriz inversa
A1 ¢ dada por:

1y (cof A)T _ (cof A)y, =2 _
(A )11_ (T)H_T_T__l‘

VI (2 val.)
a) Seja A uma matriz do tipo n x n. Temos:
AP N = (A= AD)(AFL 4 AR2N o ANF2 L N,

Logo, se A é um valor préprio de A entdo A\¥ é um valor préprio de A*, onde k é um inteiro
positivo.

b) Seja A uma matriz nilpotente do tipo n x n. Temos entdo A' = 0 para algum inteiro
positivo I. Seja A um valor préprio de A. Pela alinea anterior, A\' é um valor préprio de Al
Como A! =0, temos:

0 = det(A" — N'T) = det(=\'T) = (—=1)"\.

Logo A = 0 e como tal, 0 é o tinico valor préprio de A.



