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a) Se a« =2 ou o= —3 entao car A, = 3. Se a # 2 e a # —3 entao car A, = 4. Sabe-se

que:

car A, +nul A, =4 (=n° de colunas de A,).

Logo, se « =2 ou a« = —3 entao nul A, = 1. Se a # 2 e a # —3 entao nul A, = 0.
A caracteristica de A, ¢é igual a dimensao do espaco das linhas de A, que por sua vez é
igual a dimensao do espaco das colunas de A,:

car A, = dim L(A,) = dim C(A,).

Logo, se @ =2 ou av = —3 entao dimC(A4,) = 3. Se o # 2 e a # —3 entdo dimC(A4,) = 4.
b) A, ¢ invertivel se e s se det A, # 0. Mas, det A, = (a + 3)(a — 2). Logo, A, é
invertivel se e s6 se a # 2 e a # —3. A entrada (2,2) da matriz inversa A_! é dada por:
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0
c) Paraa=-1 A, = 5
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Com Egl = 30 1
00O
1 00
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Com En =144 1 ¢
0101

1y [ (cof Aa)T _
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(cof Aq)qg B (a+3)(a—2) _q
0 1 —1
1 0 0
0 —1 0
-1 1 2
0 -1 01 —1
0 0 1 0 0
0 tem-se F51A_; = 0 02 _3
1 -1 -1 1 2
0 -1 01 —1
0 0 1 0 0
0 tem-se By B3 A = 0 0 2 _3
1 0 -1 0 3
-1 01 -1
010 0 ,
tem-se E42E41E31A_1 = 0 0 9 _3 = U .
0 00 3



Logo, com

1 000 -100 0 10 -1
0 100 : 01 00[]01 0
_ p—1p—1rp—-1 __ _ _
L=FEjgE; B, = 3 010 ecomo U = DU = 00 20 00 1
1 -1 0 1 0003|000 0
tem-se
A, =LDU
com
1 000 -100 0 10 -1 1
0 100 0100 01 0 0
=13 010" P 0020 °YTloo 1 2
1 -1 01 0003 00 0 1
d)

-1 012 -1 012 -1 0 1 2
A_| 0 100 . 0 100 . 0100 _,p
7 3 020 |8maLsezs | O 05 6| Lotfaora| 005 6|

—1 -1 1 2| Btha=la | 0 —1 0 0 0000

Base para C(A): {(-1,0,3,—1),(0,1,0,—1),(1,0,2,1)}, pois sdao as colunas de Ay que
correspondem as colunas de U’ que contém os pivots.

N (As) = {ueR*: Ayu=0}.

0100/ |ul , L
Ayu =0 < 00 5 6 s =0 (Método de eliminagao de Gauss).
00 0O Uy
—u; +us+ 2us =0 4
up =0 <:>{21:5_1L§4u
5U3+6U4:O 3= 4
Logo
4 6 4 6
N (Ap) = {(5“4707 —5U47U4) VNS R} = L({(S’O’_g’ 1)})
Base para N (4y): {(%,0,-2,1)}.
e)
—1 01 2 Uy 1
B 0 100 ul| o
Adu=be 1 a9 g |us | |2
111 2| | 1

Solugao geral de Asu = b ¢é igual a:

(Solugao particular de Ayu = b) + (Solucao geral de Ayu = 0).
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O vector (0,0, 1,0) é uma solucao particular de Asu = b. Logo, atendendo a alinea anterior,
a solucao geral de Ayu = é:

4 6
u=1(0,0,1,0) + )\(5,0, ——,1), (com X\ € R).
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Seja Py o espaco linear de todos os polinémios reais de grau menor ou igual a 2, munido
das operacgoes usuais.

Seja W = {ag + ait + ast? € Py : 2ag — a1 = 3as}.

a) W#0DeW C P,. Sejam u,v € W, A € R.

u = bo+b1t+b2t2 com 2b0 —bl :3b2; bo,bl,bg € R.

= co+ it +cot? com 2¢y — ¢ = 3co; ¢g, 1,00 € R.

Logo,
u+v="by+co+ (b +c1)t + (by + c2)t* € W,

pois 2(bg + o) — (b1 + ¢1) = 3(ba + ¢2). E
AU = \bg + ()\bl)t + ()\bg)t2 € W,

pois 2(Abg) — (Aby) = 3(Aby). Logo W é um subespago de P.
b) Seja ¢(t) € W. Tem-se entao:

q(t) = ag + (2ap — 3az)t + ast® = ag(1 + 2t) + ay(—3t +?), com ay,ay € R.

O conjunto S = {1 + 2t, —3t + t?} é uma base para W pois gera W e é linearmente inde-
pendente. Logo dim W = 2.
As coordenadas do vector p(t) = 3 + 2t? na base S sao (3,2) pois:

p(t) =3+ 2% = 3(1 + 2t) + 2(—3t + t%).

IIT (4 val.)

Considere os seguintes subespacos de R3:
U=1L ({(27 —1, 1)7 <_27 17 1)}) e V= {<Iay7 Z) S R?: 2 = _2y}

a) Temos:
2 -1 1] 2 -11
_2 1 1 Li+Lo—Lo 0 O 2 '

Logo, o conjunto {(2,—1,1),(0,0,2)} é uma base para U pois gera U e ¢ linearmente inde-
pendente. Logo, dim U = 2.
Uma base para V:
u=(x,y,2) € Veou=(-2y,y,2),

(—2y,vy,2) =y(—2,1,0) + 2(0,0,1), com y,z€R.

Logo,
V= {(—Qy,y,z) "y, z € R} =L ({(_27 170)7 (0707 1>}) :
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Uma base para V' pode ser entao: {(—2,1,0),(0,0,1)}, pois gera V' e é linearmente indepen-
dente. Logo, dimV = 2.
b) Por definicaio U +V = L(UUV). E

LWUUV)=L({(2-1,1),(0,0,2),(~2,1,0), (0,0,1)}).

Colocando os vectores do conjunto U UV como linhas de uma matriz A, temos U+V = L(A)
e:

2 —1 1 2 —1 1 2 —1 1

A 0 0 2 . 0 0 2 . 0 0 2
-2 1 0| y+2s—2s [ O 0 1 Lyt Ls—Ly 0 00

0 01 0 0 1] —lig4rs—ry [ O 0 0

Logo, {(2,—1,1),(0,0,2)} é uma base para U + V por serem as linhas nao nulas da matriz
em escada de linhas obtida de A através do método de eliminacdao de Gauss. Pelo que,
dim(U 4+ V) = 2. E como

dim(U NV) = dim U + dim V — dim(U + V),

tem-se dim(UNV) = 2.
Nota: Observe que neste exercicio concreto (grupo III) tem-se as seguintes igualdades:

U=V=UNV=UUV
as quais, em geral, nao acontecem.
IV (3 val)

a) Sejam V um espaco linear e S = {vy,v9,...,0,}.

(=) Suponhamos que S é uma base de V. Queremos provar que todo o vector de V se
escreve de maneira tinica como combinacao linear dos elementos de S. Assim, seja v um
vector qualquer de V. Como S é uma base de V', entao em particular gera V. Pelo que,
existem Ai, Ao, ..., A\, € R tais que

v = )\11)1 + )\21)2 + - )\nvn.
Suponhamos que também existiam piq, o, . . ., 4, € R tais que
U= fg U1+ fgU2 + -+ [y Un

Logo,
(A = pp)vr + (A2 = po)vz + -+ (A — 1)U = 0.

Como {vy, v, ...,v,} é um conjunto linearmente independente (por ser base), entao temos

)\1:M17)‘2::u27‘”7)‘n::un‘

Logo, conclui-se que todo o vector de V' se escreve de maneira tinica como combinagao linear
dos elementos de S.

(<) Suponhamos agora que todo o vector de V' se escreve de maneira tinica como com-
binagao linear dos elementos de S. Queremos provar que S = {vy, va,...,v,} é uma base de
V. Como todo o vector de V' se escreve como combinagao linear dos elementos de S, entao
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S gera V. Falta ver que S é linearmente independente. Assim, sejam Aq, Ao, ..., A\, € R tais
que
)\1’01 + )\2212 + -+ )\n'Un =0.

Como
0=0v; +0vy +---+ 0v,,

e uma vez que por hipétese todo o vector de V' se escreve de maneira tinica como combinagao
linear dos elementos de .S, conclui-se que

)\l:)\2::)\n:0

Logo, S = {vy,vq,...,v,} é uma base de V. Fica assim provada a equivaléncia referida na
questao.

b) Seja {v1, v} uma base de um espago linear U. Considere os vectores w; = avy + by
e wy = cvy + dvy, com a, b, c,d € R. Queremos provar que {w,wy} é também uma base de
U se e s6 se ad # be.

(<) Suponhamos que ad # be. Vejamos que {wq,ws} é uma base de U. Vamos comegar
por verificar que o conjunto {wy, ws} é linearmente independente. Sejam A1, Ay € R tais que

)\12U1 + )\Q’wg =0.
Queremos ver que \; = Ay = 0. Observe-se que

AMwy 4+ Aaws = Aj(avy + bvy) + Ao(cvy + dusg)
= (AMa+ Ac)vg + (Ab+ Aad)vs.

Logo,
AMwy + Awy =0 & ()\1a + )\20)111 + ()\16 + )\gd)vg =0.

Como o conjunto {vy, ve} é uma base de U, em particular é linearmente independente. Logo,

)\1a+)\202)\16+)\2d:0€R.

alln]=l )

A\ =0,

Isto é,

Ou seja,

onde A = | ¢ € , A= M e 0= 0 . Como ad # bc e det A = ad — be, entao
b d A2 0

det A # 0, isto é, A é invertivel e como tal:
ATTAN = A0 e
IN = 0&
A = 0.

Logo, Ay = Ay = 0 e deste modo o conjunto {wy,ws} é linearmente independente. Como
dim U = 2 e como wy, we sao dois vectores de U, linearmente independentes, entao conclui-se



que {wy,ws} é uma base de U (nao sendo necessario verificar se o conjunto {wy,ws} gera
U).
(=) Reciprocamente, se {wy, ws} é uma base de U, em particular é linearmente indepen-
dente, e como tal tem-se
A1w1+)\2w2 :0:>)\1 :)\220

Isto é, a equacao

AN =0,
a c A 0 -, ,
onde A = b d , A= \ e 0= 0 , tem como solucao tnica A = 0. O que é
2

equivalente a ter-se det A #£ 0, isto é, ad # be.



