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Resolucao Sumaria

1. Seja f(x + iy) = cos(x) ch(y) — isen(x)sh(y).
[1 val] (a) Mostre que f é analitica em C.

Res: Uma condigcdo necessaria para que f seja analitica em C é que verifique as
condi¢bes de Cauchy-Riemann em C. De facto, tem-se:

ou ov
= —sen(x)ch(y) = m
) 0
u dv
d_y = COS(X) Sh(y) = —a

Por outro lado, as fun¢des u, v : R2 — R, tdm derivadas parciais continuas em R? o
que conjuntamente com as condi¢des de Cauchy-Riemann garante que f = u+iv a
analitica em C.

[1 val] (b) Calcule Eﬁz\:l % dz.

Res: Pela alinea anterior, e atendendo a férmula integral de Cauchy para a 1> derivada,
temos que:

% f(2) 4z = 2mif'(0) = 2mi[ 22 + i%) (xy)=(0,0)

z|=1 Z?2
= 2mi[—sen(x) ch(y) — i cos(x) sh(y)](x.y)=(0.0)
= 27i[0 + 0i] = 0.

1

[1val.] 2. Calcule a série de Taylor de f(z) = +D(z+2)

em torno de zy = 1 e determine o seu
raio de convergéncia.

Res: Como
1 1 1

(z+1)(z+2) z+1 z+2

1 1 1 ] (z—1)"
i ey i T
L 2 E n=0
desenvolvimento valido para |z — 1| < 2, e, similarmente
1 [ 1 1 (z—1)"

1
212 3 Ey) — = e

desenvolvimento vélido para |z — 1| < 3, concluimos que o raio de convergéncia da série
pedida é 2 e esta é:
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(o] 1 ]
(z—|—1 )z +2) Z 3n+1](2_]‘)’ para |z — 1] < 2.

3. Considere a fungdo f(z) = definida em C\ {0, 1}.

1
z’(1 - 2)

(a) Determine o desenvolvimento de f em série de Laurent valido para 0 < |z| < 1.

Res: Tendo em conta que

(0.9}
:E Zn

para |z| < 1, logo se conclui que:

_2 . _
T Y e
n=
desenvolvimento valido para 0 < |z| < 1.

(b) Determine o desenvolvimento de f em série de Laurent valido para 1 < |z| < oo.

Res: Tendo em conta que

1 oz
_— = —Z ,
z’(1 - 2) 1-1
para z € C\{0}, o desenvolvimento pedido é
1 . 21 o —(n+3)
22(1 — z) = ‘7 o ZZ

para || <1=|z| > 1.
(c) Utilize os resultados das alineas anteriores para calcular

51%:2 f(z) dz.

Res: O desenvolvimento obtido na alinea 3.b) é valido para 1 < |z| < oo e o contorno
C = {|z| = 2} esta contido nessa regido (onde fé analitica). Os coeficientes desse
desenvolvimento sao dados por:

1 f(z)
n - ~ - -1 d 1
? 27r//cz”+1 ‘
para n € 7.

Em particular, o coeficiente a_; da série calculada em 3.b) da-nos ( a menos de 27/)
o valor do integral pedido. Mas, como a_; = 0, concluimos que 9%2|=2 f(z) dz = 0.

4. Seja g a curva fechada que limita o semicirculo
Dr={z=pe 0<p<RO<LO<7}

de raio R > 2, percorrida no sentido positivo.

[1

[1

[1



[2 val ]

[1 val]

(a)

(b)
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yg dz
e (224 4)2

Res: A fungdo integranda f tem duas singularidades (z = —2/,z = 2/). Como R > 2
a singularidade z = 2/ esta contida na regido delimitada por vr e consequentemente,
pelo Teorema dos residuos:

dz

———— =2mires f(z = 2i).

b
TR

Uma vez que 1/f = (22 +4)? = (z + 2i)*(z — 2i)? tem zero duplo em z = 2/ segue
que f tem um pédlo duplo em z = 2/ e portanto

Calcule o integral

d
Res f(z = 2i) = ZIL)rr;, E[(Z - 2i)2f(z)0 =5

yg dz o
e (2244216

© dx
—— dx.
/0 (x2+ 42

Res: Atendendo ao facto de termos uma integranda par,

/°° dx dx — 1/+°° dx dx
o (x2+4)2 2 oo (X244)2

Seja Cr = {z = Re’ 0 < § < 7}, percorrida no sentido positivo. Podemos ent3o

escrever:
/ dz _/ dz +/ dz o
W@ o @, @ 16

para qualquer R > 2. Como

dz
lim ——— =0,
R—+oo |, (22 + 4)2
uma vez que a integranda é uma funcao racional e o grau do polinémio do denomi-
nador (4) é maior ou igual que o grau do polinémio do numerador (0) mais 2, temos,

passando ao limite na igualdade acima e tendo em conta a definicdo de integral
impréprio, que

Ent3o,

Calcule o integral real

/OO dx dx. — 1
o (erar T T3

5. Seja £ uma vizinhanca de 0, e seja f: Q — C uma fungdo analitica com um zero de
ordem 3 em z = 0. Mostre que, para 0 suficientemente pequeno, se tem

y%:&%:7”.(2(g’(0));—(é>’)”(0)g(0)>

onde g(z) = f(2)/2>.
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Res: Uma vez que f tem um zero de ordem 3 em z = 0, é claro que % tem nesse ponto
uma singularidade isolada, mais precisamente um pélo de ordem 3.

Seja 6 > 0 suficientemente pequeno por forma a que z = 0 seja a (nica singularidade
de % contida no disco {z € C : |z| = 6}. Entdo pelo Teorema dos residuos temos que

dz 1
—— = 2mi Res (=) ,—9.
y|§z|—5 f(z) (f) °

Atendendo ao facto de z = 0 ser um pdlo de ordem 3 de % concluimos que
y§ 9 i him = riim Y
21=s f(2) 21 70 dz2" f z—0 dz?'g
Derivando duas vezes é e passando ao limite quando z — 0 (e tendo em conta que
esta derivada é continua), obtemos imediatamente o resultado.



