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Resolução Sumária

1. Seja f (x + iy) = cos(x) ch(y)− i sen(x) sh(y).

(a) Mostre que f é anaĺıtica em C.[1 val.]

Res: Uma condição necessária para que f seja anaĺıtica em C é que verifique as
condições de Cauchy-Riemann em C. De facto, tem-se:

∂u

dx
= − sen(x) ch(y) =

∂v

dy
,

e
∂u

dy
= cos(x) sh(y) = −dv

dx
.

Por outro lado, as funções u, v : R2 → R, têm derivadas parciais cont́ınuas em R2 o
que conjuntamente com as condições de Cauchy-Riemann garante que f = u + iv á
anaĺıtica em C.

(b) Calcule
�
|z|=1

f (z)
z2 dz .[1 val.]

Res: Pela aĺınea anterior, e atendendo à fórmula integral de Cauchy para a 1� derivada,
temos que:

�
|z|=1

f (z)
z2 dz = 2πif ′(0) = 2πi [∂u

dx
+ i dv

dx
](x ,y)=(0,0)

= 2πi [− sen(x) ch(y)− i cos(x) sh(y)](x ,y)=(0,0)

= 2πi [0 + 0i ] = 0.

2. Calcule a série de Taylor de f (z) =
1

(z + 1)(z + 2)
em torno de z0 = 1 e determine o seu[1 val.]

raio de convergência.

Res: Como
1

(z + 1)(z + 2)
=

1

z + 1
− 1

z + 2
,

e

1

z + 1
=

1

2

[
1

1− (−( z−1
2

))

]
=

∞∑
n=0

(−1)n (z − 1)n

2n+1
,

desenvolvimento válido para |z − 1| < 2, e, similarmente

1

z + 2
=

1

3

[
1

1− (−( z−1
3

))

]
=

∞∑
n=0

(−1)n (z − 1)n

3n+1
,

desenvolvimento válido para |z − 1| < 3, conclúımos que o raio de convergência da série
pedida é 2 e esta é:
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1

(z + 1)(z + 2)
=

∞∑
n=0

(−1)n[
1

2n + 1
− 1

3n+1
](z − 1)n, para |z − 1| < 2.

3. Considere a função f (z) =
1

z2(1− z)
definida em C \ {0, 1}.

(a) Determine o desenvolvimento de f em série de Laurent válido para 0 < |z | < 1. [1 val.]

Res: Tendo em conta que

1

1− z
=

∞∑
n=0

zn

para |z | < 1, logo se conclui que:

1

z2(1− z)
= z−2

∞∑
n=0

zn =
∞∑

n=0

zn−2,

desenvolvimento válido para 0 < |z | < 1.

(b) Determine o desenvolvimento de f em série de Laurent válido para 1 < |z | < ∞. [1 val.]

Res: Tendo em conta que

1

z2(1− z)
= −z−2

1
z

1− 1
z

,

para z ∈ C\{0}, o desenvolvimento pedido é

1

z2(1− z)
= −z−2 1

z

∞∑
n=0

1

zn
= −

∞∑
n=0

z−(n+3),

para |1
z
| < 1 ≡ |z | > 1.

(c) Utilize os resultados das aĺıneas anteriores para calcular [1 val.]‰
|z|=2

f (z) dz .

Res: O desenvolvimento obtido na aĺınea 3.b) é válido para 1 < |z | < ∞ e o contorno
C = {|z | = 2} está contido nessa região (onde f é anaĺıtica). Os coeficientes desse
desenvolvimento são dados por:

an =
1

2πi

ˆ
C

f (z)

zn+1
dz ,

para n ∈ Z.
Em particular, o coeficiente a−1 da série calculada em 3.b) dá-nos ( a menos de 2πi)
o valor do integral pedido. Mas, como a−1 = 0, conclúımos que

�
|z|=2

f (z) dz = 0.

4. Seja γR a curva fechada que limita o semićırculo

DR = {z = ρe iθ : 0 ≤ ρ ≤ R , 0 ≤ θ ≤ π},

de raio R > 2, percorrida no sentido positivo.
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(a) Calcule o integral [1 val.]‰
γR

dz

(z2 + 4)2
.

Res: A função integranda f tem duas singularidades (z = −2i , z = 2i). Como R > 2
a singularidade z = 2i está contida na região delimitada por γR e consequentemente,
pelo Teorema dos residuos:‰

γR

dz

(z2 + 4)2
= 2πi res f (z = 2i).

Uma vez que 1/f = (z2 + 4)2 = (z + 2i)2(z − 2i)2 tem zero duplo em z = 2i segue
que f tem um pólo duplo em z = 2i e portanto

Res f (z = 2i) = lim
z→2i

d

dz
[(z − 2i)2f (z)0 =

2

43i
.

Então, ‰
γR

dz

(z2 + 4)2
=

π

16
.

(b) Calcule o integral real[2 val.] ˆ ∞

0

dx

(x2 + 4)2
dx .

Res: Atendendo ao facto de termos uma integranda par,ˆ ∞

0

dx

(x2 + 4)2
dx =

1

2

ˆ +∞

−∞

dx

(x2 + 4)2
dx .

Seja CR = {z = Re iθ 0 ≤ θ ≤ π}, percorrida no sentido positivo. Podemos então
escrever:

ˆ
γR

dz

(z2 + 4)2
=

ˆ
CR

dz

(z2 + 4)2
+

ˆ
IR

dz

(z2 + 4)2
=

π

16
.

para qualquer R > 2. Como

lim
R→+∞

ˆ
CR

dz

(z2 + 4)2
= 0,

uma vez que a integranda é uma função racional e o grau do polinómio do denomi-
nador (4) é maior ou igual que o grau do polinómio do numerador (0) mais 2, temos,
passando ao limite na igualdade acima e tendo em conta a definição de integral
impróprio, que

ˆ ∞

0

dx

(x2 + 4)2
dx . =

1

32
.

5. Seja Ω uma vizinhança de 0, e seja f : Ω → C uma função anaĺıtica com um zero de[1 val.]
ordem 3 em z = 0. Mostre que, para δ suficientemente pequeno, se tem‰

|z|=δ

dz

f (z)
= πi

(
2(g ′(0))2 − g ′′(0)g(0)

g 3(0)

)
onde g(z) = f (z)/z3.
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Res: Uma vez que f tem um zero de ordem 3 em z = 0, é claro que 1
f

tem nesse ponto
uma singularidade isolada, mais precisamente um pólo de ordem 3.

Seja δ > 0 suficientemente pequeno por forma a que z = 0 seja a única singularidade
de 1

f
contida no disco {z ∈ C : |z | = δ}. Então pelo Teorema dos reśıduos temos que

‰
|z|=δ

dz

f (z)
= 2πi Res (

1

f
)z=0.

Atendendo ao facto de z = 0 ser um pólo de ordem 3 de 1
f
, conclúımos que‰

|z|=δ

dz

f (z)
= 2πi

1

2!
lim
z→0

d2

dz2
[
z3

f
] = πi lim

z→0

d2

dz2
[
1

g
].

Derivando duas vezes 1
g

e passando ao limite quando z → 0 (e tendo em conta que

esta derivada é cont́ınua), obtemos imediatamente o resultado.


