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1. (2.5) Seja C uma categoria e sejam X,Y € Ob(C). Um produto de X,Y em C
é um triplo (Z,p,q) € Ob(C) x hom(Z, X) x hom(Z,Y") tal que: VIV € Ob(C),
Y(f,g) € hom(W, X) x hom(W,Y') existe um dnico morfismo h € hom(W, Z) que
faz comutar o seguinte diagrama.
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Mostre que, se (Z,p,q), (Z',p',q') sdo produtos de X, Y, entdo Z = 7.

2. (5.0) Indique se as afirmagdes seguintes sdo verdadeiras ou falsas. Para as que
forem falsas indique um contra-exemplo.

(a) O quociente de médulos ciclicos é ciclico;

(b) Se M, N e L sdo A-mdédulos, entdo os grupos abelianos homy(M @ N, L) e
hom (M, L) x hom4 (N, L) sdo isomorfos;

(c) Se L é livre, toda a sucessdo exacta de A-médulos 0 — M — N — L — 0 se
cinde.

(d) Todo o médulo sobre um dominio de ideais principais é uma soma directa de
mddulos ciclicos;

(e) Todo o médulo livre de tor¢do é submddulo de um mdédulo livre;

3. (4.0) Usando diagonalizagdo de matrizes com entradas em C[z], calcule a forma

candnica de Jordan de A = (2 %1 %) :

4. Seja D um dominio integral com corpo de fracgdes K = Frac(D) e M um
D-médulo. Seja N o quociente de M x (D —{0})) pela seguinte relacdo de
equivaléncia: (v,d) ~ (v',d") & Jgep—_{oyd”(dv’ — d'v) = 0. Designando a classe
de equivaléncia de (v, d) por [v,d], definem-se as seguintes operacdes N x N — e
K xN — N:

o [v1,d] + [v2, do] = [dov1 + dyv2, dids];

[ %[Ul,dl] = [cwl,bdl].



onde v; € M,d;, € D—{0}, ¢ € K. Estas operagdes estao bem definidas e definem
uma estrutura de K-espaco vectorial em V.

(a) (1.5) Determine o nicleo do D-homomorfismo ¢: M — N definido por
¢(v) = [v, 1].
(b) (3.0) Mostre que N = M ®p K.

. (4.0) Seja A um anel e M um A-médulo. Diz-se que M é simples se ndo tem
submédulos préprios ndo triviais. Diz-se que M é semi-simples se M = @,_, M;
com M; simples. Mostre que, se M ¢é semi-simples, todo o submédulo N C M
tem um complemento.



