Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccdo de Algebra e Analise

Resolucdo do 2° Teste de Algebra

20 de Dezembro de 2004
LMAC e MMA

1. (a) Dadoz € G, temos G, ={g € G | grg ' =z} = {g € G| g = zg} = Ci(x).
(b) Seja G = Sy4. De acordo com a alinea anterior, o niimero de elementos de G que comutam
com « é
G| 24

1= 10,1 = owE aes, aney

2. (a) Notando que

SLo(Fp) ={(2Yy ) [a€F), bc€Fpd=E311{(2% ) |bceF),c=—3,deF,},
vem |SLa(Fp)| = (p — 1)p* +p(p — 1)* = p(p — 1)(p + 1).

(b) Pela alinea anterior, | SLa(FF3)| = 24. Seja n o ndmero de 3-subgrupos de Sylow de SLy(F3).
Dos teoremas de Sylow, segue n | 8 e n = 1 mod 3; ou sejan = 1 ou n = 4. Como
{(L9)|ceFs} e {(}%)|beFs} sdo subgrupos distintos de SLy(F3), com ordem 3,
concluimos que n = 4.

3. (a) Recorde-se que a série central inferior de G, {C*(G)}r>0, é definida recursivamente por:
CYG) := G, C*(Q) := (G,C*(@)). Um grupo G diz-se nilpotente se existe n € N tal
que C"(G) = {1}.
(b) Seja n € N tal que C™(H) = {1}. Como H < C(G), temos H <1 G e portanto G/H é um
grupo. Seja m: G — G/H a projeccio. Pelas propriedades dos comutadores, 7(C™(G)) =
C"(H) = {1}, o que implica 7(C"(GQ)) < kerm = H < C(G). Donde C"*(G) =
(G,C™"(G@)) < (G,C(GQ)) = {1} e portanto G ¢ nilpotente.

4. Note-se que = = 0 n3o é solucdo para nenhuma das equacdes, portanto basta contar as solucGes
xz € F§| := (Fs1 — {0}, - ). Recorde-se que Fg; = Zgy. Seja 7 € F, um gerador.

(a) Como |FZ|| = 80, temos 28 =1, Vz € F, . Concluimos que 280 — 1 = 0 tem 80 solu¢des
distintas.
(b) Como char(Fg;) = 3, temos 2%t — 1 = (z — 1)3!. Logo 28! — 1 = 0 tem uma (nica solug3o.

(c) ComoFy, = Zgg, temos 225 —1 =0« 2°~1 =0 & z € (167) = Zs. Portanto, 28 -1 =10
tem 5 solucdes distintas.

27

OP1. Sejamw =€

e G = Cal(E/Q).
(a) Uma vez que as raizes de f(z) sdo v/2w?, j =0,...4, temos E = Q(+/2,w), o implica
[Q(V2):Q[[E:Q A [Qw): Q| [E:Q] A [E: Q] <[Q(V2): QQw): Q] (1)
Aplicando o critério de Eisenstein, concluimos que f(z) e g(z) := (z® —1)/(x — 1) sdo
irredutiveis em Q[z]. Como f(V/2) = g(w) =0, vem [Q(V/2) : Q] =5 e [Q(w) : Q] = 4.

As relagdes (1) implicam [E : Q] = 20 e portanto |G| = [E : Q] = 20, visto que E/Q é
um extensdo decomposicdo de um polindmio separavel.

INo caso de g(z) é também necessério usar a mudanca de varidvel z — x + 1



(b) Sejam H; = Gal(E/Q(w)) < G, Hy = Gal(E/Q(+/2)) < G. Pelo Teorema de Galois,
temos [G : Hy] = [Q(w) : Q] =4 e [G : Ha] = [Q(V/2) : Q] = 5. Portanto, H; N Hy =
{1} € G = HyH,. Das igualdades deg(f(x)) = [E : Q(w)], deg(g(x)) = [E : Q(¥/2)
segue que f(z), g(x) sdo irredutiveis em Q(w)[z] e Q(+v/2)[z] respectivamente; logo

existem o € H; e v € H, tais que o(V/2) = v/2w e v(w) = w?. Por iteracdo, obtemos

V(D =V2 4w =

o7 (¥V/2) = V2w, ol (w)
Em particular, o, v sdo geradores para Hy; = Z5 e Hy = 74, respectivamente. Obtemos
também vo = 027, pois E = Q(v/2,w) e

[l
€ &

oW = @ =0 Ww)

vo(V2) = V2w? = o*y(V2).
Concluimos que G é gerado por o e v com relacdes:
vo =0y, o°=1, ~*=1.

OP2. Sejam H; = Gal(E/F1) e Hy = Gal(E/Fy). As extensdes Fy/k e Fy/k sdo de Galois, logo
sdo normais. Portanto H; < G e G/H; = Gal(F;/k), i = 1,2. Como Gal(F;/k) é abeliano,
segue das propriedades do grupo derivado que D(G) < H;, i = 1,2. Assim, D(G) < Hy N Hs.
Aplicando a correspondéncia de Galois a igualdade F = F}F5, obtemos H; N Hy = {1}.
Concluimos que D(G) = {1}, ou seja, G é abeliano.



