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1. Consideremos a acgdo de G em G por conjugagdo. Sejam Oy, = 1,...,n as érbitas com mais
que um elemento. Temos p | |Oy, | pois |Oy,| = (G : Gy,), G é um p-grupo e G4, # G. Notando
que os elementos de C(G) sdo precisamente aqueles cujas érbitas tém um sé elemento, obtemos

G=C(G)I00O, I---110O,,.
Assim,
Gl = 1C(G) +|0g, [ + -+ + 10,1,
o que implica p | |C(G)| e portanto C(G) # {1}.
2. Seja n o nimero de subgrupos de ordem 7 de G. Ou seja, n é o nimero de subgrupos de Sylow
para o primo 7. Pelos Teoremas de Sylow, sabemos que n |24 e n = 1( mod 7). Logon =1 ou

n = 8. Sen =1, o lnico subgrupo de ordem 7 seria normal, o que é impossivel pois G é simples.
Concluimos que n = 8.

Um elemento g € G tem ordem 7 sse |[(g)| = 7. Sejam H;, i = 1,...,8 os subgrupos de ordem
7. Como H; N H; = {e}, i # j, e cada H; tem 6 elementos de ordem 7, concluimos que G tem
48 = 6 x 8 elementos de ordem 7.

3. (a) A férmula é vélida para ¢ = 0. Supondo que é vélida para i vem

i+1

yr = ya:ia: = a:3iya: = x3(i+1)y.

Portanto a férmula é valida para i > 0. Para ¢ < 0, vem
Yzt = yo=3 = 2%y = (%) "%y = (2= )Yy = 2%y,
(b) Usando a férmula de (a), obtemos
(z'y,27y) = ya~'ya Tatyaly =y a0 ady
_ 8(=)  g20-d),
3i_ 2

(ajz, arjy) =ax 'y latrdy=ax""x x

Notando que (2%, 27) = 1, concluimos que C*(GQ) = (G, G) = (x?).

(c) Como (2%,y) = 1 temos 2? € C(G). Logo C*(G) = (G, (x?)) = {1}. Portanto, G ¢é
nilpotente com classe de nilpoténcia 2.

4. Seja o € D — {0}. Visto que E/k é algébrica, o é algébrico sobre k e portanto k(a) = k[a] C D
(pois D é um subanel). Em particular, =1 € D. Concluimos que D é um subcorpo de E.

De forma mais explicita: Seja f(z) = 2™ + Y ., a;a" " € k[z] o polinémio minimo de a. Por
definicdo de f temos a,, # 0 e f(a) =0, logo

n—1
at=—a' "+ E a;a" ') € D,
i=1

pois D é um subanel de E tal que D D k > a; !



5. O polinémio f(x) = 22 + x + 1 € Fa[z] é irredutivel pois n3o tem raizes (e tem grau 2). Logo
k = Fa[x]/(f(x)) é um corpo com 4 elementos. Seja r = x + (f(x)). Entdo k = {1,r} é uma
base para k como espaco vectorial sobre 5. Isto determina a tabela de adicdo. A tabela de
multiplicacdo de k é determinada pela relacdo r? = r + 1:

+ 0 1 r 147 X 0 1 r 147
0 0 1 r 1+7r 0 0 0 0 0
1 1 0 1+7r r 1 0 1 r 1+r
T r 1+7r 0 1 T 0 r 147 1
14+r|14r T 1 0 1+7r (0| 1+7r 1 T

6. As raizes de f(z) = 2% —7em Csdoré', 0<i <5 onder=+Tef= e, portanto o corpo
de decomposicio de f é Q(r,£). A ordem do grupo de Galois de f é

G¢l = [Q(r,¢) - Q] = [Q(r) : QI[Q(r, &) : Q(r)]-

Pelo critério de Eisenstein, f é irredutivel; logo [Q(r) : Q] = 6. Como & € raiz de g(x) = 23_:11 =

2 —x+1e&¢Q(r) (pois £ ¢ R), temos [Q(r, &) : Q(r)] = 2. Concluimos que |G| = 12.

7. Recorde-se que G = Hy x Hy sse (i) G = H1Hy, (i) H; <G, i = 1,2, e (iii)) Hy N Hy = {1}.
Pelo teorema de Galois, vem

() HHH; =G & Ehi: = p o N E: = & PN Fy = k;
(i) H;<G < F;/k é de Galois, i = 1,2;
(i) HyNHy = {1} & EMH: = f o I EH: = F & P\ F, = .

Portanto, G = H; x Hs.



