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Resolucao

1. Integrando primeiro em ordem a y e depois em ordem a x temos

1 2x
//f = // yx dydr =
D 0 Jz2
1 5
_ 3_ T _5
= /0 (2:L‘ 2>dx—12.

2. (a) A expressdo para o volume de V' é dada por

1 1 (2—2)2—y2 2—2 (2—2)2—y2
/ / / dx | dy —|—/ / dx | dy | dz
0 0 V1-y2 1 0
(b) A resposta ¢, utilizando coordenadas cilindricas,
w/2 2 2—p
/ flz,y, z)dxdydz = / </ </ p? cos(6)sen (9)2d2> pdp) de
1% 0 1 0
w/2 2
= / cos(#)sen (A)db </ pt2 - p)dp>
0 1

= (9)] -

3. (a) Temos que
Ofo=0afr = (v = 2*)/ (" + y*)"; Oofs = Osfo = 05 D1 f3 = Oy fr = 0.

Portanto f é fechado.

(b) O trabalho de f ao longo de uma circunferéncia horizontal que dé a volta ao eixo dos
z ndo é zero pelo que f ndo é um gradiente. Basta tomar () = (cos(#),sen (0),0)
para obter ¢ fda =27 # 0.

(c) Separemos f = g+ h onde g(z,y,2) = (wz%yg, ﬁ,O) e h(z,y,z2) = (z,y, 7).

O arco de circunferéncia, chamemos-lhe v, em quest3o estd contido no plano vertical
x = 0. Ora, o campo g é perpendicular a este plano porque g(0,y,z) = (—1/y,0,0).
Logo o trabalho de g é nulo ao longo do arco de circunferéncia pretendido.

Por outro lado, h é claramente um gradiente em R? com h(z,y, z) = Vé(x,vy,2) e
d(z,y,2) = (2* +y*)/2+ 2°/3.

Os pontos inicial e final do arco de circunferéncia percorrido no sentido crescente dos
2z s30 respectivamente (0,v/3, —1) e (0,1/3,1). Logo temos o trabalho,

/fz/h:¢(0,x/§,1)—¢(o,\/§,—1):g.



4. A drea do rectangulo é dada pela fungdo f(x,y) = 4xy. Devemos por isso determinar
o méaximo de f sujeito a restricio 2% + 4y?> = 1. Como f é continua e {(z,y) €
R? : 22 + 4y? = 1} é compacto, o problema tem solugdo. Aplicando o método dos
multiplicadores de Lagrange, e atendendo a que x = y = 0 n3o ¢ solucdo do sistema,
vem

dy 42z =
2\ 4

dr+ 8y = =0 A==£1.
4 8A

Resolvendo as primeiras equa¢des para A = +1 obtemos z = +2y. Substituindo na
dltima equacdo vem

oe{(a) (o2e)- Crat) ()

Como \f(j:%,:tﬁﬂ = 1 concluimos que o maior rectdngulo inscrito na elipse tem
area 1.

5. (a) Seja G(w,y,2) =y + 2% + 22 — 4. Temos
S={(z,y,2) € 5: (x,y,2) =0, 0 <y <3},

e DG(1,2,1) = (2 1 2) # (0 0 0). Logo o espago normal no ponto

(T,S)" = {(2\, \,20) : A € R}.
(b) (i) Sejam Py e Ps as superficies planas definidas por

PO :{(.’L’,y,Z)€R3:x2+22<47y:0}
Pl:{(:p?ywz)6R33$2+22<17y:3}

e seja n a normal unitaria exterior ao sélido V' limitado por S U Py U P; . Pelo
teorema da divergéncia, temos

[[xns [[ ons [[ monn [[[vm-0

pois V-F =0. Ora, temos F-n =0, em Py, e F-n =3, em P, logo

//SF.n:_//Plg:_?’VOb(Pl):—37r.

(i) Consideremos a parametrizacdo g(p,0) = (pcos@,4 — p?,psenf), (p,0) €
11,2[x]0, 27[, para S. Temos
€1 €2 €3
dg 0
879) X a—‘g = cosf —2p send | = (—2p*cost,—p, —2p*send).
—psend 0 pcos6



Como esta normal aponta para o interior do sélido V', vem

J[Fn-

2 2m
= / </ (p2 sen® 6,4 — p*,2pcosh — psen 0) : (2p2 cosf, p, 2p* sen 9) d@) dp
1 0

2 2T
_ / (/ (4p — o — 20° sen2 ) d9> dp
1 0

'
=27 [2p2 — ]
2 1

= 3.

(iii) Pretendemos agora aplicar o teorema de Stokes para calcular o fluxo do campo
vectorial F. Recorde-se que V - F = 0. Como F estd definido em R3, que é
um conjunto em estrela, concluimos que F é um campo rotacional. Se A é um
potencial vector para F, i.e., se F = V x A, entdo devemos ter

0As DA, 2

dy 9z~

0A1 _ 0As __

0z or Y

0As  0A1 __ _
r T oy =2r—z

Como ¢é sabido, o facto de o potencial vector estar definido a menos de um
gradiente permite-nos sempre supor que uma das componentes deste se anula.
Escolhemos por exemplo A; = 0. Ent3o obtemos

s = —y Az =—zy+ f(y,2)
%:2:2—2 S Ay =22 — 22+ g(y, 2)
0A3 04y _ .2 ﬂ_@zzz

dy 0z oy 0z

Portanto podemos por exemplo escolher g = 0 e f = yz2. Um potencial vector
para F' é entdo
A = (0,22 — zz,y2° — xy).

Aplicando o teorema de Stokes, vem

//F-n://VXA-n: A - dao,
S S a8

onde o é um caminho que percorre 0S no sentido compativel com a normal
exterior n, e V x A representa o rotacional de A. Ora,

05 =C1U(Cy
:{(x,y,z)€R3::1:2+z2:4, yzO}U{(w,y,z)€R3:x2—|—z2:1, y=3},

pelo que « percorre Cy no sentido positivo e C; no sentido negativo, em relacdo



a um observador no ponto (0,4,0). Assim, temos
2
A-do :/ (0,4cos*t —4costsent,0) - (—2sent, 0, —2cost)dt
oS 0

27
+/ (0,cos?t —sentcost,3sen’t — 3cost) - (—sent,0,cost)dt
0

2
= —/ 3cos? tdt
0
= — 3m.
6. As funces
sen(12+y2/4+22) 2, 32 9
_— 7 ara (z,y,z) :x°+ 4 <n
fuleyny = ey PR n) e (1
0 para (z,y,2) : #2 + 4 > n?

sdo, para todo o n, continuas num compacto e zero fora do compacto pelo que sao
integraveis em D. Por outro lado a sucessdo {f,} converge para f em toda a parte
em D. A sucessdo ndo é no entanto mondtona qtp em D pelo que tentaremos aplicar
o teorema de convergéncia dominada de Lebesgue. Para h(zx,y,z) = m temos
|fx] < h,Vk € N, em D. Para mostrar a integrabilidade de f falta mostrar que h é
integravel. Consideremos a sucessdo {hy} de fungdes integriveis construida de forma
analoga a (1)

1
hn(xvyvz) - [x2+y2/4}2

| /\
[\’)

para (z,y,2) : a* +
_|_

M‘d NS
l\.')

para (z,y,2) : x

Esta sucessdo é mondtona crescente e converge em toda a parte em D para h. Para
mostrar, pelo teorema de convergéncia monétona de Levi, que h é integravel falta mostrar
que a sucessao numérica {fffD hi} € majorada. Fazendo a transformacdo de coordenadas

x = pcos(h)
g : y = 2psen(d)
z = z

com det(Dg) = 2p temos

///hk_/ /Qﬂ/ —2p dpdfdz = 87 (—k><47r VEEN.

Assim h é integravel e portanto f também é integravel em D. Por outro lado

JJ n= g [[] = i as (1= ) =10

e, uma vez que |f| < h em D, temos | [[[, f| < [[[p1fl < [[[ph = 4m. Logo, o
integral | [[[,, f| é majorado por 4.



