62 Série de problemas de Geometria Algébrica
ENTREGAR 4 PROBLEMAS EM 23/5/2001

1. (Feixe Hom) Sejam F e G feixes abelianos em X. Note que, para cada aberto U C X,
o conjunto hom(F|y, G|v), de morfismos de feixes abelianos em U, tem uma estrutura
natural de grupo abeliano. Mostre que a correspondéncia U +— hom(F|y, G|y) define
um feixe abeliano em X. Este feixe é designado por feixe dos homomorfismos locais
de F em G e é denotado por Hom(F,G).

2. Mostre que, para cada aberto U de um espaco topoldgico X, o functor I'(U, —) é um
functor exacto a esquerda, da categoria dos feixes abelianos em X na categoria grupos
abelianos. Ou seja, se

0O—-F—-G—H

é uma sucessdo exacta de feixes abelianos em X, ent3o
0—-TUF)—-TI(UG) —T(UH)
€ uma sucessao exacta de grupos abelianos.

3. Mostre que uma sucessio de feixes abelianos em X

Yi—1 ®s Pit+1
o Fi—F — Fiq1 ——

¢ exacta se e s6 a correspondente sucessdo ao nivel das fibras

Pi—1,x Pi,x Pi+l,x
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"'-Fi—l,az fi,x

é exacta, para todo z € X.

4. (Produtos exteriores e determinantes) Seja (X, Ox) um espago com fun¢des e seja M
um Ox-mddulo. Define-se a algebra exterior de M como o feixe associado ao pré-
feixe U — A M(U). Este feixe é denotado por \ M. Note que A\ M é um feixe de
Ox-algebras graduadas (i.e. para cada U, o conjunto A M(U) é uma Ox (U)-algebra
graduada e esta estrutura é compativel com as aplicagdes de restricdo). O subfeixe dos
elementos de grau d de \ M ¢ denotado por A? M. Suponhamos agora que G é um
Ox-mddulo localmente livre de caracteristica finita . Entdo define-se detG = /\T g.
Mostre que

(a) para cada d, A*G é um Ox-médulo localmente livre de caracteristica () (em
particular det G é um Ox-médulo invertivel);

(b) se 0 - F — G — H — 0 é uma sucessdo exacta de Ox-mddulos localmente
livres, entdo
detG ~ det F ®p, det'H,

onde F ®o, H é o produto tensorial O x-mddulos, que é o feixe associado ao
pré-feixe U — G(U) @0 () H(U).

5. Seja X = Spec(A). Mostre que, para todo z € X, Ox y =~ Ay, ondem, C Aéo
ideal maximal das fungdes regulares em X que se anulam em .



6. Seja A um anel e M um A-médulo. Mostre que

(a) se S C A um conjunto multiplicativo, entdo Mg ~ M ®4 Ag;

(b) se f € A, entdo M(y) =~ colim;ey M;, onde M; = M e o colimite é tomado em

relacdo as aplicacBes Fz'i+1 : M; — M, definidas por Fl-iﬂ(m) =f-m.

Nota: recorde que M sy denota a localizagdo de M no conjunto multiplicativo
S={f"|1e N}



