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1 Introducao

1.1 Motivagao do Calculo Integral em R e definicao de integral

Suponhamos que pretendemos calcular dreas de figuras planas. Por exemplo, como calcular a drea de
um circulo de raio 7 (r > 0)? Estabelecamos desde ji que as dreas com que trabalharemos aqui serdo
tipicamente areas delimitadas por graficos de fungoes, pelo eixo dos X X e por rectas verticais - ou outras
areas obtidas & custa de tais dreas. Assim sendo abordemos novamente o cédlculo da drea do circulo.
Escolhendo eixos, este é dado pela expressio z2 + y? = r2. Mas esta ndao é uma funcdo. Para tal
escrevemos y & custa de z obtendo as fungdes fi(z) = +v/r? —22. Escolhendo a fungdo f, a érea
pretendida é o dobro da drea da figura abaixo do grafico de f e acima do eixo dos X X.

Pretendemos, entao, construir um objecto matematico que, dados uma funcao f, para ja positiva e
um intervalo [a, b], contido no dominio de f, lhes associa a drea delimitada pelo grafico de f, pelo eixo

dos X X e pelas rectas de equagao z = a e x = b.
Exemplo 1.1 (Elementar)

Considere-se a fungio constante f(z) = ¢ (¢ > 0), para todo o x em [a,b] (a < b). Qual é a drea da
figura plana delimitada pelo gréafico desta funcao f, pelo eixo dos X X e pelas rectas de equacao x = a
e x = b? Claramente essa drea é ¢(b — a) e é isso que o tal objecto matemdtico nos deve fornecer neste
caso particular.

f(x)

Figure 1: Area delimitada pela funcao constante, pelo eixo dos XX e pelas rectas verticaisx =aex =b

E se a fungao a considerar tiver um grafico do tipo da funcao apresentada na figura 27 Inspirando-nos
no exemplo (Elementar) acima podemos estimar a drea pretendida da seguinte maneira. Comegamos
por tomar uma decomposicao, isto é, uma sucessdo finita de, digamos, n + 1 pontos no intervalo [a, ],
ordenados de forma crescente em que a = x( e o ultimo z,, = b. Pretendemos escolher estes pontos de
tal maneira que a fungao f restricta a cada um dos subintervalos formados por pontos consecutivos da
sucessao acima mencionada, [zj—1, ] se parega o mais possivel com uma fungao constante. Seguidamente
consideramos a restricdo da funcdo em causa a um dos subintervalos [zj_1, )] e tentamos avaliar a
contribuicao da area abaixo da funcao f, acima do eixo dos X X e entre as rectas verticais de equacao x =
Tx—1 e v = x) (ver novamente a figura 2). Claramente, essa contribuicao ¢é superior a inf, ¢y, | 2,1 f(2) -
(z — wg—1) (ver figura 3) e inferior a sup ¢y, , 4, f(2) - (2K — k—1) (ver figura 4). No que se segue,
usaremos a notagao mg(f) para designar inf,cf,, , o, f(2), omitindo frequentemente (f) em my(f)
sempre que seja clara a fungdo f em causa. Analogamente, My (f) designard SUP, e[z 1,24] f(z), omitindo-
se frequentemente (f) em M (f). Assim, somando estas contribuicoes de todos os subintervalos [zy_1, T],



obtemos a seguinte estimativa para a “area pretendida”:

n n
Z my(zr — 2x—1) < “drea pretendida” < Z My (xk — x5—-1)
k=1 k=1

f(x)

X
a Tt T} b
Figure 2: Como calcular a drea a tracejado?
f(z)
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Figure 3: ...estimativa por defeito...

Definigao 1.1 As somas acima designam-se por somas de Darboux de f relativamente & decomposi¢do
d em questao:

n
> mg(zk — z51)
k=1

é a soma de Darboux inferior de f relativamente a d, notacdo sq(f) e

> My(ak — wx1)
k=1
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Figure 4: ...estimativa por excesso...

é a soma de Darboux superior de f relativamente a d, notagdo Sq(f)

Com esta notagao obtemos:
sa(f) < “4rea pretendida” < Sy(f)

Observagao 1.1 (“Monotonia” das somas de Darbouz) Dada um decomposicao d do intervalo [a,b),
consideremos uma nova decomposi¢io de [a,b] que € obtida de d por escolha de um novo ponto z}, entre os
pontos xi—1 e xy, da decomposicao d. Como se relacionam entre si as somas de Darbouz de f relativamente
adead? As alteragoes provém sdé do que se passa entre Ty_1 e Tx. Enquanto que para a decomposicio d
$6 hd um infimo (resp., um supremo) a ser calculado, para a decomposi¢io d' hd que considerar o infimo
(resp., supremo) de f restrita a [xx—1,%}] € o infimo (resp., supremo) de f restrita a [z}, xx]. Notemos
aqui que uma decomposicdo d' obtida de uma decomposicio d por adigcdo de pontos se chama refinamento
de d; diz-se tambem que d' € mais fina que d.

Obtemos entdo:

Proposicao 1.1 Seja f uma funcao limitada em [a,b]. Se d' € uma decomposi¢io mais fina que d de
[a,b], entdo:

sa(f) < sa(f) < Sa(f) < Salf)

Dem. - exercicio - B

J& que o conjunto das somas de Darboux inferiores para todas as decomposigoes do intervalo [a, b]
constituem um conjunto majorado e ndo vazio (porqué?) entao existe o supremo desse conjunto, ao qual
chamamos

Definigao 1.2 (Integral inferior de f sobre [a,b]) Designa-se por Integral inferior de f sobre [a,b],
notagdo f:f(m)dm, ao supremo:

sup sa(f) == sup{sa(f) | d € decomposicio de [a,b]}
d é decomp. de [a,b]

Analogamente, designa-se por Integral superior de f sobre [a,b], notacdo f;f(w)dx, ao nfimo:

Sa(f) == inf{Sa(f) | d € decomposicao de [a,b]}

inf
d é decomp. de [a,b]



Observamos que

Proposicao 1.2 Para qualquer decomposicao d de [a,b],

b )
sa(f) < / f(x)dx < “drea pretendida ” < / fl@)dz < Sq(f)

Dem. - exercicio - B e
Suponhamos que f; f(z)dx = f; f(z)dx. Entdo o supremo das aproximacoes por defeito & “drea

pretendida” coincide com o infimo das aproximagoes por excesso a area pretendida”, ou seja obtivémos
“area pretendida”.

Definicao 1.3 Seja f uma fungao limitada em [a,b]. Se

/ibf(z)dz - ff(:c)d:c

entdo f diz-se integravel em [a, b] e chama-se integral de f sobre [a,b], notacao f: f(x)dz, a esse
valor comum dos integrais superiores e inferiores:

/Lbf(x)dx = /abf(ac)dm = ff(m)dm

Observagao 1.2 1. Este (integral de f sobre [a,b]) € o tal objecto matemdtico que nos dd a “drea
pretendida”

2. Esta € uma maneira bem intuitiva de obter a “drea pretendida”
3. Note-se, no entanto, a dificuldade em obter a tal “drea pretendida” pelo processo indicado:

(a) Hd que considerar cada uma de todas as decomposicées do intervalo de integragdo, [a,b] - mas
estas sdo infinitas (ver figura 5 para um exemplo de uma sucessdo infinita de decomposi¢des
de um intervalo [a,b]);

(b) Para cada uma das decomposicoes d, calcular, para cada um dos subintervalos [xk—1,xk], 0
infimo e o supremo da funcao restrita a esse subintervalo;

(¢) Calcular as somas de Darboux para cada uma das decomposicées obtidos os supremos e infimos
referidos acima

(d) Calcular o supremo das somas de Darbouz inferiores e o infimo das somas de Darbouzr supe-
ri0Tes

...no entanto...

Exemplo 1.2

1. Calcular f: f(x)dz, para a funcao constante, f(x) = ¢, qualquer que seja x em [a, b], isto é, calcular a
area limitada pelo grafico desta funcao f, pelo eixo dos X X e pelas rectas de equagao x = a e z = b.

Tome-se uma decomposicao, d de [a,b], com pontos a = xg,x1,...,Tn—1,Z, = b. Como a fungao é
constante (igual a ¢), entdo, para qualquer k:

mr = ¢ e M, =c¢
donde,
sa(f) = mg(xp — xp—1) = Zc(:ck —Tp_1) = CZ(Ik —xp—1) =c(b—a)
k=1 k=1 k=1
e
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Figure 5: Sucessao infinita di,ds,ds, ... de decomposi¢des do intervalo [a, ]

e portanto
{s54(f) | d é decomposicao de [a, b] } = {c(b—a)} = {Sa(f) | d é decomposicao de [a, b] }
logo, o
b b
/ f(x)dx =c(b—a) = / f(z)dx
ou seja
b
/ f(x)dz =c(b—a)

o que coincide com a nossa observagao inicial.

2. Calcular f: f(z)dz, onde f(z) =z, qualquer que seja x em |[a, b].

Tome-se uma decomposi¢ao de [a,b], com pontos zy = a,x1,...,2, = b. Porque f é contiinua e
crescente em [a, b, tem-se

mr = Tk_1 ; My, =z,
Entao,
sqa(f) = ka(xk — Tpo1) = Zxkfl(xk — Tpo1) = Z(Ik + zp—1 — xk)(Tk — Th—1)
k=1 k=1 k=1
=Y (an o) @k —ap1) = > wkler —wx1) = Y (2f — i) = Sa(f) = b — a® = Sa(f)
k=1 k=1 k=1

Em particular,
b
/ f(z)dx = sup{sq(f) | d é decomposicio de [a, b] } = sup{b? —a® — S4(f) | d é decomposicio de [a, b] } =
=b% — a® +sup{—S4(f) | dé decomposicio de [a, b] } =
b
=0? —a® —inf{Sy(f) | dédecomposicao de [a, b] } =b? —a® — / f(z)dx

Assumindo que f(x) = = é integrdvel em [a, ], entdo os integrais inferiores e superiores sdo iguais ao
integral sobre [a, b] obtendo-se

b f(x)dz =b% — a® — b f(x)da
/ /



donde
b 1
/ f(z)dx = §(b2 — a2)

Era este o resultado que se esperava?

3. Seja f(x) = Vr2 — 22 em [—r,7]. Calcular as somas de Darboux superiores e inferiores relativa-
mente a uma decomposigio d de [—r,r]. Serd ficil calcular o supremo (resp., o infimo) das somas de
Darboux inferiores (resp., superiores) sobre todas as decomposicoes de [—r,r]?

4 Seja f(x) = 1 para x racional e f(x) = 0 para z irracional. Calcular as somas de Darboux superiores
e inferiores relativamente a uma decomposigéo d de um intervalo [a,b]. Serd f integravel em [a, b]?

1.2 Quais sao as funcgoes integraveis?
Mostramos de seguida uma classe de tais fungoes depois de um resultado técnico importante:

Proposicao 1.3 Seja f uma funcgdo limitada em [a,b]. f ¢ integrdvel em [a,b] é equivalente a dizer que
para todo o € > 0, existe uma decomposicio d de [a,b] tal que Sq(f) — sa(f) < e.

Dem. Tome € > 0. Como f ¢é integrével em [a, b]

b b
/ f(z)dx = / f(z)dx = sup{sq(f) | d é decomposigao de [a, b] }.

Entao existe uma decomposicao dy de [a, b] tal que

b
| rain =5 <sui)

Analogamente, porque

b T b
/ f(z)dx = / f(z)dx = inf{S4(f) | dé decomposicao de [a, b] }.

existe uma decomposigao ds de [a, b] tal que

b
Su(f) < [ Szt

Sendo d um refinamento comum de d; e ds, tem-se, reescrevendo
b €
Silf) < [ fla)da+

b
—silf) < = [ fando+ 3

donde
Sa(f) —sa(f) <e

provando assim que se f é integravel em [a, b] entdo, dado € > 0, existe uma decomposigao d de [a, b] tal

que Sq(f) — sa(f) <e.

Provemos agora a reciproca. Suponha entao que para todo o € > 0, existe uma decomposi¢ao d de
[a,b] tal que Sq(f) — sa(f) < e. Como

b b
%ms/f@ms/fwws&m

entao,



donde, necessariamente,

b b

[ f@s = [ sy
ou seja f é integrével em [a,b]. B

Esta proposi¢ao dé-nos uma condicao de integrabilidade que é mais facil de usar - e que vamos usar
ja de seguida.

Proposicao 1.4 Seja f continua em [a,b]. Entdao f € integrdvel em [a,b].

Dem. Tome € > 0. Sendo f continua em [a, b] entdo f é uniformemente continua em [a, b]. Existe, entéo
d > 0 tal que quaisquer que sejam x e z’ de [a,b] com |z — 2’| < 6, |f(x) — f(2')| < 7% Seja d uma
decomposigao de [a, b] com pontos a = xg, 1, ..., z, = b tal que para todo o k se tenha |z — zr_1| < 0.
Como f é continua em [a,b], entdo My = f(&) para certo & em [rr_1,2k] € mi = f(ni) para certo n

em [zr_1, 2], para cada k. Entao

NE

Sa(f) —sa(f) = My (xr — 2p—1) — ka(ilfk —Tp_1) = Z(Mk —my) (g — Tp—1) =
k=1 -

k=1

~
Il
—

I
NE

(f (k) = fOmm)) (@ — 2p-1) <

E
Il
—

€ € €
b_a(:vk—mk_l)z b_a;(xk—mk_l)zb_a(b—a):e

WE

E
Il
N

ou seja, dado € > 0, existe decomposicao d de [a,b] tal que Sq(f) — sa(f) < €, donde f é integravel em
[a, b], pela proposigéo anterior. W

1.3 Uma férmula para calcular o integral de certas funcoes

Na secgao anterior conseguimos caracterizar uma classe de fungoes integraveis. Fica no entanto a divida
seguinte. Serd que para calcular o integral dessas funcoes ha que seguir a definicao de integrabilidade?

Como noutros contextos da matematica, as definigoes seguem a nossa ideia intuitiva de um determi-
nado objecto. No caso presente, definimos integral seguindo a nossa intuigdo de como aproximar a area
a calcular. O que acontece muitas vezes, e o caso presente é mais um exemplo disso, é que na pratica
usar as definigdes é muito complicado. Em certos casos particulares, demonstra-se que a definigao pode
ser substituida por algo mais simples. No caso presente, vamos ver que para toda a fungao integravel f
sobre um intervalo [a, b], para a qual exista uma outra funcao F tal que F'(x) = f(z) em [a, b], o integral
f; f(z)dx é dado por F(b) — F(a). Estes resultados, que sdo demonstréveis, sdo conhecidos por Teoremas
(e tambem Proposic¢oes, Lemas, etc. consoante o contexto e a sua importancia relativa).

Teorema 1.1 (Regra de Barrow) Seja f integrdvel em [a,b]. Seja F uma fungao tal que F'(x) = f(x)
para todo o x em [a,b]. Entdo:

b
[ e = F) - Fl@)
Dem. Seja d uma decomposigio de [a, b] com pontos a = zg, 21, ...,2Z, = b. Para cada k, vamos aplicar

o Teorema de Lagrange a F' e ao intervalo [zy_1, zx]. Tem-se, entéo,

F(mk) — F(.Tk_l)

Tk — Tk—1

=F'&,) = f(&)
para certo & em |xp_1, 2|, para cada k. Reescrevendo,

F(oy) — F(zr—1) = f(§)(0r — T1-1)



e como my < f(&) < My, para cada k, tem-se

k=1 k=1
donde .
sa(f) <Y (Flax) — F(ax-1)) < Sa(f)
k=1
e portanto

sa(f) < F(b) — Fa) < Sa(f)

Como F(b) — F(a) nao depende da decomposigao em questao, entao esse valor é um majorante das somas
de Darboux por defeito e um minorante das somas de Darboux por excesso; em particular,

/f )z < F(b /f

Finalmente, como f é integrdvel em [a, b], entao

/Lbf(x)dx = ff(x)dx = /abf(ac)dm

donde as desigualdades anteriores passam a igualdades, e portanto

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a)

|

De qualquer maneira este Teorema néo é milagroso! Dada uma fungéo integravel f, hd que perceber
se existe funcao F' cuja derivada seja f - essa F' designa-se por primitiva de f. Pode nao existir tal F’
ou talvez nao nas formas em que estamos habituados a abordar fungoes. De qualquer maneira existem
técnicas que nos permitem calcular essas fung¢oes numa grande variedade de casos. O estudo dessas
técnicas e sua aplicagao vai ser o nosso préximo tépico.

1.4 Técnicas de Primitivagao
Proposicao 1.5 Seja Fy uma primitiva de f em ]a,b[. Entdo qualquer outra primitiva de f em ]a,b|

tem a forma F(x) = Fo(x) + ¢, para todo o x em ]a,b| (e onde ¢ é uma constante).

Observagao 1.3 Sucintamente, duas primitivas de uma fun¢do num intervalo diferem por uma con-
stante.

Dem. Sejam Fp, F e f como no enunciado. Seja G(x) = F(x) — Fy(x), para todo o x em ]a, b[. Como Fy
e F sdo ambas primitivas de f em |a, b[:

G'(x) = F'(x) - Fy(x) = f(x) — f(z) =0

para todo o x em ]a, b[. Fixe um ponto ag em a, b e seja x um ponto qualquer de Ja, b[\{ao}. Aplicando o
Teorema de Lagrange a GG no intervalo de extremos ag e x tem-se, para certo £ no interior desse intervalo,

G(ao) — G(.’I;Q) — G/(é-) =0
apg — o
donde
G(z) = G(ao)

isto é, a fungdo G assume sempre o mesmo valor, isto é G é uma fungéo constante, G(x) = ¢ para todo
o x em |a, b[. Dada a defini¢do da fungido G concluimos que

F(z) = Fo(r) =



para todo o x pertencente a Ja,b[. B
Dada uma funcao através de uma expressdo f(z), primitivar f(z) é de uma certa forma, adivinhar a
expressdo da fungdo cuja derivada é f(x).

Exemplo 1.3
Sendo a uma constante real, de
(az) =a
vem que
Pa=azx+c

onde ¢ é uma constante. Sendo o # —1, de

$a+1 ’
(a—|—1) -t

vem o
Px® = a +c
a+1
Para o = —1 temos )
(log al)' =~
donde

1
P—=loglz|+¢
x
Um exemplo de aplicagao da segunda férmula acima:

1 1 1
— Pr 5 = -3 4+ e=3Va2+c

P - 2
.’II2 —§+1

3

Proposicao 1.6 (Linearidade da Primitivagdo) Suponha que F'(z) = f(z)e G'(z) = g(z) num
certo intervalo Ja,b| e que a e b sao constantes reais. Entdo

P(af(z:) + bg(z)) =aPf(z) + bPg(x)
para todo o x em |a,bl.

Dem. Tem-se ,
(aF(:c) + bG(x)) = aF'(z) + bG'(z) = af(z) + bg(z)

donde

P(a fla) + bg(:z:)) - P(aF(x) + bG(x))' = aF(z) + bG(z) + ¢ = aPf(z) + bPg(z)
n
Exemplo 1.4

1 3 1
P(1+3x+x2) :P1+3Pm+P:ﬁ2=x+31+—1$1+1+2+1x2+1:m+§x2+§x3+c

10



1.4.1 Primitivas Imediatas

De seguida apresentamos uma lista das chamadas Primitivas Imediatas. Seja u uma funcao difer-
encigvel num intervalo ]a, b.

e Pu'u® = (a #-1)
. P% =log|u| + ¢

e Pue"=¢€"+c¢

e Pu'sin(u) = —cos(u) + ¢

e Pucos(u) =sin(u) + ¢

/

o P# = arctan(u) + ¢
/
° = arcsin(u) + ¢
P (u)
. - = argsh(u) + ¢ = log (u +Vu? + 1) +c

\/_
\/_ log(u—l—\/—)—i—c para |u| > 1

o Pu'sec?u = tan(u) + ¢

o Pu'csc?(u) = —cot(u) + ¢

o Pu'sec(u)tan(u) = sec(u) + ¢

o Pu/csc(u) cot(u) = — csc(u) + ¢
Basta derivar o segundo membro das expressoes acima para se constatar a validade destas primitivas.

Exemplo 1.5

1 1 1
P22 + 1099 — = pos(a? 4 1)999 — - 2 | 1)999+1 _ 2 | 1)1000
x(z” + 1) 5 x(z® +1) 2999+1(I +1) +c 2000(17 +1) +c
x? 1 322

B+5 3 x3—|—5 1°g|x +ol+e

2

Pue”” = P2 I2—1I2+
xre —2 xre —26 c

1 1 1 2 1
P =P = —Pi = —arctan(2zx) + ¢
14 42 1+ (2x)? 14+ (2z)2 2

x 1 8x

1
P =_P =
1+422 8 14422 8

Ptan(z) = Psm(x) = P—(cos(x)) = —P(COb( ))/ —log | cos(x)| + ¢ = log|sec(z)| + ¢

log(1 +42?) + ¢

cos(x) cos(z) cos(x)
Pcot(z) =--- =log|sin(x)| + ¢
Plog(x) = P(log(x))" log(z) = 131 log' ™! (z) + ¢ = %log2 (x) + ¢

11



1—|—1: 1+ 1 T
\/ =P + P =
l—z \/ V1—2a2 V1— 22 V1 — 22

1 1
= arcsin(z —|——2P (1—= )*% :arcsin(x)—5_%+1(1—z2)*%+1+c:
= arcsin(z) — V1 —22+¢
2 <
Psec(x) = Psec(x) sec(z) + tan(z) _ pSec (x) + sec(z) tan(z) — log | sec(x) + tan(x)| + ¢
sec(z) + tan(z) sec(z) + tan(z)

csc(x) +cot(x)

Pcsc(z) = Pcsc(x)m =

—log | csc(z) + cot(x)| + ¢

1 11 1
Psin(z) cos(z) = P§ sin(2z) = §§P2 sin(2x) = ~1 cos(2x) + ¢
ou ) )
Psin(z) cos(z) = P(—cos(z)) cos(z) = — 151 cos®(z) +c = 3 cos?(x) + ¢
) 1 — cos(2z) 1 cos(2z) 1 11 1 1.
2 = e ————— —_ — = — _— == = — —_ =
Psin“(z) = P 5 P2 P 5 58~ 5 2P2 cos(2z) 5%~ 7 sin(2z) + ¢
Psin®(z) = Psin(z)sin?(z) = Psin(z)(1 — cos?(x)) = Psin(z) — Psin(x) cos?(z) =
1
= —cos(z) + P(cos(z))’ cos?(z) = — cos(x) + 1 cos* () 4+ ¢ = — cos(z) + 3 cos®(z) + ¢

Psin*(z) = Psin’(x)sin®(x) = Psin*(z)(1 — cos?(z)) = Psin*(x) — P(sin(x) cos(x))? =

1 1 1 1 1 11

=527 sin(2x) — PZ sin?(2z) = 3% 7 sin(2x) — Z§P2 sin?(z) =
1 1. 1,1 1

=5% 7 sin(2x) — g( 2z — 1 sin(2 - 2z))+c

Ptan®(z) = P(sec®(z) — 1) = tan(z) —z + ¢
Ptan"!(z) = Ptan®(x) tan™ ! (x) = P(sec*(z) — 1) tan" ! (x) = Psec?(z)tan" *(z) — Ptan" '(z) =
= % tan”(z) — Ptan" ' (z)

donde 1
Ptan"*(z) = - tan”(z) — Ptan" ' (z)

1.4.2 Primitivagao por partes

A regra da primitivagdo por partes é uma consequéncia da regra da derivada do produto de duas fungdes.
Relembrando, dadas duas fungoes diferencidveis u e v, tem-se:

(uwv) = u'v +uv'
que reescrevendo da
wv’ = (uv) —u'v
Entao,
P(uw') = P((uv)' — u'v) = P((uv)') — P(u'v) = uv — P(u'v)
A férmula da primitivacao por partes é entao:
P(uv') = uv — P(u'v)

Para que serve esta férmula?

Suponha que tem uma funcao para primitivar e ja viu que a primitiva nao é imediata. Se a funcao
a primitivar tiver a forma de um produto onde um dos factores é a derivada de uma fungao conhecida,
entao a férmula acima pode ajudar - ou nao!
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Exemplo 1.6

Pze”® faca-se u(z) = z,v’'(z) = €%, donde v(z) = €”
entao, aplicando a férmula da primitivacao por partes
Pze® = ze® — P(z) e® = ze® — Pe®” = ze® — €e” + ¢

Note-se que se se tivesse feito

1
’U,(il') = ewuvl(x) =, donde 1}(37) = 5;[;2

obter-se-ia, por aplicacao da mesma férmula
T T T 1 2 T 1 2
Pxe® = Pe*x =e 51: —Pe-ix

ou seja passamos de ter que primitivar polinémio de lo. grau em z multiplicado por e® para ter que
primitivar polinémio de 2o0. grau em z multiplicado por e®. A situagao piorou decladaramente.

Exemplo 1.7

Plog(x) faga-se u(z) = log(z),v'(z) = 1, donde v(z) = x
Obtem-se,

1

Plog(x) = Plog(x) - 1 = log(x) - * — P(log(z))' z = zlog(z) — P~z = xlog(z) — P1 = xlog(z) —x + ¢
x

Observagao 1.4

Este truque de encarar ' = 1 é usado tambem na primitivagao de arcsin e arctan.

Exemplo 1.8

Plog"(x) = Plog™(z) - 1 =log"(z) - © — P(log"(z))" - & = xlog" (z) — Pn log"il(:zc)l cx =
x
= zlog"(z) — nPlog" *(z)

isto é
Plog"(z) = zlog"(z) — nPlog" ()

Psin(z) - e* faca-se u(z) = sin(z),v’'(z) = €, donde v(x)e”

Obtem-se,
Psin(z)e” = sin(z)e” — P(sin(z))'e” = sin(z)e” — P cos(z)e”

Aparentemente, continuamos com uma primitiva da mesma complexidade que a primitiva original. No

entanto, em

P cos(z)e” faca-se u(z) = cos(z),v'(z) = e, donde v(z)e”

obtendo-se
Pcos(z)e” = cos(z)e® — P(cos(x))'e® = cos(z)e” + Psin(x)e”

e substituindo acima vem
Psin(z)e® = sin(z)e” — P cos(z)e” = sin(z)e” — (cos(z)ez + Psin(z)ez) =

= sin(z)e” — cos(x)e” — Psin(x)e”
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e salientando sé o que interessa

Psin(z)e® = sin(x)e” — cos(z)e” — Psin(z)e”

donde

2Psin(z)e” = sin(x)e” — cos(z)e”

e finalmente

Psin(x)e® = (sin(ac)e”” - cos(m)ew) +ec

N~

Com uma abordagem analoga obtem-se

P cos(x)e” = %(sin(m)e”” + cos(m)ew> +ec
Mais exemplos,
Psin™(x) = Psin™ ! (z)sin(x) faca-se u(x) = sin" ! (z),v'(z) = sin(z), donde v(z) = — cos(x)
Obtem-se
Psin™(x) = Psin™ ! (x)sin(x) = sin™ ! (2)(— cos(x)) — P(sin" ! (z))’ (- cos(x)) =
= —cos(z)sin" " *(z) + P(n — 1) sin™ " ?(z) cos(z) - cos()
donde

1 -1
Psin"(z) = —— sin™ () cos(z) + D= psinn? (z)
n n
Exercicio: calcular férmulas de recorréncia para
Pcsc™(x), P cos™(x) e Psec™(x)

1.4.3 Primitivagao por substituicao

A primitivacdo por substituicdo é uma consequéncia da derivada da fun¢do composta.
Considere-se a seguinte situagao:
Queremos conhecer F(x), primitiva de

f:I—R

D f(2)
e conheco G(t), primitiva de f(y(t)) -v'(t), onde

vyi:J—1
L ()

é uma bijeccao diferencidvel do intervalo I sobre o intervalo J. Entao,

(FG@) = F'60) /(1) = Fr)' () = &)
donde F(vy(t)) e G(t) diferem por uma constante, isto é,
FO(0) = 60) + e

donde
ou seja
ja que v é uma bijeccao.

14



Na pratica, sugere-se o uso da chamada notagao de Leibnitz, quando se calculam primitivas por
substituicao:

P.f(x /f )dx (notacio de Leibnitz) /f —dt (onde x(t) = y(t) acima) =
—G{t)+e= Gl (a)) +c

O uso da notagao de Leibnitz é conveniente se recordarmos que ao fazer primitivagao por substituicao
tudo o que estd expresso na variavel antiga tem de passar a estar expresso na variavel nova. Tendo
presente que na notagao de Leibnitz figura dzx, isso ajudara a recordar que ha que fazer a substituicao de

x
dx por Edt’ que ¢ frequentemente esquecida.

Exemplo 1.9

sm\f /Sm\r T = (x_tz’,%—zt>/mt() 2“#_2/31“()dt:—QCOS(t)“:

= —2cos(v/x) + ¢

1 1 dz 1 1
P = de=|t=1 =e'— =¢ tdt:/—dt:
xlog(x) /xlog(z) v ( og(z),x = e at € )/et ¢ t

= log|t| + ¢ = log |log |z|| + ¢

Outros exemplos (a é uma constante)

/\/aQ—dem (fazerx:asin(t)...)
/\/:102—|—a2dx (fazerx:atan(t)...)
/\/x2—a2dac (fazerx:asec(t)...)

A finalizar esta seccdo chamamos & atengdo de que, & semelhanca da primitivagdo por partes, a
primitivagao por substituicao é um método alternativo para a tentativa de cdlculo de uma primitiva uma
vez que se tenha verificado que essa primitiva nao é imediata.

1.4.4 Primitivagao de fungoes racionais

Uma funcao racional é um quociente de polinémios.

Exemplo 1.10

2% 4+ 422 + 3 922 + 5z — 8
h@=gm—r PO= "
A(z)

Dados polinémios A(xz) e P(x), considere a funcao racional Pla) A fracgao diz-se imprépria quando

o grau do polinémio A é maior ou igual ao grau do polinémio P. A frac¢ao diz-se prépria quando o

grau do polinémio A é menor que o grau do polinémio P. Nos exemplos acima R; é fracgdo imprépria,
4 ~ , . ~ . , . A(m) . e,

enquanto que Ry é fracgao prépria. Mas dada qualquer fraccao imprépria P existem polinémios Q(x)

e R(x) tais que A(z) = P(x)Q(z) + R(z) em que grau de R(z) é menor que grau de P(z). Entao

A() _ P(£)Q(a) + R(z) _
P(a) P(a)
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Assim

A(z) P(z)
P - Y RE)
Note-se que PQ(z) é uma soma de primitivas imediatas ja que @Q(z) é um polinémio. Por outro lado
% é uma fraccao prépria.
Exemplo 1.11
22 -1 2?2 +1-2 2?41 2 2?41 1 1
P - - (—_ ): —2p —Pl1-2P =
2 +1 2 +1 2+1 2241 2 +1 2 +1 1422

=z — arctan(z) + ¢

De seguida vamo-nos concentrar em como primitivar fungoes racionais que sao fracgoes préprias. Seja

entdo 22 yma fracca Spri
Py cao prépria.

1.0 Caso: P(x) sé tem raizes reais:
Exemplo 1.12
P(x) tem raizes simples 1, —1 e 2, raiz dupla —3 e raiz quadrupla 5, donde
P(@) = kz—1)-(x = (=1))- (6 =2)- (1 = (=3))% - (@ =5)" = k(z = 1)- (z+1)- (2= 2) - (w +3)- (x = 5)"

onde k é uma constante. Entao, por um Teorema da Algebra

R@) R(z) _
Pz) kiz—1)-(z+1)-(z—2) - (x+3)? (x—5)*
A B C D2 D1 E4 E3 E2 El

:x—1+x+1+x—2+(17+3)2+x+3+(:17—5)4+(:17—5)3+(:c—5)2+x—5

onde A, B, C, Dy, D1, E4, E3, E3, E7 s@o constantes a determinar. Conseguimos assim reescrever a
fracgdo propria a custa de fungbes imediatamente primitivaveis, sé faltando determinar os coeficientes
constantes.

Exemplo 1.13

I2 + 1 - A + B2 + B1
rz—-12 =z (z—-1)2 z-1
Vamos usar o método dos coeficientes indeterminados para calcular as constantes. Reescrevemos o
lado direito da expressio acima de modo a ficar na forma de uma frac¢gao com denominador x(x — 12):

2 +1 _é+ Bs N By A(x —1)®+ Box + Bia(z — 1)
rz—12 2 (z—-12 z-1 x(x —1)2

donde
22 +1 = A(x—1)?4+Boz+Biz(z—1) = A(x® —22+1)+Box+B; (2° —z) = 2%(A+ By )+2(—2A+By—B; )+ A

obtendo-se o sistema de trés equagoes a trés incognitas:

1=A4+ 5B
0=-2A+ B, — B;
1=A
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donde

A=1
B, =
By =2
donde
22 +1 1 2 0 1 2
———=r(= ) =1 2 1) 4o =logla] — ——
z(x —1)2 a:+(:c—1)2+x—1 o] + —2+1($ ) + o= log|a] a:—1+c
Exemplo 1.14
z2 -3 A n B n C
-1 xz4+1 -2

(x—1)(x+1)(x—2)
Vamos desta vez usar o método do anulamento para calcular as constantes. Multiplicando ambos os

membros da igualdade acima por z — 1 obtem-se
2 _
(x_l)(x—l)(a;c+f)(x—2) :(I_l)xill—i_(z_l)x—i-l +(I_1):v€2
isto é 2 3
m:A+(m‘—l)x+1 +(:v—1)x_2
e finalmente calculando para z = 1 vem
2?2 -3 12 -3 1-3 _1

C(r+D)(z—-2)

Fica claro, entao que para se calcular B hi que multiplicar ambos os membros da expressao inicial por

o 0+D0-2) @D

x + 1, simplificar e finalmente calcular a expressao assim obtida para x = —1, obtendo-se:

Sem mais comentarios
z2 -3

Entao
z? -3 1 -1 3 1 -
(x—D(z+1)(z—2) x—1+x—|—1+:17—2 x—1+ a:—|—1+ x
1 1
:log|z—1\—glog|z+1|+§log|z—2|+c:

=log|z — 1| —log|Vz + 1| + log |Vz — 2| + c =1log|(z — 1 a2 +c
gl ‘ g g g I

Note-se que, neste caso as raizes em questao sao reais e simples - é neste caso que o método do anulamento

funciona melhor.
Tentemos calcular as constantes do caso anterior pelo método do anulamento

IQ + 1 A B2 B1
+

:v(x—l)QZE (=12 =z-1
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A constante A obtem-se multiplicando ambos os membros por z, simplificando e calculando essa expressao
simplificada pra x = 0:
02 +1

= =1

0-1)2 "

22 +1

RRTESIE

A constante By obtem-se tambem multiplicando ambos os membros por (z — 1)2, simplificando e calcu-
lando em x = 1:
2241
x

1741
==

2

By =

x=1
No entanto, a mesma abordagem nao permite calcular By (porqué?). Entretanto ja sabemos que:
2241 1 2 B

@12 @12’

r—1

Sé6 nos falta arranjar uma equagao que envolva Bj. Para obter uma tal equacao basta-nos calcular a
igualdade acima para um valor particular de = - e de preferéncia que nao complique os cédlculos. Por
exemplo z = —1. Tem-se entao:

® +1 1 L2 By
—1)2 - —1)2 _
x(a: 1) r=—1 r=—1 (:C 1) r=—1 r 1 r=—1
donde
(-1)2+1 1 2 B,
(-1)(-1-1)2 -1 (-1-1)2 -1-1
isto é,
1 B
S T
2 + 2 + -2
donde sai
B =0

20. Caso: P(z) tem raizes imagindrias
Se P(x) tem raiz p + iq entdo tambem tem raiz p — iq e P(zx) é divisivel por

(w— (p+iQ)) (:v— (p—iQ)) =(z—p)’+q°
Se p 4 iq tem multiplicidade m entdo p — ig tambem tem multiplicidade m e entdo P(x) é divisivel por
(w —(p+ iQ)) (w —(p- iq)) = ((w -p)*+ q2)
R(z)

Entao a fraccao prépria P(z) leescreve-se

R(:v) M,,x + N,, M1 + Npyp—q Msx + No Mix + Ny

Pyt ((x—p)2+q2)m : ((z—p)2+q2)m_l o ((z—p)2+q2)2 @-pfite

Exemplo 1.15

3.1724—256—27 322 + 2z —2 (7 322 +2x -2 )7 A n Bx +C
3 _ T 2 - . 2
a3 —1 (x—1)(2z2+2+1) (55_1)((33_(_%)2_,_(@)2) z—1 z°+z+1
Usando o método dos coeficientes indeterminados para calcular as constantes,
322 + 22 —2 A Bx+C  Al@*+a+1)+ (z—1)(Bz+C)

3 —1 _x—1+x2+z+1_ 3 —1

18



donde

32° 420 —2=As? + Ar + A+ B2* + Cox — Bx —C =2*(A+B)+2(A-B+C) + (A-0)
e portanto

3=A+B
2=A-B+C
—2=A-C

cuja solucao é

usando por exemplo a regra de Cramer. Pelo método do anulamento conseguimos obter A
322 +22 -2
A=t

3+2-—-2
22 4+zx+1

= — = — = 1
. 124141 3
limite quando z — oo,

E para calcular B, agora que ja sabemos que A = 1?7 Multiplicamos ambos os membros por x e tomamos

32422 -2
lim ————

pilede el

lim —— + i Be® Cr
= lim im —— im ———
a3 —1 T—00 T — smoo 2 +rx+1 wocz?taz+1
isto é,
3=1+B+0
donde B = 2. Finalmente, para calcular C voltamos a igualdade inicial e calculamo-la para x = O:

32+ 2z —2

1 2z 4+ C
3 —1 z—1 22 4+x+1
x=0 =0 x=0
isto é,
-2 1 +C
-1 -1 1
donde
cC=3
Entao )
3z +2x — 2 1 2r + 3 2x+ 3
P =P =1 1|+ P————
3 —1 z—1 2 +r+1 og |z |+ 2+r+1
Em particular,
2 3 2 1)+ 2 2 1 2 2
2$+ 1:P(§+ )+1 =r 2z+ 1 2 1:10g(x2+z+1)+P 1 V32
e+ T+ e+ T+ e+ T+ e+ T+ (x+§)2+(7)2
1
2 1 2 =
=log(z? 4+ +1)+ P - 2:10g(x2+:c—|—1)+ﬁP L =
(8) 1+ (%) 7 1+ ()
2 2
4 2(z + 3)
=log(z® + 2 + 1) + — arctan 22 +¢
g( ) 7 7
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1.4.5 Meétodos avangados de primitivacao
Suponha que f(x) é uma fungdo racional de e®®; onde « é uma constante real.

Exemplo 1.16

e4x _ 62:6

I ="zt

Se nos for pedido para calcular uma primitiva de uma tal fungao, a abordagem pertinente serd muito
provavelmente primitivagao por substituicao, fazendo

= R(e*")

1
e =t donde x = — log(t) e - =—
@
Entao, por exemplo,
dr _ 2z dr _ 2z 2x\2 _ 2z 1 d 1 tHt =1 dt
pE ¢ :/e ¢ d:c:/i(e ) e dr = t:eh,x:—log(t),—x:— /( )
e?r 41 e 41 e?r 41 2 dt 2t t+1 2t

1 [t+1-2 1 ,
= | ——dt = dt — | ——dt = —t—l t+1 = —e?® —1 T4+1
2/ T / /t+1 oglt+1|+c= 3¢ og(e*® + 1) +¢

Considere agora uma funcio racional em x e 7/2&tl
cx+d

Exemplo 1.17
Vst et et {5
2z+1
T+ <\3/ 3i+5)2
Primitivacao por substituigao, fazendo

b dt™ —b d
= &, donde T = donde @ funcao racional em ¢t
cx +d a— ct™ dt

/SIx_ld:c
z+1

fz) =

Calcular

Fungoes racionais em sin(z) e cos(x)

Exemplo 1.18

o) = sin®(z) + 3sin®(z) cos®(x) — 2sin(z)
J(@) cos” () — 3 cos(x) sin?(x)

Primitivacao por substituicao, notando que

2sin(3)cos(§)

) (= 2sin(§) cos(5) cos2(2) 2tan(3)
sin(r) =sin| -+ = | = = 2 —
() <2 2> cos?(2) + SiHQ(%) COS2(C§):(S;I;2(§) 1+ tanQ(%)
0os 5

Analogamente
T T 1-— tan2(%)
cos(z) _005(5 + 5) — .= HTIF(%)

Escrevendo sin(z) e cos(z) a custa de tan(§), as fungdes racionais em sin(z) e cos(z) passam a ser
fungoes racionais em tan( ). Assim interessa aqui primitivar por substituigao, fazendo

de 2

t—tan<§>, x:2arctant, E— m

Fungoes racionais em z e /22 + Sz + v ou em z e em /— (22 4+ Bz + v)
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Exemplo 1.19
22 —xvr2 +1
(Va2 +1)3 — b

a:2—|—,6:c—|—’y:(as—|—§)2:|:a2

flz) =

Como

Primitivar por substituicao fazendo

I) du
= -, _— = 1
= 2 dz
e seguidamente fazer
u = atan(t), ou u = acsec(t), ou u = asin(t)

conforme o caso.
Observagao 1.5

O estudo de técnicas de primitivagdo que aqui encerramos compreendeu quatro grandes tépicos:
e Primitivas imediatas
e Primitivas de fungGes racionais
e Primitivagao por partes
e Primitivagao por substituicao

As primitivas imediatas sdo os “elementos basicos” das técnicas de primitivagdo. As fungoes racionais
formam uma classe interessante de funcoes ja que dada uma tal funcao existe sempre a sua primitiva
e hé tecnicas muitas claras e definidas para calcular essa primitiva, como vimos. A primitivagao por
partes e a primitivagao por substituicao sao artificios a que recorremos quando a fungao a primitivar nao
¢ nem de primitivagao imediata nem fungao racional. Recorrendo as respectivas férmulas de primitivagao
por partes e/ou de primitiva¢io por substituicdo esperamos conseguir passar o problema da primitiva da
funcao em questao para uma das duas categorias iniciais: primitivas imediatas ou primitivas de fungoes
racionais.

1.5 Ca&lculo Integral novamente

Comegamos esta secgao recordando que a nossa motivagao para o Célculo Integral tinha sido o calculo de
areas de figuras planas e que isso nos levou a definir um objecto matemético que associava a uma fungao
(integrével) positiva f e a um intervalo [a, b] contido no seu dominio, a drea delimitada pelo grafico dessa

fungéo, pelo eixo dos XX e pelas rectas de equagdo = a e x = b, o integral de f sobre [a, b], f: f(z)dx.
No entanto, todas as definicoes que demos e resultados que obtivémos nao dependem de f ser positiva.
Vamos portanto passar a considerar fungdes nao necessariamente positivas nas nossas discussoes. Ficam

desde ja as perguntas: qual o significado a atribuir a f; f(z)dx se f for uma fungdo negativa? Qual o
interesse de integrar fungoes que nao sejam necessariamente positivas? A seguinte proposicao contribui
para as respostas.

Proposicao 1.7 Seja f limitada em [a,b]. Entao

Em particular, se f € integrdvel em [a,b], (—f) tambem € e

/ ") da= - / ' fa)d
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Dem. Seja d uma decomposigao de [a, b] com pontos a = xg, x1, ..., , = b. Para qualquer k

mi(=f) = nf{(=f)(2) | € [ze—1, 2]} = —sup{f(2) | @ € [wx—1, 2]} = —Mi(f)

donde
sa(—f) = ka(—f)(ivk —Tp1) = Z(_Mkf)(ﬁfk —Tpo1) = — ZMk(f)(wk —x5-1) = =Sa(f)
P k=1 k=1
Entao

b
/ (=f)(z)dz = sup{sa(—[) | d ¢ decomposicio de [a,b]} = sup{—Sa(f) | d é decomposicao de [a,b]} =

b
= —inf{S4(f) | d é decomposic¢ao de [a,b]} = —/ f(z)dx

a

Analogamente,

Em particular, se f é integrével em [a, b, entdo

/ab(—f) (z)dz = —ff(z)dz =- /ab f(z)dz = —/abf(z)dz = f(_f) (z)da

tl%—fﬂxmz——ileﬂzwz

Ficamos entao com uma interpretacao para o integral de uma funcao negativa: é o integral da funcao
simétrica multiplicado por menos um. De uma forma sucinta embora pouco precisa, é a area com sinal
negativo.

donde, (—f) é integravel em [a, ] e

Proposicao 1.8 (Monotonia do integral) Seja f(x) < g(x), para todo o x em [a,b]. Entdo

ff(z)dz ng(z)dL /Lbf(fﬂ)d:C S/ng(x)dx

Em particular, se f e g sao integrdveis,
b b
/ f(z)dx < / g(x)dx
a a

Dem. Seja d uma decomposicao de [a,b] com pontos a = xg, 21, ..., £, = b. Como f(z) < g(z), para
qualquer &
My (f) = sup{f(z) | = € [zp—1, zx]} < sup{g(2) |z € [wp—1, 2]} = Mi(g)

my(f) = inf{f(z) |z € [zx—1, 2]} < nf{g(z) [z € [Tr—1,2x]} = mar(g)
donde estas desigualdades implicam desigualdades das somas de Darboux (superiores e inferiores, resp.)
que por sua vez implicam desigualdades dos integrais superiores e inferiores (resp.) (exercicio), isto é:

ff(x)dngg(m)dm, /Lbf(x)dxg/ibg(w)dm

Em particular, se f e g sao integraveis,
b b
[ @i < [ gwyis
a a
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Corolario 1.1 Se g(z) >0 em [a,b], entdo f;g(:ﬁ)dm >0
Dem. Fazer f(x) = 0 na proposicdo anterior. l

Corolario 1.2 Sel < f(x) <L em [a,b] (I e L constantes), entao

b
l(b—a)g/ f(z)dx < L(b—a)

Dem. Usar proposicao anterior. B

Quando [ > 0 a interpretagao geométrica é que a area dada pelo integral de f é maior ou igual do
que a area do rectangulo de altura [ e base b — a e menor ou igual que a area do rectangulo de altura L
e base b — a. Tem-se ainda para [ > 0:

f: f(x)dx

[ <
- b-—a

<L

Isto sugere a seguinte,
Definicao 1.4

Se f é integrével em [a, b], o valor médio de f é

_ f; f(x)dx

() = st

Proposicao 1.9 (Decomposigao do intervalo de integracgao) Seja f limitada em [a,b] ea < ¢ < b.

Entdo, o o “
/Lbf(z)dz—/icf(z)dz+£f(z)dz /abf(:c)d:c—/acf(z)dz+/cbf(;c)dx

Em particular, se f € integrdvel em [a,c] e em [c,b], [ serd tambem integrdvel em [a,b], tendo-se

/abf(z)dz - [f@)dw/jf@)ﬂ

/cf(:c)d:c = inf{S4(f) | d é decomposicao de [a, c]}

Dem. Seja 6 > 0. Como

entdo existe decomposigio d; de [a, ¢] tal que

c

su)< [ J@is+

e analogamente, existe uma decomposigao da de [c, b] tal que

b
suf)< [ S+

donde, somando, o
—c b
(&mﬂ=>&xﬁ+5@0)</f@ﬂm+/fwﬂm+6

(onde d é uma decomposicao de [a,b] que contem exactamente os pontos de di e de do). Entdo, para
todo 0 § > 0 existe uma decomposigao d de [a, b] tal que

C b
Sd(f)</ f(x)dx+/ f(z)dz +6
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Como f_:f(z)dz é o infimo das S4(f) sobre todas as decomposicoes de [a,b], entao

Z@umxsZZqu+ZZ@Mx

Mostramos agora a desigualdade contréria (provando assim a igualdade). Seja d uma decomposigéo de
[a, b] incluindo o ponto ¢, tal que
e
< / fz)dx + 46
a

Seja dy uma decomposicao de [a, ] usando exactamente os pontos de d que pertencem a [a, c] e d uma
decomposigéo de [c, b] usando exactamente os pontos de d que pertencem a [c,b]. Entao,

—c b b
</ f(m)dm+/f(m)da;S)Sdl(f)—FSdz(f):Sd(f)</f(x)dx+6

ZZWMx+ZZumxsZZ@Mx

estabelecendo assim, com a ajuda da desigualdade estabalecida antes, que

donde

/abf(:c)d:c - /acf(z)dz+/cbf(z)dz
/abf(:c)d:c - /acf(z)dz+/cbf(z)dz

Finalmente, se f é integrdvel tanto em [a, ¢] como em [c, b],

Analogamente,

/Lbf(x)dx:/icf(x)dx—&-/Lbf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx:ff(:v)da;—kff(x)dx:/abf(:v)da:

donde f ¢é integravel em [a, b] com

/abf(z)dz - [f@)dw/jf@)ﬂ

A proposicao seguinte é a generalizagido ébvia de dois a n subintervalos de [a, b].

Corolario 1.3 Seja f uma funcdo limitada em [a,b]. Seja d uma decomposicio de [a,b] com pontos
a = xg9, T1, ..., Tn. Entao,

b
[1@a=3 [ sw /f iz =3 [ s
va k=1Y%k—-1 k=17 %k—1
Em particular, se f € integrdvel em [zy_1, 2] para cada k, [ serd tambem integrdvel em [a,b], tendo-se
b n Tk
[ @ =3 [ fa)ds
a k=1"YTk—1

Dem. Por indugao no ntimero de subintervalos. B

Corolario 1.4 Se f ¢é integrdvel em [a,b] e a < ¢ < b entdao f € integrdvel em [a,c] e em [c,b], com

/abf(z)dz - [f@)dw/jf@)ﬂ
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Dem.

ff(x)dx + /cbf(x)dx

/acf(:c)d:c+/cbf(:c)d:c

/ab f(z)dx (: ff(m)dm)
/ab f(x)dx <_ /Lbf(z)dz>

donde, subtraindo ordenadamente,

0= /abf(z)dz - /abf(z)dz - (ff(:c)dx —lf(z)dm) + (Zf(:c)d:c - /be(:c)d:c>

Como as duas parcelas dentro dos parentesis sao ambas nao negativas e a sua soma é zero, entao

ff(w)dm - £f(w)dm =0 /cbf(x)dx - /Lbf(x)dx -0

o que implica que f é integravel am [a, b] com
b c b
[ t@de= [ s@is+ [ o

Coroldrio 1.5 Se f ¢ integrdvel em [a,b] e a < ¢ < d < b entdo f é integrdvel em [c,d]

Dem. Aplicar coroldrio anterior ao intervalo [a,b] e ao ponto d e depois ao intervalo [a, d] e ao ponto c.
[

Observagao 1.6
Este ultimo coroldrio permite afirmar que se a funcao € integravel num intervalo entao é integravel em
qualquer subintervalo desse intervalo.

Em particular dada f integravel em [a,b], se fixarmos o extremo inferior de integracio e deixarmos
variar o extremo superior de integragao estamos a definir uma fungao (do extremo superior de integragao):

F@) = [ fwd, zea
Estudaremos, seguidamente algumas propriedades desta funcao.

1.6 Integral indefinido
Definicao 1.5

Seja f integravel em [a,b]. A fungao
F(z) = / ft)dt, x € [a, b]
designa-se por integral indefinido de f.
Proposicao 1.10 Seja f integrdvel em [a,b]. O integral indefinido de f é uma funcdo continua em [a,b].

. Dem. Dado ¢ em [a, b] tem-se

}{%(F(w h) — F(c)) = lim (/:+h F(t)dt — /acf(t)dt> = lim </cc+h f(t)dt) =0
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ja que

h—0 h—0 h—0

c+h
0= lim lh < lim (/ f(t)dt) < lim Lh =0

onde [ e L sdo o {infimo e o supremo de f em [a,b]. Como limp, .o (F(c +h) — F(c)) = 0, entd@o

limp,o F(c + h) = F(c), ou seja F' é continua em qualquer ponto ¢ do intervalo [a,b]. B

Teorema 1.2 (Teorema Fundamental da Andlise) Seja f integrdvel em [a,b] e considere-se o inte-
gral indefinido de f

F(z) = /m f(t)dt, x € |a,b]
F ¢ diferencidvel em todo o ponto ¢ de [a,b] aonde f é continua, tendo-se
F'(c) = f(c)
Dem. Seja 6 > 0 e suponha-se f continua em c. Por defini¢do de continuidade existe € > 0 tal que
se |z —c| <eentdo |f(zx)— flc)|<d

Por outro lado,

F(z) = F(c) o) = Jo fOdt — [ f®)dt [T fle)dt [T f@)dt — [ fe)dt _ [T (f(t) — (o))t
donde,
2) — Flc v — f(c . (f(t) = f(e))at Cl ) — fle
Pxi_f()—ﬂdy-k(ﬂg_f)wtf(\x_q >’§1Hfﬁ_g<wﬁ,(pmaz>@s
S |fcz_6dt‘ _ 65;__00) -

e analogamente para x < ¢ donde, dado § > 0 existe € > 0 tal que

se 0 < |x — ¢| < € entdo W—ﬂc) <0
ou seja @ .
. F(z)—-Flc
lim ————— = f(¢)
isto é
F'(c) = f(c)

sempre que f seja continua em c. W
Observagao 1.7

Duas propriedades do integral que usdmos nesta demonstragao:

b b b
1. / ()\f + ,ug) = )\/ f+ u/ g ( Linearidade do Integral )

/abflg/ablfl

A demonstragio desta segunda propriedade é simples. Seja f integrdvel em [a, b]. Entao, em [a, b] tem-se
trivialmente —|f(¢)| < f(t) < |f(t)| donde

b b b
—/U@WS/f@ﬁS/U®W
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ou seja

[ sl < [

|
Exemplo 1.20

Calcular: v s
- IN 51n£t )dt
x—0 xX

J& que f(t) = sin(®) é uma funcio integravel sobre intervalos limitados e integrais de tais fungoes
sobre intervalos degenerados (isto é, intervalos constituidos por um sé ponto) sdo nulos, estamos entao
perante uma indeterminagao do tipo %. Aplicando a regra de Cauchy, vamos estudar o limite do quociente
das derivadas:

(fom sin(t3)dt)/ _ sin(e?)

lm —+— %4 =1 _1
w% ((E4)I B w}—rrnO 41‘3 B Z
donde v .
- IN s1nit )dt 1
x—0 x 4

Corolario 1.6 Se f € continua em [a,b], entao f € primitivdvel em [a,b] - a sua primitiva € o seu integral

indefinido.
|
Observagao 1.8

O que é que acontece com fungoes como

2 1 _ sin(x)

fl@)y=e",  g(z)

B log(z)’ x

1.7 Integracao por partes

Proposicao 1.11 Se u e v sdo fungdes C* em [a,b] entdo

b b
/ v’ = [uv)? —/ u'v, onde [uv]® = u(b)v(b) — u(a)v(a)

/abuv’+[ u'v = /ab(uv)’ = o]’

1.8 Integracao por substituicao

Dem. Notar que:

Proposicao 1.12 Seja f integrdvel em [a,b] e p : [, 8] uma bijec¢ao diferencidvel. Entao,

b 8
/ f(x)da = / Flo(®)e (bt

Dem. Omitida. W
Os seguintes coroldrios desta proposi¢ao dao uns primeiros exemplos da importancia dela.
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Coroldrio 1.7 (Invaridncia por translac¢ao) Se f(x) € integrdvel em [a,b] entdo, dado T em R,
f(z — 1) é integrdvel em [a 4+ 7,0+ 7] e tem-se,

b b+1
/ f(z)dx = / flz —7)dx
a a-+T1
Dem. Aplicar o teorema anterior com ¢(t) =t — 7, donde ¢’(t) = 1. Tem-se,

/ab f(z)dz = /j fle@®)¢' (t)dt = /ab+T flt—7)-1-dt= /HT fz — 7)dw

+7 a+T1

a b a+T b+ r

Figure 6: As areas a tracejado sao iguais

Corolario 1.8 (Invaridncia por simetria) Se f(x) € integrdvel em [a,b] entao f(—x) € integrdvel em
[_b7 _a]7

b —a
/f(:v)dm: ) f(—z)dx

Dem. Aplicar o teorema anterior com ¢(t) = —t, donde ¢'(t) = —1. Tem-se,

—b —-b —a —a

b 8
/f(@dz:/ Fle(t))¢' (t)dt = f(=t)-(=1)-dt = - f(=t)dt = \ f(=t)dt = \ f(=w)dx
|

—a —a — —

1.9 Teorema da média

Teorema 1.3 Sejam f e g integrdveis em [a,b]. Se g tem sinal constante em [a,b] tem-se,

/ ' fla)g(e)de = / " g(@)da

em que p é um ndmero compreendido entre o supremo e o infimo de f em [a,b].
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—a a b

Figure 7: As dreas a tracejado sao iguais

Dem. Suponha-se g(z) > 0, para todo o  em [a, ] e sejam

= inf f(z), e L= sup f(x)

w€la,b] velab)
Entao | < f(z) < L, para todo o & em [a, b]. Donde,

lo(z) < f(2)9(z) < Lg(x),  paratodooz € [a,}
Entao,

l/abg(x)dx < /abf(:v)g(x)dm < L/abg(x)dx

Se f:g(z)dz =0 vem f: f(z)g(x)dz = 0.
Se f:g(ac)dm > 0, vem
b
L gl

< ot <L
[, g(x)dx

donde fazendo .
! f@)g(a)da

: f;g(:c)dx

obtem-se o resultado. W

Corolario 1.9 Se f € continua em [a,b] entao existe & em [a,b] tal que

b b
/f@mmﬂmzﬂa/gwww
[ |

Exemplo 1.21

3T . 37
1 2
/ 51n(£U) dr = _/ sm(m)dl‘ = -, com 27 < f < 3
2 5 2 5

donde




2 Aplicacoes Geométricas do Integral

Como vimos, o integral permite-nos calcular dreas de figuras planas tais como aquelas representadas nas
figuras 8 e figura 9

Figure 9: Area a tracejado: fol (f(t) —g(t))dt

Vamos agora ver que certo tipo de volumes, comprimentos de linhas e areas de figuras nao planas
podem ser calculados através do integral em R. Comecamos pelos sélidos obtidos por rotagao de uma
area sob um grafico em torno do eixo dos X X:

2.1 Volume obtido por rotagao de figura plana em torno do eixo dox XX

Considere a figura 10. A rotagdo da drea mais escurecida em torno do eixo dos X X d4 origem a um

cilindro elementar de raio f(z) e altura dz portanto, de volume elementar dV = w(f(x))2dx (figura 11):
O integral sobre o intervalo [a, b] deste dV, “soma” as contribuigdes associadas a cada um dos dz, donde
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-

X
dx
Figure 10: ... sélido obtido por rotagao em torno do eixo dos X X

/()

8

\\\\\\\k vz
8

. dx

Figure 11: Volume elementar

o volume total V é: .
V:/ w(f(z))Qda:
Exemplo 2.1

Volume da esfera de raio r (figura 12).

—r r Q

Figure 12: ... calculando o volume da esfera de raio r.
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r 2 r
/ 7T<\/7’2—.172> dz:/ W(TQ—zQ)dz:...ngmng

—-Tr —-Tr

2.2 Volume obtido por rotagao de figura plana em torno do eixo dos Y'Y

Considere a figura 13 que esboca a rotacao da figura a tracejado em torno do eixo dos Y'Y, Neste caso o

Y

S

N 3

Figure 13: Rotacao em torno do eixo dos YY

raio do cilindro elementar é f~!(y) donde o volume ¢
f(b) DU
V= / m(f7H () dy
fla)
Notar tambem que, se a fungdo f é invertivel, podemos fazer a substituigdo y = f(x), donde

7 (rw) b
V= r(F @) f(x)dr = 2 f'(z)dx
[y ") ke = [t

2.3 Outro tipo de rotagao de figura plana em torno do eixo dos Y'Y

Considere a figura 14. Nesta situacao, o volume elementar é a diferenga do volume de dois cilindros
(figura 15), o de base de raio x e o de base de raio = + dx:

dV = 7(x + dx)? f(z) — 2 f(x) = 7(2? + 2xdx + (dx)?) f(x) — m2 f(z) ~ 2naf(zx)dx

and so

b
V:/ 2rx f (x)dx

2.4 Comprimentos de linhas

Suponhamos que queremos calcular o comprimento de uma linha que é o grafico de uma fungéo (figura
16). O comprimento elementar é dl onde

di? = da? + dy? = <1 n (%)2> dz? = (1 n (f’(a:))2>d:c2
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X
a x b
dx
Figure 14: ... outro sélido obtido por rotacao em torno do eixo dos YY

Figure 15: ... volume elementar

—

dx

Figure 16: ... calculando o comprimento da linha

donde
dl =1+ (f’(:c))Qd:c
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e finalmente, o comprimento total da linha é:
b 2
I — / 1+ (f’(x)) dw

Comprimento da circunferéncia de raio r (figura 17).

Exemplo 2.2

—-Tr r
Figure 17: Circunferéncia de raio r (“metade”)

Com base na figura 17, tem-se,

1—2/#\/ dw_%/fr\/fw? (x:rt)2r/1lﬁrdt:2r/ll\/%dt:
=2r [arcsm(t)] =2r (2 (—§)> =271

2.5 Areas de superficies

Suponhamos que queremos calcular a drea da superficie obtida por rotacao em torno do eixo dos X X do
grafico da fungdo na figura 16. A contribuicdo da area elementar, dS, obtida por rotagdo do elemento de
linha dl esté esbogado na figura 18. Essa contribuigéo é:

= /1+ (f(x)) de

\

Figure 18: Elemento de area da superficie

2

dS =2nf(z)dl = 2n f(z)\/1+ (f'(z)) dx

34



e portanto a area da superficie obtida por rotagao do grafico na figura 16 em torno do eixo dos X X é:

2

b
S:/ 2rf(z)\/1+ (f'(2)) dx
Exemplo 2.3

A drea da esfera de raio r (r > 0).
Com base na figura 17 e usando a férmula acima obtemos

r 2 r
S:/ 21/ 12 — 124/ 2T 2da::/ 2rrdr = 4nr?
. r2 —g .

Para finalizar esta secgao, deixamos como exercicio notar que se a superficie é obtida por rotacao de
um grafico de fungao como a da figura 16 mas em torno do eixo dos Y'Y a drea é dada por:

S = /ab27rx\/1+ (f’(:c))de

3 Integrais Improprios

Integrais impréprios sdo aqueles em que se realiza a integracao de uma funcdo (integrdvel) sobre um
intervalo nao limitado, como por exemplo
+oo 1
sint
/ S
0 t

ou quando o intervalo de integracao é limitado mas a funcao integranda nao é limitada, como por exemplo

1
/ S
—1V1—t2
ou finalmente quando nem o intervalo de integragao é limitado nem a funcgao integranda é limitada.

3.1 Integrais Improéprios: Intervalo de integracao nao é limitado

Comecemos entao por estudar os integrais improprios de fungoes integraveis sobre intervalos nao limitados.
Definigao 3.1

Seja f uma fungéo definida em [a, 00| e integravel em todo o intervalo [a,x] qualquer que seja o & > a.

Se existe N

lim f(®)dt

=00

definimos
) def. T
/ f)dt =" lim ft)de
a T 0O a
dizendo, entao, que faoo f(t)dt é um integral impréprio convergente.

Exemplo 3.1
a) [ 1dt
~1 . ‘1 . x : :
/ gdt = lim gdt = lim [log(t)}l = lim (log(x) - log(l)) = lim log(z) = o0
1 00 1 00 =00 =00

Entdo [ +dt diverge.
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Figure 19: Area infinita

Figure 20: Area finita
b) [{° &dt

1
/100 ti?dt: lim Iti?dt: Jim {—%r = lim (—l— (_%)) = lim (—1+1) —1

z—o0 Jq 00 1 T 00 €T 00 x

Entdo [~ 1dt converge.

Graficamente:

Se f é integravel em qualquer subintervalo fechado e limitado de | — o0, a] (como por exemplo, qualquer
fungao continua em R) faz sentido considerar

a

lim flt)de
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Caso este limite exista definimos

TH——00
x

/a fwat ™ m [

dizendo-se entao que este integral improprio é convergente. De notar que o estudo da natureza destes
integrais (isto 6, se sio ou ndo convergentes) se reduz ao estudo da natureza de integrais do tipo [~ g(t)dt
ja que

TH——00 T——00 TH——00
—X —a

/_a f@®)dt = lim ’ f@®)dt =(u=—t,...) lim h f(=u)(—du) = lim h f(—u)du =

x

= lim f(—u)du

Por outro lado se

/OOO Ot e /OOO F(t)dt

[ O; F(t)dt

Proposicao 3.1 Seja f definida em [a, 00| e integrdvel em qualquer intervalo [a,x] com x > a. Seja A
uma constante real nao nula. Entao, os integrais,

[ore [

convergem ambos ou divergem ambos - isto €, tém ambos a mesma natureza. Em caso de convergéncia,

tem-se ainda,
L[

Dem. Notando que, caso um dos seguintes limites exista, se tem,

forem convergentes, diremos que

é convergente.

v 7= ([ )= am [

o que implica que qualquer um dos outros limites tambem tem que existir, entao a convergéncia de um
integral implica a convergéncia do outro integral. Por outro lado, se um dos integrais diverge entao o
outro integral tambem tem que divergir. De facto como acabdmos de ver, se um dos integrais converge
entao um dos limites acima existe o que implica que os outros limites tambem existam. W

Proposicao 3.2 Sejam f e g definidas em [a, 0] e integrdveis em qualquer intervalo [a,x] com x > a.

Se o) o)
fore Lo
[+

/aoo(f+g)—/:of+/:og

convergem, entao,

tambem converge e tem-se
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Dem. Tem-se,

o [ Ceo = ([re [Co) = [T o= [Tre

ou seja, existe o limite
xT

lim [ (f+g)

=00

o que quer dizer, por defini¢do, que o integral impréprio da integranda f 4 g converge tendo-se ainda

/:o(f+g)=/aoof+/:o

|
Observagao 3.1

Se faoo fe f:o g nao convergem entao a natureza do integral impréprio da soma f + ¢ tanto pode ser
convergente como divergente:

Exercicio 3.1

Qual a natureza de floo ( f+ g) quando

Proposicao 3.3 Seja [ definida em [a, 0] e integrdvel em qualquer intervalo [a,x] com x > a. Entao,

para ¢ > a,
oo o0
Ll
a c

tém a mesma natureza e, em caso de convergéncia,

o= L]

Dem. Analogamente & s demonstragoes anteriores, notando que

i [ ([ 1 [ )= 1o [

em que, na ultima igualdade, fac f “passa para fora do limite”, ji4 que ndo depende de = (que é a varidvel
sobre a qual se estd a calcular o limite). W

Exemplo 3.2

Seja
f(x) - {em\/tan(em)7 0 <z < 10100

1, x> 10190

Entao, fooo f é convergente porque

é convergente (como vimos atras).
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Teorema 3.1 (Integragao por partes) Se u e v sdo fungdes continuas com deriwada continua em
[a, 00, e

o0 x
Se / w'v  converge e lim [uv} € finito
a a

00

o0
/ w'  converge
a

oo x oo
! . !
wv' = lim [uv} — u'v
a Tr—0o0 a a

Teorema 3.2 (Integracdo por substituicao) Seja f definida em [a, 0] e integrdvel em qualquer in-
tervalo [a,x] com x > a. Seja ¢ uma bijec¢do diferencidvel de [, 00| sobre [a, c0[. Entao,

/ T e / " F o) - (tdt

entao,

e tem-se

Dem. Omitida. W

tém a mesma natureza e, em caso de convergéncia, SGo iguais.

Dem. Omitida. W

O estudo dos integrais improprios tem algumas semelhancas com o estudo das séries. Em particular,
dado um integral impréprio, pretendemos ser capazes de saber se ele converge ou nao (muitas vezes
mais do que saber o valor desse integral - em caso de convergéncia). Para isso, vamos ter, por um lado,
uma coleccao de fungoes cuja natureza dos respectivos integrais imprdprios vai ser conhecida e por outro
lado, vamos ter resultados que nos permitem relacionar a natureza de dois integrais improprios. Assim,
quando quisermos analisar a natureza de um novo integral impréprio, tentamos relaciond-lo com outros
de natureza ja conhecida através de resultados como o seguinte:

Teorema 3.3 (Critério de majoracao) Sejam f e g positivas e definidas em [a, 00| e integrdveis em
qualquer intervalo [a,x] com x > a. Seja ainda f(x) < g(x) para todo o x > a.

o0 o0
Se / g converge, entao / f tambem converge.
a a

o0 o0
Se / [ diverge, entdo / g tambem diverge.
a a

F(z)—/;f

Jim rw = [

. v . . . o0 ~
existe em R, podendo portanto ser infinito. Seguidamente mostramos que se fa g converge, entao a

Dem. Comegamos por observar que

é crescente ja que f > 0. Assim, o limite

funcao F' é majorada e que portanto o referido limite é finito, ou seja, a convergeéncia de f:o g implica a
convergéncia de [ f. De facto, como f(t) < g(t) para todo o t > a, entdo [ f < [*g, donde,

xr xr
lim / f < lim g < oo
=00 =00
a a
A segunda afirmacao do teorema é o contrareciproco da afirmagéo que acabamos de provar. B

Exemplo 3.3
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Qual a natureza de

/ dt .
1 1+t

Comecemos por
Exemplo 3.4
Qual a natureza de
o dt
1 t_a
(em que o é um pardmetro real)? Separemos o caso a = 1:

x

lim [ Ldt= tim {1og(t)r — lim 1og(§) = oo

z—o0 Jq t 00 1 TH>00

donde fl t_a com « = 1 é divergente. Analisemos agora para a # 1:

lim —dt = lim [ 1t*0‘+1} — lim (I*Ok‘rl . 1)

oo [y z—ool—a + 1 oo —x+ 1
donde
. zidt {ﬁ, para a > 1
oo [ tX 0 para o < 1
Assim,

/°° 1 converge para  « > 1
. @ N diverge para a<l1

Entao para se averiguar a natureza de fl —z hotamos que

1+t
1 1
14+¢4 — ¢4

e que 14 é integranda de um integral impréprio convergente - floo % com o = 4 > 1. Pelo critério de

majoracao fl t4 é convergente.

1+

Corolario 3.1 Sejam f e g positivas e definidas em [a, 00| e integrdveis em qualquer intervalo [a,x] com
x > a. Suponha-se ainda que g(x) > 0 para todo o x > a e que existem constantes positivas c1 e ca, tais

que
61§@§02 para todo o x > a
9(z)
FEntao,
o0 o0
[ [
a a
tém a mesma natureza.
Dem.
clgﬁgq paratodooz > a
g9(z)
é equivalente a
cag(z) < f(z) < cag(x) para todo o x > a

~ - . - -1
Se f;o f converge entao, pelo critério de majoragao f;o c19 tambem converge donde (cl) faoo c19 = faoo g
tambem converge. Reciprocamente, se faoo g converge entao f:o c2g tambem converge e pelo critério de
majaoragao faoo f converge. Analogamente para integrais divergentes. H
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Corolario 3.2 (Critério do limite) Sejam f e g positivas e definidas em [a, 00| e integrdveis em qual-
quer intervalo [a,z] com x > a. Suponha-se ainda que g(z) > 0 para todo o v > a e que eviste, em

R,
= lim M
Se >0 entao / e / g tém a mesma natureza (1)
Se =0 entao [/ g converge @ —> / f converge} (2)
Se =00 ent@o [/ f converge — / g converge] (3)

(Notar a importancia dos contrareciprocos de (2) e (3))

f(x)
g(x)

Dem. [ = limg 00 é equivalente a dizer, por defini¢ao de limite, que

1
Para todo o € > 0 existe pelo menos um § > 0 tal que, sempre que = > 5 entao ‘%x; — l‘ <€
g(x

e desembaracando de médulos e reescrevendo esta iltima expressao

f(x)

1
Para todo o € > 0 existe pelo menos um § > 0 tal que, sempre que £ > — entdo | —e < —= <l +e€

J g9(z)

Caso (1): I > 0. Tomando € = %(> 0), ha-de existir um ¢ > 0 tal que

l T 3l
com x>0 setenha—<M<—
2 g(x) 2
Entao, estamos nas condigées do Corolédrio anterior com ¢y = % e cy = %l Segue-se que os integrais

impréprios em questao tém a mesma natureza.
Caso (2): I = 0. Tomando e = 1(> 0), ha-de existir § > 0 tal que

f(x)

com x>0 setenha —1<*™—<<1
g9(z)

Como as fungoes sao positivas entao a segunda desigualdade acima pode-se reescrever na forma
f(x) < g(x)

~ I . ~ o0 ~ o0
Entao pelo critério de majoragao, se fa g converge, entao fa f tambem converge.
Caso (3): | = oo - fica como exercicio. B

Exemplo 3.5
Qual a natureza de
oo 2
a) / ‘Tiwdz ?
1 3z 4541

Considerando a funcao integranda, que é uma funcao racional em x, notamos que para x “muito grande”
o comportamento do polinémio no numerador é “dado” por x2, enquanto que o do polinémio no denom-
inador é “dado” por 3. Como

2+3 2
lim@:hmi:hm 1+13_2 — 1+0 :l

>0
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entao, pelo critério do limite, os integrais impréprios

%) 2 (e
/ I7+3d:c e / ldz
1 3xd+br+1 1T

~ 1 2 00 1 ;. . P .
tém a mesma natureza (notar que - = Zz). Como fl —dx & integral impréprio divergente (ver exemplo

3.1), entdo o integral impréprio em estudo tambem é divergente.

b) /1 " log(@) )y

3

Comparemos a integranda Oi(f) com % para subsequentemente tentarmos aplicar o critério do limite:
log()
. LR T _
Jm, =3 = Jim log(e) = oo

1}3
0 que nao nos da, neste caso em particular, nenhuma indicacao sobre a natureza do integral em estudo.

Comparemos entao a integranda em causa com 1%:

log(x) 1
lim —=— — 1im 282 _
00 = 00 €T

(use Cauchy...) e entéo pelo critério do limite, o integral impréprio em questao é convergente.

o0 2
c) / e Tdx ?
1

Para resolver este exemplo, comecemos por estabelecer a natureza de mais uma colecgao de integrais
impréprios.

Exemplo 3.6
Qual a natureza de
/ > dt
0 eoct

(em que « é um pardmetro real)? O caso o = 0 corresponde a um integral divergente (exercicio).
Passemos ao caso a # 0. Tem-se,

lim — = lim e~ *dt = lim {—670‘1 =—— lim {efo‘x — 1}

z—oo Jq e z—oo [ T—00 L — 0 o T—00
donde
. mﬂdt_{é7 para a > 0
z—oo [ et oo paraa <0
Portanto,

/ o dt converge para « > 0
o et diverge para a < 0

Voltemos entao a questao da convergéncia de

Como

~ oo ’ . R . .
entao, porque 4L ¢ convergente (corresponde ao caso @ = 1 no exemplo acima), pelo critério do limite
) 0 e ’ )

oo 42 ,
fl e~ % dx tambem é convergente.
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Teorema 3.4 Seja f definida em [a, 00| e integrdvel em qualquer intervalo [a,x] com x > a.
oo oo
Se / |f] converge entdo / f tambem converge
a a

Dem. Sejam f+ e f~ as funcoes definidas por

_ @)+ S
2

fr >0), Parte Positiva de f

[f(z)] = f(=)
2

[~ = (>0), Parte Negativa de f

Temos entao

Figure 21: Parte Positiva (f+) e Parte Negativa (f—) de f

[f@)] = f(@) + [ (2)
e como tanto fT como f~ sdo positivas,
f@l=>f" e |f@))>f"

entao a convergéncia de faoo |f| e o critério de majoragao implicam a convergéncia de faoo fTede faoo .
Finalmente, como f = fT — f~, entéao faoo f € convergente através da Proposi¢ao 3.2. B

Observagao 3.2

De um modo geral, nao é verdade que a convergéncia de faoo f implique a convergéncia de f;o [

Definicao 3.2

oo . oo s
Se fa | f| converge diz-se que fa f é absolutamente convergente.
Se [ f converge mas [ |f| ndo converge, diz-se que [ f ¢ simplesmente convergente.
Seguidamente provamos um resultado que nos permitird apresentar (pelo menos) um integral simples-
mente convergente.
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Teorema 3.5 Sejam u ev continuas com derivada continua em [a,00[. Seu € decrescente com limy, o0 u(x)

0 e v € limitada em [a, 0|, entdo
oo
/ wv' converge
a

Dem. Tem-se, pelo Teorema da integracao por partes,

lim ’ w' = lim (u(x)v(x) - u(a)v(a)) — lim ’ w'v=—u(a)v(a) — lim ’ u'v

00 a T 0O 00 a T 0O

ja que limg, oo u(x) = 0. Resta-nos entdo mostrar que faoo u'v converge, para se obter o resultado. Como
' (z)v(@)] = |[u'(@)[[o(z)] < M/ (2)] = —Mu'(x)

(porque v é majorada e porque u é decrescente) e porque

/Oo (—Mu’(t))dt - M /Oo W (Bdt = —M Tim | o (#)dt = —M lim [u(t)r -

z—oo [ T 00 a

=—M lim [u(t)r =—M lim (u(ac) - u(a)) = —M(O - u(a)) = Mu(a)

00 a 00

00

/

/ uv
a

provando-se assim que

converge.

]
Exemplo 3.7

0 s
/ sin(z) dx converge
0 X

Basta notar que

sin(z) 1 (— COS(I))/

x x
donde esta integranda estd nas condigdes do Teorema (com u(z) =
o integral impréprio em consideragao converge.

1 e v(z) = — cos(z)) donde segue que

N . . oo sin(x)
Vamos agora ver que essa convergéncia é simples, ou seja que, apesar de, como vimos, [~ *=*dx

&x(z) dx nao converge. Consideremos entao

0 x

Para x em [km + 2, km + 3], |sin(z)| > § (ver figura 22), donde

. o0
convergir, [;

(k+1)7 | o km+37 | . e+ 52
/ |Sln($)|dm2/ 6 |sm(x)|dx21/ 6 ldle 1 5,,2—7TZ
km L kr4 T x 2 kntx T 2k + % 3
1 1 2r 1 1 1 /’”2 1
> = — = > = ~d
T 2kn+4+7m 3 3k+173 Jikp1 =
isto é,
(k+1D)m | k+2
/ |sm(z)|dz > l/ ldz
km X 3 ]i}-‘rl xr
donde,
nmw . n— (k+1)m k+2 1 n+1 1
/ |Sln($)|dm = Z/ |Sln d > Z / / —dac = 10g(n+ 1) — o0
0 v k=0 km k+1 .I 1 3 n—00
e portanto,

/ sin(x) i
0 x
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| sin(z)|

1
1 \
2
T
us = s 5_71' 7T 5
T o T+ E T+ 5 2m + % 2 + F
Figure 22: ... aonde |sin(x)| é maior que 3 ...

3.2 Integrais Improprios: A funcgao integranda nao é limitada

Definicao 3.3

Seja f nao limitada em |a, b] mas integravel em qualquer subintervalo fechado de ]a, b]. Suponha-se ainda

que existe e é finito
b
lim f
z—at [,

[=m [s

dizendo que o integral impréprio converge. Se o limite acima nao existe dizemos que o integral impréprio
diverge.

Analogamente, se f nao é limitada em [a, b| mas integrdvel em qualquer subintervalo fechado de [a, b]
e se existe e é finito

Definimos

lim f

x—b— a

b T
f= lim f
a b~ [,
dizendo que o integral impréprio converge. Se o limite acima nao existe dizemos que o integral impréprio
diverge.

definimos

Exemplo 3.8

Qual a natureza de

Tem-se,

Entao, fol Ldx diverge.
Qual a natureza de




e entao fol ﬁd:c converge.
Suponhamos que f estd definida em Ja,b[ e é integravel em qualquer subintervalo fechado de [a, b].

Se, para certo ¢ em Ja, b],
c b
[oe

forem ambos convergentes, entao dizemos que f: f converge tendo-se
b c b
fo=Loe ]
a a c

Seja f definida em ]a, oo integravel em qualquer subintervalo fechado de Ja, oo[. Suponha-se ainda que

IR

~ . oo
convergem ambos. Entao dizemos que fa f converge, tendo-se

wazlif+lwf

Definicao 3.4

Exemplo 3.9

Qual a natureza de

Como pelo menos um dos integrais

1 00
1 1
/ —dzr e / —dz
0oz 1 T

diverge (de facto, divergem ambos, até) entao o integral em questao é divergente.
No caso de f ser nao limitada “junto” a a podemos converter o integral improéprio de integranda nao
limitada em integral impréprio sobre intervalo nao limitado:

b o0
/af(t)dt:(fazendou:tl ,)/ Mdu

—a 1 u2
b—a
e se f fosse nao limitada “junto” a b:
b . .
1 _1
/(; f(lf)dt_(fazendou_m,._.)/l71 %du

Isso permite-nos desde logo dar os seguintes exemplos:
Exemplo 3.10

Qual a natureza de

[t

Tem-se,
booat BT < du
T o —ydu = 2—a
o t=a)r S sz
Portanto
/ booat _J converge para «a <1
. (t—a)* | diverge para a>1
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Qual a natureza de

Tem-se,
/b dt _/“fdu_/“ du
. (b=t =L u? L u2—e
e portanto
booat ] converge para <1
/a (b—t)> ] diverge para  «a>1

As conversoes acima de integrais impréprios de integrandas nao limitadas para integrais imprépios de
integrandas limitadas sobre intervalos nao limitados permitem-nos tambem obter nesta sec¢ao os analogos
dos resultados da seccao anterior. Registamos aqui unicamente os analogos do critério de majoracao e
do limite:

Teorema 3.6 (Critério de majoracao) Sejam f e g positivas e definidas em la,b] e integrdveis em
qualquer intervalo [z,b] com a < x <b. Seja ainda f(z) < g(x) em ]a,b].

b b
Se / g converge, entao / f tambem converge.
a a

b b
Se / [ diverge, entao / g tambem diverge.
a a

Corolério 3.3 (Critério do limite) Sejam f e g positivas e definidas em |a,b] e integrdveis em qual-
quer intervalo [x,b] com a < x < b. Suponha-se ainda que g(x) > 0 em |a,b] e que existe, em R,

@
z—at g(I)
b b
Se >0 entdo / f e / g tém a mesma natureza (4)
b b
Se =0 entdo / g converge «—> / f converge (5)
b b
Se =00 entdo / f  converge — / g converge (6)

(Notar tambem a importancia dos contrareciprocos de (5) e (6))
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