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1 Integrais Improéprios

Integrais impréprios sdo aqueles em que se realiza a integracao de uma funcao (integrdvel) sobre um
intervalo nao limitado, como por exemplo
+o0o i
sint
/ S
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ou quando o intervalo de integracao é limitado mas a fungao integranda nao ¢ limitada, como por exemplo

L
/ S
V112
ou finalmente quando nem o intervalo de integragao é limitado nem a fungao integranda é limitada.

1.1 Integrais Improéprios: Intervalo de integracao nao é limitado

Comecemos entao por estudar os integrais improprios de fungoes integraveis sobre intervalos nao limitados.
Definigao 1.1

Seja f uma funcdo definida em [a, 0o e integravel em todo o intervalo [a, ] qualquer que seja o = > a.

Se existe N

lim f(®)dt

=00
a

/aoo Ft)dt < lim /azf(t)dt

pilede el

definimos

dizendo, entao, que faoo f(t)dt é um integral impréprio convergente.
Exemplo 1.1

a) f100 %dt

/ %dt = lim 1dt = lim [log(t)]j = lim (log(x) - log(l)) = lim log(z) = o0
1

w00 Jq t T—00 T—00 T—00
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Entao Lt diverge.
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Entdo [° 1dt converge.

Graficamente:

Se f é integravel em qualquer subintervalo fechado e limitado de | — o0, a] (como por exemplo, qualquer
fungdo continua em R) faz sentido considerar

a

lim flt)de

Caso este limite exista definimos
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T——00
— 00 x



Figure 1: Area infinita

Figure 2: Area finita

dizendo-se entao que este integral impréprio é convergente. De notar que o estudo da natureza destes
integrais (isto é, se sdo ou néo convergentes) se reduz ao estudo da natureza de integrais do tipo faoo g(t)dt
ja que

[ JOdt = tim [ F@dt=(u=—t,..) Tm [ fw)(du) = lim [ f(—u)du=

—— —— ——
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Por outro lado se

/OOO Fdt e /OOO F(t)dt

/O; F(t)dt

Proposicao 1.1 Seja f definida em [a, 00| e integrdvel em qualquer intervalo [a,x] com x > a. Seja A
uma constante real nao nula. Entao, os integrais,

fore [

convergem ambos ou divergem ambos - isto €, tém ambos a mesma natureza. Em caso de convergéncia,

tem-se ainda,
L[

Dem. Notando que, caso um dos seguintes limites exista, se tem,

forem convergentes, diremos que

é convergente.

x x

v g =t (3 )= o)

o que implica que qualquer um dos outros limites tambem tem que existir, entao a convergéncia de um
integral implica a convergéncia do outro integral. Por outro lado, se um dos integrais diverge entao o
outro integral tambem tem que divergir. De facto como acabamos de ver, se um dos integrais converge
entao um dos limites acima existe o que implica que os outros limites tambem existam. W

Proposicao 1.2 Sejam f e g definidas em [a, 0] e integrdveis em qualquer intervalo [a,x] com x > a.

Se o) o)
fore Lo
[+

/:o(f+g)—/:of+/:og
Dem. Tem-se,

Jm, <f+9>—3320</ A 9)-32;/ pedm [Lo= [

ou seja, existe o limite

convergem, entao,

tambem converge e tem-se

x

lim [ (f+g9)

=00

o que quer dizer, por definicao, que o integral impréprio da integranda f 4 g converge tendo-se ainda

/aoo(f+9)=/aoof+/:og
n

Observagao 1.1



Se faoo fe f:o g nao convergem entao a natureza do integral improéprio da soma f + ¢ tanto pode ser
convergente como divergente:

Exercicio 1.1

Qual a natureza de [ (f + g) quando

Proposicao 1.3 Seja f definida em [a, 00| e integrdvel em qualquer intervalo [a,x] com x > a. Entdo,

para ¢ > a,
oo o0
Ll
a c

tém a mesma natureza e, em caso de convergéncia,

/ff=/jf+/:°f

Dem. Analogamente & s demonstracoes anteriores, notando que

s [r= g ([ )= [remm [

em que, na ultima igualdade, f; f “passa para fora do limite”, j4 que ndo depende de = (que é a varidvel
sobre a qual se estd a calcular o limite). W

Exemplo 1.2

Seja
em\/tam(ez)7 0 < x < 10100
fz) =

m_127 x> 10100

Entdo, [;° f é convergente porque

<1
[ L
10100t

Teorema 1.1 (Integracdo por partes) Se u e v sdo fungdes continuas com derivada continua em

é convergente (como vimos atras).

[a, 00, e
) T
Se/ w'v  converge e lim {uv} € finito
T 00 a
a
entao,
o0
/ wv’  converge
a
e tem-se

o0 T o0
! . /
wv' = lim [uv} — u'v
a Tr—0o0 a a

Teorema 1.2 (Integragao por substituicao) Seja f definida em [a, 00| e integrdvel em qualquer in-
tervalo [a,x] com x > a. Seja ¢ uma bijec¢do diferencidvel de [, 0o[ sobre [a, c0[. Entao,

Dem. Omitida. W

/ T e / " Fet) - o (1)t

tém a mesma natureza e, em caso de convergéncia, SGo iguais.



Dem. Omitida. B

O estudo dos integrais improprios tem algumas semelhancas com o estudo das séries. Em particular,
dado um integral impréprio, pretendemos ser capazes de saber se ele converge ou nao (muitas vezes
mais do que saber o valor desse integral - em caso de convergéncia). Para isso, vamos ter, por um lado,
uma coleccao de fungbes cuja natureza dos respectivos integrais imprdprios vai ser conhecida e por outro
lado, vamos ter resultados que nos permitem relacionar a natureza de dois integrais impréprios. Assim,
quando quisermos analisar a natureza de um novo integral impréprio, tentamos relaciond-lo com outros
de natureza ja conhecida através de resultados como o seguinte:

Teorema 1.3 (Critério de majoragao) Sejam f e g positivas e definidas em [a, 0] e integraveis em
qualquer intervalo [a,x] com x > a. Seja ainda f(x) < g(x) para todo o x > a.

o0 [e ]
Se / g converge, entao / f tambem converge.
a a

o0 o0
Se / [ diverge, entdo / g tambem diverge.
a a

Fa)= [ 1

lim F(z)_/:of

ilede el

Dem. Comegamos por observar que

é crescente ja que f > 0. Assim, o limite

existe em R, podendo portanto ser infinito. Seguidamente mostramos que se faoo g converge, entao a
funcao F' é majorada e que portanto o referido limite é finito, ou seja, a convergeéncia de faoo g implica a
convergéncia de [ f. De facto, como f(t) < g(t) para todo o t > a, entdo [ f < [ g, donde,

lim/fﬁlim g < oo

TrH—00 TrH—00
A segunda afirmacao do teorema é o contrareciproco da afirmagéo que acabamos de provar. B
Exemplo 1.3

Qual a natureza de

/ dt .
1 I+t

Comecemos por
Exemplo 1.4
Qual a natureza de
o dt
1 t_a
(em que o é um pardmetro real)? Separemos o caso a = 1:

x

im [ Ldt= tim {1og(t)r — lim 1og(§) = oo

z—o0 Jq t 00 1 TH>00

donde floo % com « = 1 é divergente. Analisemos agora para a # 1:

lim —adt = lim [ t*O‘JFl} — lim (Ifa+1 o 1)

oo 1 z—ool—a + 1



donde

Assim,

~ . o0
Entao para se averiguar a natureza de fl

1

. widt: =5, Dparaa>1
oo Jq te 00 paraa<1

/°° 1 , _ | converge para  « >1
1 te diverge para a<l

dt
T notamos que

1 <1
14+¢4 — ¢4

dt
to

e que %4 ¢é integranda de um integral impréprio convergente - floo L com a = 4 > 1. Pelo critério de

. ~ 0 dt s t
majoragao fl Ty € convergente.

Corolario 1.1 Sejam f e g positivas e definidas em [a, 00| e integrdveis em qualquer intervalo [a,x] com
x > a. Suponha-se ainda que g(x) > 0 para todo o x > a e que existem constantes positivas c1 e ca, tais

que

FEntao,

f(z)

1 < —%=<eo para todo o x > a
g(z)

Jore [

téem a mesma natureza.

Dem.

é equivalente a

1 < —%<ey para todoo z > a

c1g9(z) < f(z) < cag(x) para todo o z > a

Se [ f converge entdo, pelo critério de majoracdo [ c1g tambem converge donde (c1) ! [Zeg=["g

a

. o0 ~ o0 oL 2.
tambem converge. Reciprocamente, se fa g converge entao fa c2g tambem converge e pelo critério de
. ~ o0 . . .
majaoragao fa f converge. Analogamente para integrais divergentes. H

Corolario 1.2 (Critério do limite) Sejam f e g positivas e definidas em [a, 00| e integrdveis em qual-
quer intervalo [a,x] com x > a. Suponha-se ainda que g(x) > 0 para todo o x > a e que existe, em

R

7

Se

Se

Se

[ = lim M

M g(a)
>0 entao b f e /OO g tém a mesma natureza (1)
1=0 entdo [/00 g converge @ —> /00 f converge} (2)
=00 entdo l/oo f  converge — /00 g converge] (3)

(Notar a importincia dos contrareciprocos de (2) e (3))



f(=)

Dem. [ =limg 00 é equivalente a dizer, por definicao de limite, que

g(z)
f(z)
Para todo o € > 0 existe pelo menos um § > 0 tal que, sempre que x > — entao ’ — l’ <€
(x)
e desembaracando de médulos e reescrevendo esta tltima expressao
1
Para todo o € > 0 existe pelo menos um 6 > 0 tal que, sempre que x > 5 entao [ — e < % <l+e
g(x
Caso (1): I > 0. Tomando € = é(> 0), ha-de existir um ¢ > 0 tal que
l T 3l
com x>0 setenha—<L)<—
2 g(z) 2
Entao, estamos nas condigées do Corolédrio anterior com ¢y = % e cy = %l Segue-se que os integrais

impréprios em questao tém a mesma natureza.
Caso (2): 1 =0. Tomando e = 1(> 0), ha-de existir § > 0 tal que

f(=)

com x>0 setenha —1<>—7=-<1
g9(z)

Como as fungoes sao positivas entao a segunda desigualdade acima pode-se reescrever na forma
f(x) < g(x)

~ e 2. . ~ o0 ~ oo
Entao pelo critério de majoracao, se fa g converge, entao fa f tambem converge.
Caso (3): I = oo - fica como exercicio. B

Exemplo 1.5
Qual a natureza de
) 2
a) / ‘Tiwdz ?
1 3z 4+ br+1

Considerando a funcao integranda, que é uma funcao racional em z, notamos que para x “muito grande”
7 )

o comportamento do polinémio no numerador é “dado” por z2, enquanto que o do polinémio no denom-

inador é “dado” por 23. Como

2,3 2
g AR _ ot lbg 140 1
T— 00 %; T—00 §£ii§£il T+ 00 3<+-5 J§ 34+04+0 3

entao, pelo critério do limite, os integrais impréprios

o) 2 o)
/ :177"'3615C e / ldz
1 3x+br+1 1z

~ 1 z? 0o 1 ;- . P .
tém a mesma natureza (notar que ; = Zz). Como fl —dx é integral impréprio divergente (ver exemplo

1.1), entao o integral impréprio em estudo tambem é divergente.

b) /1 " log@) )y

3

Comparemos a integranda log(w) com % para subsequentemente tentarmos aplicar o critério do limite:
log(z)
. 3 .
lim —2— = lim log(z) = 0o
00 F 00



o que nao nos da, neste caso em particular, nenhuma indicagao sobre a natureza do integral em estudo.

Comparemos entao a integranda em causa com %:

log() 1
lim mlg = lim 0g(x)
00 == 00 €T

=0

(use Cauchy...) e entdo pelo critério do limite, o integral impréprio em questdo é convergente.

c) / e dx 7
1

Para resolver este exemplo, comecemos por estabelecer a natureza de mais uma coleccao de integrais
impréprios.

Exemplo 1.6
Qual a natureza de
/ °° dt
0 eoct

(em que « é um pardmetro real)? O caso o = 0 corresponde a um integral divergente (exercicio).
Passemos ao caso o # 0. Tem-se,

lim — = lim e %dt = lim {—670‘1 = —— lim {efo‘x - 1}
z—oo Jq eat z—oo [ T—00 L —Q 0 o T—00
donde
odt L ara a > 0
lim [ Zgp={4a P
S o0 paraa<0
Portanto,

/ o dt converge para « > 0
o €t diverge para a < 0

Voltemos entao a questao da convergéncia de

Como

lim

2_
T—00 — Tr—o0 et T

~ o0 7 . I . .
entao, porque fo g é convergente (corresponde ao caso & = 1 no exemplo acima), pelo critério do limite,

oo 42 ,
fl e~ % dx tambem é convergente.

Teorema 1.4 Seja f definida em [a, 0| e integrdvel em qualquer intervalo |a,x] com x > a.
o0 o0
Se / |f| converge entdo / f tambem converge
a a

Dem. Sejam f+ e f~ as funcoes definidas por

ft= W(z 0), Parte Positiva de f
fm= M(Z 0), Parte Negativa de f

Temos entao

[f@)]=fT(@)+f (@)



Figure 3: Parte Positiva (f+) e Parte Negativa (f—) de f

e como tanto f+ como f~ sdo positivas,
f@ > e [fa)=f"

entdo a convergénciade [ |f| e o critério de majoragao implicam a convergénciade [ fTede [ f~.
Finalmente, como f = f+ — f~, entdao faoo f é convergente através da Proposicao 1.2. B

Observagao 1.2

De um modo geral, nao é verdade que a convergéncia de faoo f implique a convergéncia de f:o |f]-

Definicao 1.2

oo . oo 3
Se fa | f| converge diz-se que fa f é absolutamente convergente.
Se foo f converge mas foo || ndo converge, diz-se que foo f é simplesmente convergente
a a ) a :
Seguidamente provamos um resultado que nos permitird apresentar (pelo menos) um integral simples-
mente convergente.

Teorema 1.5 Sejam u e v continuas com deriwada continua em [a, 0o[. Seu € decrescente com limy, o0 u(x) =
0 e v € limitada em [a, 0|, entdo
oo
/ wv' converge
a

Dem. Tem-se, pelo Teorema da integracao por partes,

lim xuv' = lim (u(x)v(x) - u(a)v(a)) — lim ’ w'v=—u(a)v(a) — lim xu v

=00 a 00 00 a 00

jé que limg, o u(z) = 0. Resta-nos entdao mostrar que f:o u'v converge, para se obter o resultado. Como

' ()v(@)] = [u'(@)[[o(2)] < Mu'(x)] = —Mu'(z)

10



(porque v é majorada e porque u é decrescente) e porque
x T

/OO (—Mu’(t))dt - M /OO W (H)dt = —M lim | o/(t)dt = —M lim [u(t)} -

=00 a 0O a

=—M lim [u(t)K =—M lim (u(a:) - u(a)) = —M(O - u(a)) = Mu(a)

T 0O 00

o)

/

/ uv
a

provando-se assim que

converge.
|

Exemplo 1.7

o
/ sin(z) dx converge
0 x

Basta notar que

singiff) _ é . (— coS(x))/

donde esta integranda estd nas condigdes do Teorema (com u(z) = %

o integral impréprio em consideragao converge.
A . s . . . o0
Vamos agora ver que essa convergéncia é simples, ou seja que, apesar de, como vimos, fo

e v(x) = — cos(z)) donde segue que
sin(x) dx

%(z) dx nao converge. Consideremos entao

/°° | sin(z)| i
0 x

Para x em [km + %, km + 27, |sin(z)| > & (ver figura 4), donde

. o0
convergir, [;

y = [sin(z)]
11
. N NN
2 | | | | | |
s bt I 1lr 137 17
6 6 6 6 6 6
Figure 4: ... onde a funcdo y = |sin(xz)| é maior que 3 ...
(k+1)m : k7r+5T"" . 1 kﬂ.+5Trr 1 1 1 9
/ Isin@)] ;. / [sin(@)] . < —/ Sdp>o—— >
km X kr+ I X kr4+Z x 2]€7T+F 3
1 1 27 1 1 1 /’”2 1
> = —=-—2> —dx
T 2kn+m 3 3k+1 73 k1 =
isto é,

us



donde,

nw | . n—1 L(k+1)7 | n—1 1 k+2 1 1 n+1 1 1
/ Mdm:Z/ Mdzz —/ —d:c:—/ —dzr = =log(n+1) — oo
0 k 3 1 x 3

{L’ x n—oo
k=0"YFT k=0

e portanto,

converge simplesmente.
1.2 Integrais Improéprios: A funcao integranda nao é limitada

Definigao 1.3

Seja f nao limitada em |a, b] mas integravel em qualquer subintervalo fechado de ]a, b]. Suponha-se ainda

que existe e é finito
b
lim f
z—at [,

[r=m [

dizendo que o integral impréprio converge. Se o limite acima nao existe dizemos que o integral impréprio
diverge.
Analogamente, se f nao é limitada em [a, b| mas integrdvel em qualquer subintervalo fechado de [a, b]

e se existe e é finito N
lim f
T—b— a

[rem [

dizendo que o integral impréprio converge. Se o limite acima nao existe dizemos que o integral impréprio
diverge.

Definimos

definimos

Exemplo 1.8

Qual a natureza de

Tem-se,

Entao, fol Ldz diverge.
Qual a natureza de

e entio fol %d:c converge.
Suponhamos que f estd definida em Ja,b[ e é integravel em qualquer subintervalo fechado de [a, b].

Se, para certo ¢ em Ja, b,
c b
fre )

12



forem ambos convergentes, entdao dizemos que f; f converge tendo-se
b c b
IREI I
a a c

Seja f definida em ]a, o[ integravel em qualquer subintervalo fechado de ]a, oo[. Suponha-se ainda que

IR

~ . oo
convergem ambos. Entao dizemos que fa f converge, tendo-se

o=l ]

Definicao 1.4

Exemplo 1.9

Qual a natureza de

Como pelo menos um dos integrais

1 o)
1 1
/ —dx e / —dz
0o T 1

diverge (de facto, divergem ambos, até) entdo o integral em questao é divergente.
No caso de f ser nao limitada “junto” a a podemos converter o integral impréprio de integranda nao
limitada em integral impréprio sobre intervalo nao limitado:

b 9] 1
1 fla+3)
t)dt = ( f do u = u) g
/Gf() ( fazendo u ra—r )/b1 "
e se f fosse nao limitada “junto” a b:
b 9] 1
1 fo—3)
/af(t)dt—(fazendou-m,...)/b1 Tdu

Isso permite-nos desde logo dar os seguintes exemplos:
Exemplo 1.10

Qual a natureza de

[#

Tem-se,
boat RV < du
(t—a)> - /. ﬁdu ~ /. u2—e
a —a —a
Portanto
/ bodt ) converge para a <1
o (t—a)® | diverge para a>1

Qual a natureza de

[

13



Tem-se,

e portanto

/b dt | converge para «a <1
« b=t | diverge para a>1

As conversoes acima de integrais impréprios de integrandas nao limitadas para integrais imprépios de
integrandas limitadas sobre intervalos nao limitados permitem-nos tambem obter nesta seccao os analogos
dos resultados da seccao anterior. Registamos aqui unicamente os analogos do critério de majoracao e
do limite:

Teorema 1.6 (Critério de majoracao) Sejam f e g positivas e definidas em la,b] e integrdveis em
qualquer intervalo [z,b] com a < x <b. Seja ainda f(z) < g(x) em ]a,b].

b b
Se / g converge, entao / f tambem converge.
a a

b b
Se / [ diverge, entao / g tambem diverge.
a a

Corolério 1.3 (Critério do limite) Sejam f e g positivas e definidas em |a,b] e integrdveis em qual-
quer intervalo [x,b] com a < x < b. Suponha-se ainda que g(x) > 0 em |a,b] e que existe, em R,

= tim 1@
z—at g(I)
b b
Se >0 entdo / f e / g tém a mesma natureza (4)
b b
Se =0 entdo / g converge «—> / f converge (5)
b b
Se =00 entao [/ f converge — / g converge] (6)

(Notar tambem a importancia dos contrareciprocos de (5) e (6))
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