Calculo Diferencial e Integral IT - Tagus Park lo. Semestre 2009/2010

30. Teste 19/Dezembro /2009
Justifique as suas respostas

1. (3 val.) Calcule caso exista

//dxdy onde D =[0,1] x [0,1]

Seja0<e<leD.=[el] xe1].

=2(1—ﬁ)-2(1—¢€)—>4

e—0

2. (3 al) Calcule o integral de caminho [ fds onde f(z,y,2) = eV* com c(t) =
(1,2,¢%), t €[0,1]

I (8)]] = /02 + 0% + (2¢)2 = 2t fle(t) =eV? =¢

1
/fds:/ elatdt =
c 0

Ptel = te! — Pel = tet — et =

1
zz[tet—et] =2(1-e' —e! —0e" +€) =2
0

3. (3 val.) Considere o campo da forga gravitacional (com G = M = m = 1) dado por

1
(x2+y2+z2)3/2(

F(z,y,2) = — ri+yj+zk)  (2,9,2) # (0,0,0)



Calcule o trabalho realizado por este campo quando uma particula se desloca de
(71,91, 21) para (w2, Yo, 22).

T 1

f(z,y,2) = —/dx( = —§/dx (22) (2% + 42 + 22) %2 =

x2+y2_|_z2)3/2

11 2 .2 2\-3/241 1
=—3 TTHY tz = + ) Z
2_%+1( v +27) o fi(y,2)
analogamente
Y 1
_ — d T e e e — s
f(l',y,Z) / Y (12 +y2 T 22)3/2 2 +y2 e + f2($ Z)
¢ 1
z
_ — d = e e e — s
f(l',y,Z) / Z (1'2 +y2 +22)3/2 2 +y2 T2 +f3($ y)

donde a menos de uma constante aditiva numérica:

1
@y, 2) =
( ) Va2 +y?+ 22
e portanto
(T2,y2,22) 1 1

Wz 2 :fI',y,Z _f'rayuz = -
) = J (7220 22) = o 2) Vid+y+2 Jad+yi+a

4. (3 val.) Calcule a érea da superficie de uma esfera de raio R > 0.

x = Rcosfsin ¢

y = Rsinfsin¢

z = Rcos ¢
or, Oy, 0z . . P
Tg—%1+%J+%k——Rsm@smgzﬁl—ichostmqu
Td):g—;i—#g—‘;ijg—;k:Rcos@cos¢i+Rsin6’cos¢j—Rsin¢k
i j k
|| Ty x Ty|| = || | -Rsinfsin¢ Rcosfsin¢ 0 || =

Rcosfcos¢p Rsinfcos¢p —Rsing
= ||(=iR? cos fsin® ¢ — jR*sin Osin® ¢ — kR?sin ¢ cos ¢)|| =

= \/R4 cos2 @ sin® ¢ + R*sin? Osin? ¢ + R4sin? ¢ cos? ¢ =

= stin¢\/cos2esin2¢+sinzesin2q§+cosqu: .= R?sin¢



A 4rea da esfera é entao

2m T s
/ do / dpR%sin ¢ = R*2r [ — cos 4 = 41 R?
0 0 0

5. (3 val.) Calcule
//zdS
S

onde S é o triangulo com vértices (1,0,0), (0,2,0), (0,1, 1).

u=(0,2,0)—(1,0,0) = (—1,2,0) v=1(0,1,1) — (0,2,0) = (0,—1,1)

J
uxv=|—1 2
0 -1

=2i+j+k

_ o K

0=(2,1,1) (z—1,y—0,2—0)=2(x—1)+y+=z isto é, z=—-20x—y+2

or, Oy. Oz

Tp= i+ -2j+—k=i-2k
or "ol T !
or, Oy, 0z
T:—. _- —k:.—k
i j k
Te x T, =1||-1 0 =2[||=|]2i+j+k|=Vv2+12+12=16
0 1 —1

O integral é entao:

1 —2042 1 R as
/ dx/ dyvV6(—2x +2 —y) = / dzV/6 [(—Qx +2)y — §y2} =
0 0 0 0

:/OIda:x/B{(—2x+2)(—2x+2)—%(—2x+2)2} :/Oldx\/éé(_zx+2)2:
111

= V65— [(—233 + 2)3]: = —\/6%(— 23) = g%

6. (3 val.) Calcule a drea da figura plana delimitada por uma elipse de semi-eixos a e
b.



Pelo teorema de Green a area em causa é, com x = acosf, y=bsinf, 0 < §2mr:
1 1 [ . :
— [ (zdy —ydx) = = df(a cosObsin @ — bsinf(—acosf)) =
2 Jor 2 Jo
1 ab

2m ab 2
= —/ df(abcos® 0 + absin? ) = —/ df = —2m = mwab
2 Jy 2 s 2

7. (2 val.) Verifique o teorema de Stokes para o hemisfério dado pela equagao z =
V1 =122 —y? e o campo vectorial F(z,y,2) = xi+ yj + zk.

Pelo Teorema de Stokes
//rotF-dS:/ F -ds
g a8

i j  k
rotF(z,y,z) =10/0x 0/0y 0/0z|=---=0
x Yy z

portanto
[ Jo-as=o
s

Por outro lado, sobre S, com x = cosf,y =sinf,z=0, 0<60<2rx
2
/ F.ds= / df(cos,sinb,0) - (—sin b, cosh,0) =
as 0
2m 2m
:/ d@(—cos@sin9+sin90089+0):/ oo =0
0 0

J& que ambos os integrais valem 0, verifica-se o Teorema de Stokes para este campo
F e para esta superficie S.



