
Cálculo Diferencial e Integral II - Tagus Park 1o. Semestre 2009/2010
3o. Teste 19/Dezembro/2009
Justifique as suas respostas

1. (3 val.) Calcule caso exista
∫ ∫

D

dxdy√
xy

onde D = [0, 1] × [0, 1]

Seja 0 < ε < 1 e Dε = [ε, 1] × [ε, 1].

∫ ∫

Dε

dxdy√
xy

=

∫ 1

ε

dxx−1/2

∫ 1

ε

dyy−1/2 =
1

1/2

[√
x

]x=1

x=ε

· 1

1/2

[√
y

]y=1

y=ε

=

= 2(1 −
√

ε) · 2(1 −
√

ε) −→
ε7→0

4

2. (3 val.) Calcule o integral de caminho
∫

c
f ds onde f(x, y, z) = e

√
z com c(t) =

(1, 2, t2), t ∈ [0, 1]

||c′(t)|| =
√

02 + 02 + (2t)2 = 2t f(c(t)) = e
√

t2 = et

∫

c

f ds =

∫ 1

0

et2tdt = · · ·

Ptet = tet − Pet = tet − et =

· · · = 2

[

tet − et

]1

0

= 2(1 · e1 − e1 − 0e0 + e0) = 2

3. (3 val.) Considere o campo da força gravitacional (com G = M = m = 1) dado por

F(x, y, z) = − 1

(x2 + y2 + z2)3/2
(xi + yj + zk) (x, y, z) 6= (0, 0, 0)
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Calcule o trabalho realizado por este campo quando uma part́ıcula se desloca de
(x1, y1, z1) para (x2, y2, z2).

f(x, y, z) = −
∫

dx
x

(x2 + y2 + z2)3/2
= −1

2

∫

dx (2x)(x2 + y2 + z2)−3/2 =

= −1

2

1

−3
2

+ 1
(x2 + y2 + z2)−3/2+1 =

1
√

x2 + y2 + z2
+ f1(y, z)

analogamente

f(x, y, z) = −
∫

dy
y

(x2 + y2 + z2)3/2
= · · · =

1
√

x2 + y2 + z2
+ f2(x, z)

e

f(x, y, z) = −
∫

dz
z

(x2 + y2 + z2)3/2
= · · · =

1
√

x2 + y2 + z2
+ f3(x, y)

donde a menos de uma constante aditiva numérica:

f(x, y, z) =
1

√

x2 + y2 + z2

e portanto

W
(x2,y2,z2)
(x1,y1,z1) = f(x2, y2, z2) − f(x1, y1, z1) =

1
√

x2
2 + y2

2 + z2
2

− 1
√

x2
1 + y2

1 + z2
1

4. (3 val.) Calcule a área da superf́ıcie de uma esfera de raio R > 0.

x = R cos θ sin φ

y = R sin θ sin φ

z = R cos φ

Tθ =
∂x

∂θ
i +

∂y

∂θ
j +

∂z

∂θ
k = −R sin θ sin φi + R cos θ sin φj

Tφ =
∂x

∂φ
i +

∂y

∂φ
j +

∂z

∂φ
k = R cos θ cos φi + R sin θ cos φj − R sin φk

||Tθ × Tφ|| = ||

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
−R sin θ sin φ R cos θ sin φ 0
R cos θ cos φ R sin θ cos φ −R sin φ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

|| =

= ||(−iR2 cos θ sin2 φ − jR2 sin θ sin2 φ − kR2 sin φ cos φ)|| =

=

√

R4 cos2 θ sin4 φ + R4 sin2 θ sin4 φ + R4 sin2 φ cos2 φ =

= R2 sin φ

√

cos2 θ sin2 φ + sin2 θ sin2 φ + cos2 φ = · · · = R2 sin φ
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A área da esfera é então
∫ 2π

0

dθ

∫ π

0

dφR2 sin φ = R22π

[

− cos φ

]π

0

= 4πR2

5. (3 val.) Calcule
∫ ∫

S

z dS

onde S é o triângulo com vértices (1, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 1, 1).

u = (0, 2, 0)− (1, 0, 0) = (−1, 2, 0) v = (0, 1, 1) − (0, 2, 0) = (0,−1, 1)

u × v =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
−1 2 0
0 −1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2i + j + k

0 = (2, 1, 1) · (x− 1, y − 0, z − 0) = 2(x− 1) + y + z isto é, z = −2x− y + 2

Tx =
∂x

∂x
i +

∂y

∂x
j +

∂z

∂x
k = i − 2k

Ty =
∂x

∂y
i +

∂y

∂y
j +

∂z

∂y
k = j − k

||Tx × Ty|| = ||

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
−1 0 −2
0 1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

|| = ||2i + j + k|| =
√

22 + 12 + 12 =
√

6

O integral é então:

∫ 1

0

dx

∫ −2x+2

0

dy
√

6(−2x + 2 − y) =

∫ 1

0

dx
√

6

[

(−2x + 2)y − 1

2
y2

]−2x+2

0

=

=

∫ 1

0

dx
√

6

[

(−2x + 2)(−2x + 2) − 1

2
(−2x + 2)2

]

=

∫ 1

0

dx
√

6
1

2
(−2x + 2)2 =

=
√

6
1

2

1

−2

1

3

[

(−2x + 2)3

]1

0

= −
√

6
1

12

(

− 23

)

=
2

3

√
6

6. (3 val.) Calcule a área da figura plana delimitada por uma elipse de semi-eixos a e
b.
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Pelo teorema de Green a área em causa é, com x = a cos θ, y = b sin θ, 0 ≤ θ2π:

1

2

∫

∂E

(xdy − ydx) =
1

2

∫ 2π

0

dθ(a cos θb sin θ − b sin θ(−a cos θ)) =

=
1

2

∫ 2π

0

dθ(ab cos2 θ + ab sin2 θ) =
ab

2

∫ 2π

0

dθ =
ab

2
2π = πab

7. (2 val.) Verifique o teorema de Stokes para o hemisfério dado pela equação z =
√

1 − x2 − y2 e o campo vectorial F(x, y, z) = xi + yj + zk.

Pelo Teorema de Stokes
∫ ∫

S

rotF · dS =

∫

∂S

F · ds

rotF(x, y, z) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

x y z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= · · · = 0

portanto
∫ ∫

S

0 · dS = 0

Por outro lado, sobre ∂S, com x = cos θ, y = sin θ, z = 0, 0 ≤ θ ≤ 2π

∫

∂S

F · ds =

∫ 2π

0

dθ(cos θ, sin θ, 0) · (− sin θ, cos θ, 0) =

=

∫ 2π

0

dθ(− cos θ sin θ + sin θ cos θ + 0) =

∫ 2π

0

dθ0 = 0

Já que ambos os integrais valem 0, verifica-se o Teorema de Stokes para este campo
F e para esta superf́ıcie S.
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