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1 Alguns Desenvolvimentos em Séries de Poténcias
Seja ¢ um nimero real (ndo nulo) e considere-se a sucessio
Up = 2" n>0

Considere-se uma nova sucessio, obtida de u,, que designamos por Sy, que para cada N é a soma dos
N + 1 primeiros termos de u,, de n = 0 até n = N, isto é,

N
SN:xO_HEl+$2+$3+”'+$N_1+$N=Z$n
n=0

Embora seja facil compreender o seu significado (soma dos N + 1 primeiros termos da sucessio u.,),
tal como a sucessido Sy estd escrita, ndo nos revela muito sobre o seu comportamento (é limitada?, é
convergente?). Tentemos entdo escrevé-la de outra forma.

Tem-se,

N+1
Snyr=3 a"=a2"+at +a2? + 42N 42N 42N = Gy 4 2N
n=0
Por outro lado,
SN+1 =a:0+a:(a:0+a:1 +oo VT2 4N +:cN) =1+azSy

donde
1+2Sy =S, +2" a1 -2V =Sy —2Sy = (1 —2)Sn
e portanto,
1 _$N+1
SN = ——— para z # 1
1—=z
Consideremos desde ji o caso z = 1:
N
Sy=Y 1N =1+41+1+---41=N+1r 00
~ ~~ - Ni>oo
n=0 (N+1) parcelas

Agora para z # 1:
1— N+t = paraz| <1
SN=—"— -
1—2 Nooo | diverge para |z| > 1
ou seja
N

oo 1

def .. . — ara |z| <1
E " = lim "= lim Sy=<{17° P &l
= Neoo Nroo diverge para |z| > 1

n=0

Acabimos entdo de ver que

1
7 :Z:c" para |z <1
-z n=0
isto é desenvolvemos f(z) = % em série de poténcias de z em torno de 0, obtendo, para |z| < 1,

Y2 o z™. Deste desenvolvimento obtemos outros. Escrevamos entéo o mesmo desenvolvimento mas em
ordem a uma nova varidvel y:

1
iy ) = Z(:c —a)® naturalmente valido para |z —a| < 1



Esey=—2a?

1 1 - n G n.n 21z
72 = 1= () Z(—az) = Z(—l) z"  vélido para | —z| <1 (& |z < 1)

ou seja, o desenvolvimento em série de poténcias de x de HLZ é:

1 oo
i o n§:0(—1)";c" vélido para |z| < 1
E se y = —22?
1 1 = 2\n — n,.2n 214 2
TRl ey T?:O(—x = HEZO(—l) x vélido para | — 2°| < 1 (& |z| < 1)

ou seja obtivémos o desenvolvimento de

1 .- -
— = E (=1)"z*™  vélido para |z| < 1
1+z
n=0
Recordamos aqui que, no interior do intervalo de convergéncia de uma série de poténcias de x, a derivada
da série é igual & série das derivadas e que a primitiva da série é igual & série das primitivas. Isto vai-nos

permitir obter desenvolvimentos em série de poténcias de = das fungodes log(1 + z) e arctan(z). De facto,

log(1 =P = P (-)""=) (-1)"Pz" =) ~——g"t!
ol +e) =P =, P2 =) (CnPen =) et e
e notando que
S (=D" 111
=log(1+0) = (-1)" mHp o=
0 = log(1 +0) nz:%( ) T Fe=0+c
vem ¢ = 0, donde:
_ - (_1)n n+1
log(1+a:)_nz;;n+1m para |z| <1
Tambem porque (arctan(z))’ = L tem-se:
arctan(z) = P; = P i(—l)”x% = i(—l)"PwZ" = i ﬂxz"ﬂ +c
1+22 |e<1 = = o+l
e como
- (_1)71 2n+1
= t = =
0 = arctan(0) 7122202714—10 +c¢=0+c¢
vem

Exercicio 1.1

Calcular desenvolvimentos em série de poténcias de x de

1 2x
RCEE N O Pk

Uma maneira de definir a fungdo exponencial é:



que faz sentido para todo o z real, ou melhor, como a série em questao converge para todo o nimero real
z entdo define um fun¢io de dominio R. A essa funcio de  chamamos exponencial de z. Recordemos
a propdsito que, se existe o limite
lim
n— oo

‘ an ‘
(chamemos-lhe R) entdo a série de poténcias

Z an(z —a)™

converge absolutamente para todo o z em |a— R, a+ R[ e diverge para todo o z em |—00,a— R[ U Ja+
R, oo[ ; a convergéncia em x = £ R tem que ser averiguada para cada caso especifico de a,,.
Nesta abordagem informal, introduzamos iz na definicio acima de exponencial (onde i%2 = —1):

Z"" 1
o
Notando que
=1, it=i, ?=-1, ®=—i,
it=1, P?=i, ¥=-1, i"=-i,

enquanto que para n impar, isto é, para n = 2k + 1, para algum k inteiro,

no_ i2k+1 — (_1)]6

) )

Assim,

e relembrando que
e*® = cos(z) + isin(z)

vem

®© (_1\k
cos(z) = Z ((2;;' z2*
k=0

oo DR
sin(z) = kZ:O mx bt

2 Séries de Taylor

Dada uma func¢éo indefinidamente diferencidvel num certo ponto a interior ao seu dominio (isto é, existe
e é finita a derivada de qualquer ordem de f em z = a, f(")(a)) podemos sempre escrever a sua, série de
Taylor relativa a a:

> £(n)
z f n‘(a) (:1: _ a)n
n=0 )

Qual a relacéo entre esta série de Taylor e a funcdo f que usdmos para calcular os coeficientes da série?
Na primeira secgdo procurou-se mostrar entre outras coisas que fun¢des transcendentes (no caso, expo-
nencial, seno, coseno, logaritmo e arco de tangente) podem ser expressas como séries de poténcias (pelo



menos nalguns subconjuntos do seu dominio) e recordou-se que as séries de poténcias sdo diferencigveis
e integriveis termo a termo evidenciando assim a importincia de poder exprimir uma funcdo a custa
de uma série de poténcias. Retomando o assunto em discussdo, seria desejavel que a série de Taylor
convergisse para a funcdo que lhe deu origem, pelo menos nalguma vizinhanca de a. Comecemos por
definir

Definigao 2.1

Uma funcdo f: D C R — R diz-se analitica num ponto a de D se é igual a uma série de poténcias
de z — a nalguma vizinhaca de a, isto é, se

(o ]
f(z) = Z cn(z —a)® parax “préoximo” de a
n=0

Assim, e sabendo que uma série de poténcias pode ser diferenciada termo a termo no interior do seu
intervalo de convergéncia, os ¢,’s sdo as n-ésimas derivadas de f em a multiplicadas por n!:

fl(a) = (CO +icn(x—a)n> :O+icn((m—a)")l

=Cl-1+chn(a—a)"*1=cl +0=¢
n=2

=a

oo
= Z can(z —a)™ 1 =
r=a n—1 x

=

Exercicio 2.1
Calcule f®)(a), f®)(a), f*(a) e F(a).

Portanto, funcdes analiticas num ponto a sdo indefinidamente diferencidveis em a. A pergunta que
fizémos acima pode agora reformular-se da seguinte maneira: Serd que todas as func¢bes indefinidamente
diferencidveis num ponto a sdo analiticas em a? A resposta é ndo, nem todas, como o seguinte exemplo
ilustra,

Exemplo 2.1

Seja

_ e_?lf, x#0
f(w)—{oj "

Esta funcao é indefinidamente diferenciavel em qualquer x, com todas as derivadas nulas em x = 0, isto
é, f(™(0) = 0 qualquer que seja o n. A sua série de Taylor em torno de 0 (série de Mac-Laurin) sera

entdo a série idénticamente nula:
(o) oo
5 0-2" = E 0=0
n=0 n=0

Por outro lado, f(z) sé é nula em z = 0, donde a série de Mac-Laurin de f ndo converge para a fungéo
em nenhuma vizinhanca de 0.

Como reconhecer as fungoes indefinidamente diferencidveis num ponto a que sdo analiticas nesse ponto
a? O seguinte resultado dd-nos um critério para as distinguir:

Teorema 2.1 Seja f indefinidamente diferencidvel numa vizinhanga de um ponto a. Se existirem um
nimero real M e uma vizinhanga V. (a) tais que, para cada x € V.(a) e para cada inteiro positivo n se
tenha

|f ™M (@) < M

entdo f € igual a sua série de Taylor em torno de a para todo o x € V.(a):

®_ £(n)(g
fo) =3 D6 oy



Dem. Omitida (ver livro do Prof. Campos Ferreira) B

Mais prosaicamente, se uma funcio indefinidamente diferencidvel tem todas as suas derivadas glob-
almente limitadas nalguma vizinhanca de a, entdo, nessa vizinhanca de a, a fungfo é igual a sua série
de Taylor.

Exemplo 2.2

As fungdes (indefinidamente diferencidveis) sin(z) e cos(x) sdo tais que as suas derivadas sdo sempre uma,
das seguintes fungées: sin(z), cos(z), — sin(z) ou — cos(z). Assim os médulos de tais fungdes, |sin(x)| e
| cos(z)|, sdo limitados por 1, qualquer que seja o z,

|sin(z)] <1, |cos(z)| <1 qualquer que seja o z em R

3 Foérmula de Taylor

...e se f ndo for indefinidamente diferencidvel em a? Isto é, se f sé admitir n derivadas no ponto a?

Entdo vale a féormula de Taylor

(z —a)?
2

(z —a)®
3!

(z—a)"

n!

f(@) = f(a) + (- a)f'(a) + f"(a) + fa)+---+ £ (@) + ra(x)

onde 7, (x) é uma funcio de z tal que

Observagao 3.1

Se a = 0, a férmula correspondente chama-se formula de Mac-Laurin.
Observacao 3.2

As fungdes, como o resto de ordem n, r,(x), que, quando divididas por outra funcio e tomando o limite
quando z tende para um certo a se obtem 0, tém uma designacao especial:

9@ "

f(@) =o0(g(z)), =+ a (leia-se “f(x) é 6 pequeno de g(x) quando z tende para a”) &L lgn

f(z)
9

Assim, podemos escrever
ra(z) =o((z —a)"), z—a
3.1 Foérmula de Taylor com resto de Lagrange

Se f for n + 1 vezes diferencidvel em a tem-se a seguinte férmula para o resto (conhecida por férmula do
resto de Lagrange):

Fr(e)
(n+1)!

com & estritamente entre z e a. Assim a férmula de Taylor fica:

ro(z) = (x —a)™*?

(z —a)?
2

(z —a)’
3!

(z—a)"

n!

(n+1)
W iaRlO)

(n+1)! e

f@) = fla)+(z—a)f'(a)+ f"(a)+ fa)+- -+ £(a)

(z—a

com ¢ estritamente entre z e a.



3.1.1 Exemplo de aplicagao

Suponhamos que queremos calcular /99 com um erro de menos de trés casas decimais:

1 1
V99 =100 -1 = IOO(I_W) _10’/1_W

Assim, fica evidenciado que pretendemos calcular a fungdo
flz) =10vV1+ 2z
1

no ponto r = —55- Por outro lado, —ﬁ é um numero bastante pequeno, quase zero. Entdo usamos a
férmula de Taylor para f em a = 0:

f@) =10V/T+2;  f(0)=10V/I+0=10

N[

fl(z) = (10\/1 ¥ x)l = 10%(1 +z)7 2 =5(1+2)"2  f(0)=5

!
5 3 5 1 5 1
"m:(51+x_§> =—(1+4+z)2=-—7F; " =—-c—-
7'(@) = (5(1+2) QU0 =gy O= "3
Entao, aplicando a férmula de Taylor de grau 1 com resto de Lagrange de grau 1 tem-se:
—3_1
2 (146) 1
VT Fz = 10450+ — 007 ooy, 21 40
2! 4(14¢)3
donde,
1 5 1 199
V99 =104/1—- — =~ (10+5 =10—- — = —=—=9095
V1~ 1gg ~ (10+52)] i 100 20 ~ 20
com erro:
10v/1 4z — (10 + 5z) S P B —i<§<0
em 1 4(1+¢)3 om 1 100
100 100
3
5 1 1 ., 5/100\2_ _, 5 4
<-— (—)"==—) 1007 < =--2-107" =.00025
_4(1_1(1)_0)%( 100) 4(99) — 4

que é, portanto, um erro inferior a 10~3, como pretendiamos.

3.2 Formula de Taylor com resto de Peano

Se f for, mais uma vez, n + 1 vezes diferencidvel em a tem-se a seguinte férmula para o resto (conhecida
por férmula do resto de Peano):

(x —a)™*!

= T

(74 @) + an(@))
onde a,(z) é uma funcdo de z tal que:

igr}l an(z) =0



3.2.1 Aplicagao: Estudo de Extremos

Se f é uma funcdo diferencidvel, os pontos de estacionaridade, isto é, os pontos = aonde f'(z) = 0, sdo
um ponto de partida para o estudo dos extremos de f

Suponhamos que f é duas vezes diferencidvel em a e f'(a) = 0. Entdo a férmula de Taylor aplicada
a f no ponto a com resto de Peano é:

@) = F@) + (2 - a) f'(a) + T

2
ja que f’(a) = 0 e portanto

(z —a)?

(@ +a@) = fl@) + T2 (£"(@) + a1(a))

2
£@) = f@) = T2 (f0) + o (a)
Se f tem um extremo local em a, entdo f(z) — f(a) tem sinal constante nalguma vizinhanga de a porque
ou f(z) > f(a) (minimo local) ou f(z) < f(a) (méximo local), nalguma vizinhanca de a. Pretendemos,
entdo, conhecer o sinal de f(z)— f(a), numa vizinhancga de a. Isso vai-nos ser facilitado pelo conhecimento
do sinal de f"(a), dada a igualdade acima. De facto, j4 que (z — a)? > 0 entdio o sinal de f(z) — f(a) é
dado por f"(a) + a1(x). Suponhamos entdo que f"(a) # 0. Como lim,,,, a1 (x) = 0 entdo por definigdo
de limite, para todo o € > 0 existe § > 0 tal que, sempre que = € Vs(a) |ay(z) —0| < €, ou seja |ay (7)] < €.
Com € = |f"(a)|(> 0), existird entdo § > 0 tal que paratodo oz € f"(a)s(a), |a1(z)| < |f"(a)| e portanto
o sinal de f"(a) + a;i(x) é o sinal de f"(a), nessa vizinhanca. Entdo se f’(a) > 0 o sinal de f(z) — f(a) é
positivo e portanto ocorre um minimo em z = a; se f”(a) < 0 o sinal de f(z) — f(a) é negativo e portanto
ocorre um maximo em z = a.
Se f"(a) = 0 usamos a férmula de Taylor de ordem dois:
(z —a)? (= (z

—a)? —a)®
@) = @)+ @=a)f (@) + T 1" (@) + T (1@ + a2 (0)) = fla)+ = (1" (@) + s (@)

Mais uma vez, queremos saber o sinal de f(z) — f(a) “junto” a a. Comecemos por supor que f"'(a) # 0.

Tem-se: ( .
T—a
f@) = fla) = “==(£"(a) + as(a))
mas como (z —a)® muda de sinal quando = “passa” por a, entdo f ndo tem extremo em a. Se f"'(a) = 0,

entdo utilizar-se-ia a férmula de Taylor de ordem 3 e assim por diante. Enunciamos entdo o seguinte:
Teorema 3.1 Seja f n vezes diferencidvel em a (com n > 2) e tal que
0=f(a)=f"(@)=---=f"a) e fM(a)#0
(i) Sen ¢é par, f(a) é mdzimo local se f(a) < 0 e é minimo local se f(™(a) >0
(i) Se n € fmpar, f ndo tem extremo local em a

Dem. A férmula de Taylor de ordem n — 1 para f em a com resto de Peano é:

£@) = f(@) + E= (19(@) + e @)

n!

Se n é par, entdo (x — a)™ > 0 e argumentando como acima concluimos que ocorre miximo em a se
f™(a) < 0 e minimo se f(™(a) > 0. Analogamente para n impar. W

Quanto & concavidade de uma funcio diferencidvel num ponto a, a andlise que se faz é analoga
a que acabdmos de fazer. Queremos agora é estudar o sinal da funcdo f(z) — g(z), ( onde g(z) =
(f(a)+ (z—a)f'(a)). O facto de o sinal da fungdo f(z) — g() ser negativo, pelo menos numa vizinhanga
de a, diz-nos que a funco f estd, nessa vizinhanca, sempre abaixo da tangente no ponto a (concavidade
voltada para baixo (céncava); ver exemplo na figura 1) e no caso de ser positivo, que a fun¢io estd acima
da tangente no ponto a (concavidade voltada para cima; convexa). Temos entio:

Teorema 3.2 Seja f n vezes diferencidvel em a (com n > 2) e tal que
0=/")=f"@)=="a) e ()20

(i) Sen é par, f é concava em a se f()(a) < 0 e é conveza em a se f(™(a) >0
(i) Se n é fmpar, f tem ponto de inflexdo em a

Dem. Omitida. W



Figure 1: f diferencidvel em c e a tangente ao grafico de f em a.

4 Qutra maneira de definir derivada

Dada f diferencidvel num ponto a, podemos escrever a sua férmula de Taylor de ordem 1 relativamente

a esse ponto a:
f@) =@+ f@) @—a)+ri(@)  com lim 2

z—a L — Q

=0
Suponhamos agora que, dada uma funcio f definida numa vizinhanca de a, existe um nimero real 7
e uma fungéo r(z) tal que

f@)=fla)+v-(x—a)+ri(x) com limwzo

z—a  — Qa

Entao
@ - f@ =y =) +nE 5 IO _rE-din@ _, 1
e portanto
lim 7@ 1@ _ 1im(7+w) oyt tim ) =y
z—a T —a z—a — zsa T — @

ou seja f é diferencidvel em a com f'(a) = .
Provdmos entdo que f é diferencidvel em a é equivalente a dizer que existe um nimero real, chamemos-
lhe v, e uma funcéo r (), tal que

f(x) = fla) +v-(z —a)+ri(z) com lim === =0
Reescrevendo esta expressdo na forma
f@) - f@ =7 @-a)+r@  com lim 2 _g

—=a L —Qa

podemos dizer desta fungio que f(z) — f(a) é aproximadamente linear em x — a:

f@)=fla) =~ -(z —a)



e que essa aproximagao é tanto melhor quanto mais préximo de a x estiver - ja que 71 (x) tende para zero
mais rapidamente que x — a quando z tende para a. Doutra forma ainda, a “distancia” de f(z) a f(a)
é, aproximadamente, uma funcio linear da “distdncia” de x a a.

Seguidamente, neste curso, estudaremos fungdes de vérias varidveis, em particular fungdes reais de
vérias varidveis reais, por exemplo,

flz,y) = z? + y2 para todo o z e y reais

O que significard “diferencidvel num ponto (a,b)” para uma funcio deste tipo? Note-se que NAO vai
ser possivel calcular
f(xay) - f(aab)

m
(zy)—(ab) (z,y) — (a,b)

pois desde logo NAO estd definida um operacao de divisdo nestes conjuntos. Como vimos atras, havia ji
em R uma outra maneira (equivalente) de definir derivada num ponto. Seria aqui dizer que a “distancia”
de f(z,v) a f(a,b) é, aproximadamente, uma fun¢io linear da “distdncia” de (z,y) a (a,b). E, de facto,
esta a maneira que usaremos para definir derivada num ponto para estas novas fun¢des, como veremos
adiante.
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