Analise Matematica 11
2° Semestre de 2001/02
Electricidade e Gestao
Exercicios para as aulas praticas
Turmas 11101+141094-10

I Revisoes sobre diferenciabilidade (4-8/3/2002)

1. (Exame de AMI de LEFT e LMAC de 17.1.2002) Seja f : R — R positiva
e diferencidvel e seja ¢ : RT — R definida por ¢(z) = f(logz) - log|f(z)].
Mostre que se f(1) =1, entdo ¢'(1) = f(0)f'(1).

2. (Exame de AMI da LEIC de 17.1.2002) Seja f : [-1,1] — R uma funcao
tal que

Vae-1lf(2)] < 2?(1 - 2?).
a) Mostre que f é diferencidvel em 0 e diga o valor de f(0).
b) Suponha, adicionalmente, que f é continua em [—1,1] e trés vezes
diferencidvel em |—1, 1[. Mostre que existe ¢ €]—1, 1 tal que f"'(c) = 0.

3. Mostre que a equacio 322 — e* = 0 tem exactamente trés solucdes.

4. (Ex. 4.31 de [i]) Seja f uma fungéo continua num intervalo aberto que
contenha os pontos 0 e 1 e tal que, para todo o n € Ny

f(1/n) =3 —1/n?
a) Calcule f(0).

b) Prove que o contradominio de f contém o intervalo [2, 3].

¢) Supondo, adicionalmente, que f é indefinidamente diferencidvel nal-
guma vizinhanca da origem, determine f(*) (0) para todo o k € N e
indique se o ponto 0 é, ou ndo, ponto de extremo de f. Sugestdo: po-
derd ser-lhe ttil considerar a funcio definida por ¢(z) = f(z) + 2% —3.

5. Seja f duas vezes diferencidvel em R, com f” < ¢, onde ¢ € R, e f(0) =
f/(0) = 0. Mostre que f(z) < ca?/2, para todo o z € R.

6. (Ex. 19.i) p. 508 de [3]) Calcule lim z* ~1,

z—0

7. Prove que f é diferenciavel no ponto a sse existe m € R tal que

f(z) = f(a) + m(x —a) + (x — a)E1(x,a) com lim Fi(z,a) =0.

r—a

Nestas condigdes f'(a) = m.



II

A ~ ~ o0
. Dé uma expressao para a funcao x — ) ",

Férmula e série de Taylor (11-15/3/2002)

. Escreva as formulas de Taylor

a) para x — sinz em torno de 0;
b) para x +— 1+ z + 222 + 2% em torno de 0 e de 1;

¢) de terceira ordem para x — /z em torno de 1.

. (Ex. 4.84 de [i]) Usando a férmula de Mac-Laurin com resto de Lagrange,

prove que

- 1 _|_£2 <1
¢ )6

para qualquer z € [0,1].

. (Ex. 4.86 de []) Recorrendo & férmula de Mac-Laurin, prove que uma

funcio f : R — R que verifique a condicio f™) = 0 é um polinémio de
grau menor do que n.

. (Teorema 5 na p. 443 de [3]) Prove o resultado seguinte. Para que o gréfico

da fungao f (cujo dominio contém um intervalo ndo majorado) tenha uma
assimptota a direita, é necessario e suficiente que existam e sejam finitos
os limites:
x

a) lim M (que designaremos por m),

r——+00 xX
b) lim [f(z) — ma] (que designaremos por b).

Tr— 400
Verificadas estas condigoes, a assimptota a direita é a recta de equagao
y=mx+b.

. Determine as assimptotas de

a) x+— x + arctan .

b) z +— logzx.

. (Ex. 10 na p. 506 de [3]) Determine o cilindro com drea total minima, de

entre todos os cilindros circulares rectos com um dado volume.

. Obtenha os desenvolvimentos em série de Taylor de

1 .
T+ 5o em torno de 0 e de 1;

a)

b) = — zln(x) em torno de 2;
)
)

¢) =+ v/4+ 22 em torno de 0;

x +— arctan 2 em torno de 0.

d
(=n"

——(2+2)3" que ndo envolva

somatdrios.



III-V Primitivagao (18-22 e 25-27/3/2002, 2-5/4/2002)

J L

VI

Calcule
dx

V22 +3 dm J (22-3)2> J 12+2z+3 dz,

sin 0 T dt
f \/1+cos f2 Zx’ 1492
[ sin® x d, [ sin® x dz, [ tanx dz,
[ sec? z dx, [ secz dx, Jeostzdr,  (fimaar® au)

1 z?2 R

fxln(2:c) dr, f Vo9—z2 de, f */4+x2 dz,

x+1
f\/4 m"’ f\/Qw z2’ fl xz»
f z2+4m—5 d ’ f x(z+1)2’ f (z+1)(z2+1)’ (fim da 2 aula)
JInzdz, [ x?%e® da, J e* cosz dz,

dx VT T dx

1+cosz? 1+ Yz ) l—sinz—cosx*

Nota: Este exercicio foi tirado de G.B. Thomas e R.L. Finney, Calculus and Analytic
Geometry, 5th ed., Addison-Wesley, 1983.

. (Ex. 30 na p. 510 de [3]) Verifique que a fungdo definida pela série de

2n+1

poténcias Y °7
explicitos.

é uma funcao elementar e determine-a, em termos
n=0 ST )

Integracao (8-12/4/2002)

. (Ex. 1 na p. 629 de [3]) Considere a funcéo f : [0,2] — R, definida por

1 sexe€]0,1],
flay=4¢ 2 sex=1,
3 sez€ll,2]

Recorrendo directamente a defini¢do, mostre que f é integravel a Riemann
e que o seu integral vale 4.

. (Ex. 2 na p. 629 de [3]) Prove que, se f é continua em [a,b], f > 0 e se

existe um ponto ¢ € [a, b] tal que f(c) > 0, entdo fab f(z)dx > 0.
(Ex. 5 na p. 630 de [3]) Calcule

3 4 3 e
/ ZL dx, / L dzx, / rlnxdzx.
2 T —25 2 T — 1 1/2

. (Ex. 6.39 de [0]) Seja <p R—R diferenciével f:R — R continua e h :

R — R definida por h(z) = [ ‘P((;) t) dt. Mostre que h é diferencidvel

e calcule h/. Mostre que se ¢ e f sdo impares, entdo h é par.

. (Ex. 6.49 de [0]) Seja f : R — R diferenciével, negativa e com derivada

negativa, e g : R — R definida por g(z) = OZ f-dot3 f(t)dt.



a) Determine os intervalos de monotonia de g, os seus pontos de maximo
e minimo e as solugdes da equagao g(x) = 0. Determine a concavidade
do gréfico de g.

b) Determine se g é majorada ou minorada.

(Ex. 6.50 de [fi]) Seja ¢ : R — R continua e positiva e ¥ : R — R, definida
2

por U(z) := [T o(t)dt.

a) Estude o sinal de .

b) Justifique que ¥ é diferencidvel e calcule ¥’.

¢) Prove que ¥ é estritamente decrescente no intervalo | — oo, 0].

d) Justifique que ¥ tem um minimo absoluto, m, e que |m| < i maxjg, 1] ¢-

Calcule o comprimento do grafico da fungao f : [0,1] — R, definida por

flx) =2%/2.

VII Integragao (15-19/4/2002)

1.

(Ex. 8 na p. 630 de [3]) Segundo a lei de Joule, a quantidade de calor @,
produzida num condutor de resisténcia constante, R, é dada pela férmula

dQ = KRi?dt, onde i é a intensidade da corrente, t é o tempo e K uma
constante. Supondo que ¢ varia com o tempo segundo a lei ¢ = ig sin %,

em que T é o periodo da corrente, calcule o calor gerado num periodo.

241

. (Ex. 8 nap. 630 de [4]) Sendo F' : R* — R definida por F(z) = [;" < dt

1 ¢
mostre que F(1/z) = —F(z).

(Ex. 6.45 de [fi]) Seja f : R — R continua e periédica de periodo T e F
uma sua primitiva. Mostre que x — F(x+T)— F(x) é constante. Mostre

também que F' também tem perfodo T sse fOT f(z)dx = 0.

(Ex. 6.46 de [f]) Seja f : R — R continua e F' : R — R, definida por
L ft)ydt sex#0
F(x) = x JO ’
@ ={ i

se x = 0.

Prove que F é continua e diferencidvel em R\ {0}. Mostre que F' pode
nao ser diferenciavel na origem.

. Calcule a drea da regido {(z,y) € R?: 0 <2 <1, 22 <y < 2} e da regido

{wy) eR?:0<z<1, ?<y<az y<l-z}

(Ex. 6.44 de [0]) Seja f : R — R diferencidvel. Para cada h # 0, considere
Fj, : R — R, definida por Fp(z) = %f;ﬁh f(u) du, de modo que Fy(x)
representa o valor médio de f no intervalo de extremos x e x + h.

a) Para cada h # 0, determine o dominio de diferenciabilidade de Fj, e a

sua derivada.

b) Seja a € R fixo e ¢, ¢ : R\ {0} — R, definidas por ¢(h) = Fp(a) e
Y(h) = Fj (a). Determine, caso existam, limp, g ¢(h) e lim,_o ¥ (h).
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VIII Estrutura Algébrica e Topolégica de R™. Sucessoes

(22-26/4/2002)
1. (Ex. 1 da Ficha 7 de [¥]) Considere os conjuntos

= {(z,y) e R?: 2% +y? < 1},
Y ERZ: 2?2 + 9% > 1, 422 +y? < 4},
) ER?:ay < 1},

y
y
y
y) ER? 1z >y},
y
y

|
B

R

&

yeERZ:1 < |z + |y| <2},

z,y) € R? : cos(z +y) < 0},

{(e,9) € B2\ {(0,0)} :sin (1//a? +47) 2 0},
Unew {(2.9,2) € R® 1y = 1/n, Va?+2” <1/n},

= UnEN{xERm:n+log”$_(n7"-’n)”ER_}'

&

(
{(
{(
{(
{(
{(

S Q I UQwe
I

Esboce-os. Determine os seus interior, exterior e fronteira. Diga se sao
abertos, fechados, limitados, compactos, conexos ou convexos.

2. Seja X C R™ e a € R™. Prove que o ponto a é aderente a X sse existe
uma sucessao de termos em X convergente para a.

3. Prove que um conjunto é fechado sse para toda a sucessdo convergente de
termos no conjunto se tem que o limite da sucessao pertence ao conjunto.

4. Prove que o conjunto X C R™ é compacto sse qualquer sucessao de termos
em X tem uma subsucessao convergente para um ponto de X.

IX Continuidade e Limite (29/4-3/5/2002)

1. (Ex. 7.13 de [0]) Seja f uma fungdo definida por f(x,y) = zIn(zy), no
maior subconjunto de R? em que o segundo membro faz sentido.

a) Esboce o dominio de f e indique se é aberto, fechado, limitado ou
conexo.

b) A fungdo f é continua?

¢) Seja S uma semirecta com origem em (0,0) e contida no dominio de f.
Mostre que existe e nao depende de S, lim,, ) . 0,0 f (2, ¥).
(z,y) €8

d) Mostre que lim, ,)—(0,0) f(7,y) ndo existe. Sugestdo: Considere o
limite lim, ,, . ©.0) f(2,9), onde A = {(z,y) € R? : 2 # 0, y =
(ziv) € A

e~ 1/,

2. (Ex. 7.18 de [0]) Estude quanto & continuidade a fungdao f : R? — R,
definida por
22 se x? 4+ y?% < 2y,
fla,y)=q |z sea®+y* =2y,
y?  sex® +y? > 2y.



v/

. (Ex. 8.9.2.a de [7]) Resolva o exercicio anterior para f(x) = ||«

3. Calcule ou prove que nao existem

z2
_TY
a hm(m y)—(0,0) :v4+y2 ’

b

)

2
) hm(’l‘ y)—>(0 0) I4+y2 )
2
¢) lim(z )~ (0.0 Wv
)

d) lim, )~ (a,—a) z3+y3’ onde a € R.

. (Ex. 7.19 de [0]) Considere a funcio f : R* — R, definida por f(0,0) =0

e fz,y) = (y — 22%)/V/a? + 12, se (z,y) # (0,0).

a) Prove que f ndo é continua na origem.

b) Prove que a restrigio de f a {(z,y) € R? : |y| < 2} é contfnua na
origem.

¢) Seja k > 0. Prove que a restrigao de f a {(z,y) € R?: |y| < z/k} nao
é continua na origem.

. (~ Ex. 8.5.4 de |V]) Seja f : R?\ {(0,0)} — R, definida por f(x,y) =

zy/(x*+y?). Mostre que lim,_o[limy o f(x,y)] = lim,_o[lim,—o f(z, y)]
mas que f nao tem limite na origem.

. (Ex. 85.3 de |7]) Seja f : {(z,y) € R? : x +y # 0} — R, definida

por f(z,y) = (x —y)/(x + y). Mostre que lim,_,o[lim,_o f(z,y)] =1 e
hmyﬂo[hmmHO f(mv y)} =-1

. (Ex. 8.5.2 de [7]) Prove que se (i) lim(, y)— () f(2,y) = L e (ii) os li-

mites lim, ., f(z,y) e limy_; f(z,y) existem, entdo existem os limites
limg o [limy .y f(2,y)] e lim,—p[lim, ., f(2,y)], e s@o ambos L

Derivadas segundo vectores e diferenciabilidade
(6-10/5/2002)

. (Ex. 8.9.1 de [?]) Um campo escalar f é definido em R™ por f(z) =a -z,

onde a é um vector constante. Calcule f’(z;y), para x e y arbitrérios.

I*.

. (Ex. 8.9.3 de [7]) Seja T : R™ — R™ uma transformagdo linear. Calcule

a derivada f’(x;y) para o campo escalar f definido em R™ por f(z) =
x - T(x).

. (= Ex. 8.9.18 de [7]) Seja v(r,t) = t=n/2¢=*/(4)  Determine o valor da

constante n tal que v satisfaz

v 10 (91)
ot r2or 87“



10.

XI

(Ex. 8.9.20 de [7]) Assuma que f’(x;y) = 0 para todo o z na bola n-
dimensional B(a) e para todo o vector y. Use o Teorema do Valor Médio
para provar que f é constante em B(a).

Suponha agora que f’(x;y) = 0 para um vector y fixo e todo o  em B(a).
O que se pode concluir sobre f neste caso.

(Ex. 8.14.3 de [7]) Encontre os pontos (x,y) e as direc¢bes para as quais
a derivada direccional de f(z,y) = 322 + y? tem valor méximo, se (x,v)
estiver restrito & circunferéncia z? + 32 = 1.

(Ex. 8.14.4 de [?]) Um campo escalar diferencidvel tem, no ponto (1,2),
derivadas direccionais 2 na direcgao de (1,2) para (2,2) e —2 na direcgao
de (1,2) para (1,1). Determine o gradiente do campo em (1, 2) e a derivada
direccional na direc¢do de (1,2) para (4, 6).

(Ex. 8.14.8 de [7]) Seja = : R® — R3, definido por r(z,y,2) = (x,9,2) e
r: R3 — R, definido por 7(x,y, 2) = ||r(z,y,2)||.

a) Mostre que Vr(z,y, z) é um vector unitdrio na direc¢do de r(z,y, 2).
b) Mostre que V(") = nr™~2p, para todo o n € Nj.

¢) A férmula da alfnea anterior é valida para os inteiros nao positivos?

d) Determine um campo escalar f tal que Vf = r.

(Ex. 7.27 de [n]) Seja f : R? — R, definida por

2 2
f(x,y)z{ Vri+ys sex+y >0,

T4y sex+y <0.

a) Estude a existéncia de derivadas parciais de f na origem.

b) Estude a diferenciabilidade de f na origem.

¢) Determine, caso existam, as derivadas segundo o vector (1,1) nos pon-
tos (1,1) e (1,-1).

(Ex. 8.17.6 de |/]) Seja f : R? — R, definida por f(x,y) = v/|zy|.

a) Verifique que as derivadas % e g—i sao ambas nulas na origem.

"
b) O grafico de f admite um plano tangente na origem, ou seja, a fungao
f é diferencidvel na origem?

Diferenciabilidade (13-17/5/2002)

. (Ex. 8.17.6 de [7]) Sejam f e g campos escalares diferencidveis. Verifique

as seguintes propriedades do gradiente:

a) V(f+g)=Vf+Vg,

b) V(cf) =cVf,
) V(fg) = fVg+gV/,
d) V(f/g) = (gVf — fVg)/g?, em pontos em que g nio se anule.



v
v
\/

2. Prove pela defini¢ao que (z,y) — sinxsiny é diferencidvel na origem.
3. Prove pela defini¢do que (z,y) — x cosy é diferencidvel em (1,0).

4. (Ex. 7.26 de [n]) Considere f : R? — R, definida por

0 sex =0,
fla,y) = > +y* sex#0ey/reqQ,
—(@*+y?) sex#0ey/z¢Q.

a) Estude a diferenciabilidade de f na origem.
b) Estude a diferenciabilidade de f.

¢) Seja (a,b) € R2. Determine para que vectores (vi,v2) € R? existe

f'((a,0); (v1,v2))?

. (Ex. 7.35 de [A]) Considere a fungao f, definida por f(z,y) = fﬁy dt no

y nt’
maior subconjunto, D, de R? em que o segundo membro é finito.

a) Determine D e diga se é aberto, fechado, compacto, convexo ou conexo.

b) Justifique que f é diferencidvel e determine a sua derivada total.

. (Ex. 7.40 de [f]) Seja f : R? — R, definida por

[HN

ey L e se () #(0,0),
f@y) {O+ se (z,y) = (0,0).

a) Mostre que f é continua.

b) Determine se f é diferencidvel na origem.

2
¢) Determine o maior subconjunto de R? onde existem e sdo iguais aaTafy
(&3 82f
dyox*

XII Derivada da fungao composta (20-24/5/2002)
1. (Ex. 8.22.14 de [V]) Sejam f : R? — R? e g : R?* — R2, definidas por

fla,y) = (€772 sin(y + 2x)),
g(u,v,w) = (u+ 20 + 3w, 2v — u?).

a) Calcule as matrizes Jacobianas D f(z,y) e Dg(u, v, w).
b) Seja h = f o g. Calcule h(u,v,w).
¢) Calcule a matriz Jacobiana Dh(1,—1,1).

2. (Ex. 8.22.15 de [V]) Sejam f: R3> — R? e g : R? — R3, definidas por

fla,y,2) = (@ +y+ 220 +y+27%),

g(u,v,w) = (uwww? w?sinv, ue?).



a) Calcule as matrizes Jacobianas D f(z,y, z) e Dg(u,v,w).
b) Seja h = f o g. Calcule h(u,v,w).

¢) Calcule a matriz Jacobiana Dh(u, 0, w).

. (Ex. 8.22.2 de [”]) Seja f : R? — R diferencidvel e F : R? — R, definida
por F(z,y) = f((x —v)/2,(z + y)/2). Determine as derivadas parciais
OF/0x e OF/Jy em termos das derivadas parciais de f.

. (Ex. 8.22.8 de [/]) Sejam f : R3 — Re (X,Y, Z) : R? — R? e diferencidveis
e F: R? — R, definida por F(s,t) = f(X(s,t),Y(s,t),Z(s,t)). Calcule
as derivadas parciais de F' em termos das derivadas parciais de f, X, Y e
Z.

. (= Ex. 7.65 de [fi]) Sejam f e g : R — R duas vezes diferencidveis e
u : R? — R, definida por u(z,t) = f(x+ct)+g(z —ct), onde ¢ € R. Prove
que

0%u 5 0%u

o2 = o

. (Ex. 9.5.1 de [?]) Seja k uma constante positiva e f, g : R x RT — R,
definidas por g(x,t) = z/(2Vkt) e

g(z,t) R
f(z,t) :/ e™™ du.
0

a) Verifique que % = 6’92% e % = 6*92%.
b) Verifique que f satisfaz a equagao do calor
of _.o%f
ot 0z
. (Ex. 9.5.2 de [”]) Considere um campo escalar f : R? — R tal que f(x,v)

depende apenas da distancia, r, de (x,y) & origem, digamos f(x,y) = g(r),
com 7 = /22 + y2, para uma certa fungio g : Rj — R.
a) Prove que
*f  0*f / ”
@jL(')iy? =9 (r)+g"(r).
em B2\ {(0,0)}.
b) Assuma agora que f satisfaz a equagdo de Laplace,
0? 0?
7f + 7f — 0,
ox? = 0y?

em R?\ {(0,0)}. Prove que f(z,y) = alog(z? + y?) + b, para (z,y) #
(0,0), onde a e b sdo constantes.



XIIT Extremos de Campos Escalares (27-31/6/2002)
v/ 1. Considere a funcio f : R? — R, definida por f(z,y) = zy(z +y — 1).

a) Determine os extremos de f.

b) Determine os extremos de f|[,1]x0,1]-

v 2. (Ex. 7.100 de |0]) Classifique os pontos de estacionaridade de f : R? — R,
definida por f(z,y) = 2% — 2% + ¢*

v 3. (Ex. 9.13.16 de [7]) Considere a funcio f : R? — R, definida por f(z,y) =
3z — 422y + y2. Esboce no plano R? as regides onde f é positiva, nula e
negativa. Verifique que a origem é um ponto de sela de f e que a restrigao
de f a rectas que passem na origem tem um minimo em (0, 0).

XIV Férmula de Taylor e Extremos de Campos Escalares
(3-7/6/2002)

v/ 1. (Ex. 7.97 de |]) Classifique os pontos de estacionaridade de f : R? — R,
definida por f(z,y) = (x — y)?(3z — 3y — 4).

2. (Ex. 9.13.21 de [?]) Dados n nimeros reais distintos 1, x2, .. . , &, € outros
n numeros reais yi, Yo, - - -, Yn (a0 necessariamente distintos), ndo existe,
em geral, uma recta y = ax + b que passe pelos pontos (z;,y;), ou seja, tal
que y; = ax; +b, para cadat = 1,...,n. No entanto, podemos determinar
a recta y = ax + b que minimiza o erro quadratico total

n

E(a,b) =) [(ax; +b) — y)*.

i=1

: 7oe— 1 n 7oe— 1 n — 7 S
Sejam T := > 0w, § = > Vi, U = x; — T, para cada i =
1,2...,n. Mostre que os valores de a e b que minimizam o erro quadratico
total sao s

i=1 Yilli _ _
==t e b=y —ax.

Z?:1 “12

V 3. Classifique os pontos de estacionaridade de f : R? — R, definida por
flz,y) = (z—y)* —a* —y"

vV 4. (Ex. 7.97 de [n]) Classifique os pontos de estacionaridade de f : R? — R,
definida por f(z,y) = xye* Y.
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