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Exerćıcio-teste 3

1. Utilize o Teorema dos Reśıduos para calcular∫ ∞

−∞

senx

x2 + 6x + 10
dx .

2. Seja n ∈ Z+ e considere a função f(z) = (z2−1)2n

z2n+1 .
Utilizando a definição de reśıduo de uma função num ponto e a fórmula do
binómio de Newton, conclua que

Res(f, 0) =
(

2n

n

)
(−1)n

e aproveite este resultado para mostrar que∫ π

0

sen2n θdθ =
π(2n)!
(2nn!)2

.

Resolução:

1. Considere-se a função complexa de variável complexa

f(z) =
eiz

z2 + 6z + 10

e para R > | − 3± i| =
√

10, a curva

CR = IR ∪ ΓR ≡ {z = x : x ∈ [−R,R]} ∪ {z = Reiθ : θ ∈ [0, π]}

percorrida uma vez em sentido directo. f é holomorfa em C \ {−3 + i,−3 − i},
e atendendo a que −3 + i ∈ intCR e −3 − i 6∈ intCR, tem-se, por aplicação do
Teorema dos Reśıduos∮

CR

f(z) dz = 2πi Res(f,−3 + i)I(CR,−3 + i)

Sendo a curva percorrida uma vez em sentido directo, o ı́ndice é igual a 1. Verifica-
se também facilmente que −3+i é um pólo simples de f (porque é um zero simples
do denominador e não é zero nem singularidade do numerador). Tem-se então

Res(f,−3 + i) = lim
z→−3+i

(z − (−3 + i))f(z) = lim
z→−3+i

eiz

z − (−3− i)
=

e(−3+i)i

2i

pelo que ∮
CR

f(z) dz = 2πi
e−1−3i

2i
1 = πe−1(cos 3− i sen 3)

Por outro lado ∮
CR

f(z) dz =
∫

IR

f(z) dz +
∫

ΓR

f(z) dz



ou seja

πe−1(cos 3− i sen 3) =
∫ R

−R

f(x) dx +
∫

ΓR

f(z)dz

e fazendo R →∞, obtemos

πe−1(cos 3− i sen 3) =
∫ ∞

−∞

eix

x2 + 6x + 10
dx + lim

R→∞

∫
ΓR

f(z)dz

Atendendo a que∣∣∣ 1
z2 + 6z + 10

∣∣∣ ≤ 1
||z|2 − 6|z| − 10|

→ 0 quando |z| → ∞

por aplicação do Lema de Jordan conclui-se que

lim
R→∞

∫
ΓR

f(z)dz = 0

e como tal ∫ ∞

−∞

eix

x2 + 6x + 10
dx = πe−1(cos 3− i sen 3)n

Finalmente, atendendo a que eix = cos x+ i senx (visto x ∈ R) e às propriedades
do integral∫ ∞

−∞

cos x

x2 + 6x + 10
dx + i

∫ ∞

−∞

senx

x2 + 6x + 10
dx = πe−1 cos 3− iπe−1 sen 3

pelo que ∫ ∞

−∞

senx

x2 + 6x + 10
dx = −πe−1 sen 3

2. Recorrendo à expressão do binómio de Newton tem-se

f(z) =
(z2 − 1)2n

z2n+1
=

1
z2n+1

2n∑
k=0

(
2n

k

) (
z2

)k
(−1)2n−k =

2n∑
k=0

(
2n

k

)
z2k−2n−1(−1)2n−k.

Observe-se que se trata de uma soma finita e portanto é obvio que a região
de convergência é C \ {0} = D(0; 0,∞). Pela definição de reśıduo de f em 0
(relembre-se: é o coeficiente da potência z−1 da série de Laurent convergente em
D(0; 0, ε), para algum ε > 0) conclui-se imediatamente que o reśıduo é obtido
pelo termo k = n da soma apresentada, ou seja

Res(f, 0) =
(

2n

n

)
(−1)2n−n =

(
2n

n

)
(−1)n = (−1)n (2n)!

(n!)2
,

como se pretendia.

Considerando agora o integral ∫ π

0

sen2n θdθ,

comecemos por observar que estamos em presença de uma função integranda par,
por ser a potência par de uma função ı́mpar, e portanto o integral é igual a

1
2

∫ π

−π

sen2n θdθ.



Utilizando a definição da função seno e a mudança de variável θ 7→ z = eiθ

pode-se escrever

1
2

∫ π

−π

sen2n θdθ =
1
2

∮
|z|=1

(
z + z−1

2i

)2n 1
iz

dz = −i
(−1)n

22n+1

∮
|z|=1

(
z2 + 1

)2n

z2n+1
dz,

onde para obter a última igualdade multiplicámos e dividimos a função integranda
por z2n. Observe-se que o último integral é o integral da função f sobre a curva
|z| = 1 percorrida uma vez em sentido directo. Pelo que se viu anteriormente, f
tem uma única singularidade, em z = 0, e portanto, pelo Teorema dos Reśıduos e
pelo valor do reśıduo determinado acima, conclui-se que o integral do enunciado
vale

−i
(−1)n

22n+1
2πi(−1)n (2n)!

(n!)2
=

π(2n)!
(2nn!)2

,

como se pretendia.


